Prova-Modelo de Matematica

PROVA 4 Ensino Secundario

DURACAO DA PROVA: 120 minutos | TOLERANCIA: 30 minutos

Cotacoes

GRUPOI

[T 0 quarto ndmero de uma certa linha do tridngulo de Pascal é 4060.

A soma dos quatro primeiros nimeros dessa linha é 4526.
Qual é o maior termo dessa linha?

(A) g5 (B) 3°Cys (€) 3%y (D) *Cy6

n
[ 0Os trés primeiros coeficientes do desenvolvimento de (xz +i) estdo em progressao aritmé-
X

tica. O valorde né:

(A) 12 (B) 10 ()8 (D) 4

EJ Na figura estdo representadas graficamente duas funcdes, f e g, definidas por f(x) = log; (%)

e g(x) = log; x.
y A

(@]
Sy

Os graficos de fe de gintersetam-se no ponto P. Qual é a abcissa do ponto P?

1 2
(A)Z (B)§ (C)in3 (D)In2

I3 Considere a funcdo f definida por f(x) = sen(x°) - cos>(x).

Indique qual das expressdes seguintes define f, funcdo derivada de f.
(A) 2xcos(x%) + 3x°sen’x (B) 2xcos(x®) + 3 cos®x senx

(C) cos(x°) + sen’x (D) 2cos(x) - 3 cos’x
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Cotacoes

5 Na figura est3o representadas partes dos gréficos de duas funcdes fe g, ambas de dominio R,

que tém apenas um zero cada, respetivamente 2 e 5.

A funcdo f esta definida pela expressao f(x) = |h(x)| onde h &, tal como g, uma funcdo afim.

Qual dos seguintes intervalos € um subconjunto de D . 4 tal que a fun¢do f + g & uma funcdo
injetiva?

(A)1-3.1[ (B)1-3.3( (€)10, 4 (D) -4 4(

[ Seja aum ndmero real superior a 1. Na figura esta parte do gréfico de uma funcdo f, de dominio
R, definida por f(x) = a~.

Tal como a figura sugere, os pontos A e B pertencem ao grafico de f.

=y

Qual é a ordenada do ponto P, pertencente ao grafico de f, cuja abcissa é o ponto médio das

abcissas de Ae B?

(A) Jc+d (B) (cd)® (€)Jed (D) cd

F2 Seja num ndmero natural.

12n+3

O valorde i , sendo i a unidade imaginaria, é:

(A) i (B)-1 (C)—i (D) Depende do valor de n
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Cotacoes

5] Considere a imagem geométrica, no plano complexo, do conjunto {z: 1 <|z| =< 3}.

Qual é a representacdo geométrica do conjunto {w: w=zi+2—1}?

(R) (B)

} Im 2 y

D 4.
o &

4

an

(9] (D)
Am2 A m:z
\/ Re 2 \¥/ Re 2
GRUPOII

FY Considere o nimero complexo:

=i32+\/§(1—2i)

2+i
1.1 Represente z na forma algébrica e na forma trigonométrica. (15)
1.2 Sabendo que z é uma das raizes de indice quatro de um nimero complexo w, determine, (15)

sem calcular w, as restantes raizes de w e represente-as graficamente.
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Cotacoes

Seja S o espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatéria. Sejam A, B dois aconteci-
mentos possiveis (AC S, BC S).

Prove que se P(B) # 0, entdo P(A| B)=1-P(A| B). (15)

0 Jodo contraiu uma infecdo e o médico prescreveu-lhe um farmaco que tinha 60% de proba- (20)

bilidades de o curar em menos de uma semana, caso o Jodo o tomasse durante cinco dias.

No entanto, o Jodo é muito esquecido e tem 20% de probabilidades de ndo tomar o farmaco
em todos os dias recomendados. Se o Jodo ndo tomar o farmaco nos cinco dias recomen-

dados, a probabilidade de recuperar em menos de uma semana é 10%.

Ao fim de uma semana o Jodo ainda ndo recuperou. Qual é a probabilidade de o Jodo se ter

esquecido de tomar o farmaco em todos os dias recomendados pelo médico?

Nota: Se desejar, utilize a igualdade referida na alinea anterior.

A carga de um condensador (dispositivo que possui a capacidade de armazenar cargas elétricas)

é dada em funcdo do tempo, t, medido em segundos, pela expressdo

onde 7 é uma constante positiva (constante de tempo) e Qg é a capacidade maxima da carga.

Determine o valor de tlim Q(t) e interprete o seu significado no contexto do problema. 7)

Mostre que t = In(L) . ?)
0, - 0(t)

Considere a constante de tempo igual a 2 e determine quanto tempo leva o condensador 0]

a carregar 50% da sua capacidade maxima.
Apresente o resultado arredondado as décimas.

Explique a razdo pela qual, em termos praticos, se considera que um condensador esta car- ?)

regado quando o tempo de carregamento é igual a cinco vezes a constante de tempo.

Seja fa fungdo definida em R por:

cos(x+£) se x=0
3

f(X) i 2x

e -1

Sem usar a calculadora, resolva as trés alineas seguintes.

se x<0

Estude a funcdo f quanto a sua continuidade. (10)
. g ~ . JT

Justifique que a funcdo f tem pelo menos um zero no intervalo [O, Z} . (10)

Calcule o zero cuja existéncia garantiu na alinea anterior e determine a equacdo da reta (10

tangente ao grafico de f nesse ponto.



Cotacoes

Um corredor com dois metros de largura interseta-se A

. 2
perpendicularmente com outro, de quatro metros de lar- ) B I m

gura, tal como a figura sugere. Pretende-se transportar D

horizontalmente uma escada, representada na figura 4m

pelo segmento de reta AD, pelos dois corredores.

Qual é o comprimento maximo da escada que se pode transportar?

Apresente o resultado arredondado as centésimas.

Sugestdo: comece por mostrar que o comprimento da escada é dado, em funcdo de 6, pela

+i, sendo 6 a amplitude do angulo ABC.

expressdo
send coso

Nas figuras que se seguem estdo representadas partes dos graficos de f, f'e f”de dominio R.

y A

= NNow s,

—8—7—6—5—4—3—2—1101 2 3 456 78 910113(

-2

Figura 1

1 23 4 56 7 8 910 1lx

Figura 3

Numa pequena composicdo, explique em qual das figuras esta representado o grafico de f, de
f'(primeira derivada de f) e de f”(segunda derivada de f). Para além de justificar a sua escolha,
explique porgue é que o grafico de f ndo pode ser nenhum dos outros dois, apresentando, para

cada um deles, uma razdo para o rejeitar.
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A soma dos quatro primeiros nimeros da linha n do
triangulo de Pascal é dada por "y + "G, + "G, + "G5 =
= 4526, mas dado que o quarto nimero dessa linha é
4060, podemos afirmar que:

|
G, L. +4060=4526

n(n-1)(n-2)!
2(n-2)!

<n*+n-930=0

<n=-31 v n=30

<1l+n+ +4060=4526

Como neNg, n=30.

A linha em causa serd °C, °C, ... °Goq °Cso, com-
posta por 31 ndmeros. Logo, o maior valor desta linha
serd o que ocupa a posicdo central, ou seja, °Cs.
Opcado correta: (B)

VVamos comecar por desenvolver a poténcia do biné-
mio dado, explicitando os trés primeiros termos, usan-
do o binémio de Newton.

n 0 1
(x2+217x) =nco(x2)”(%) +ncl(x2)ﬂ—l(217x) +

2x

o L "C, Z(n—Z)LZ e
X 4x

) o +Q. 2(n-1) n(_-2 2(n-2) ..

+ —
2 x 4 X
Assim os coeficientes dos trés primeiros termos do
desenvolvimento do binédmio dado sdo:

nCz n! =n(n_1)

n oG
2 4 2(n-2)-4 8

Como estes coeficientes estdo em progressao aritmé-
tica e neste tipo de progressdes a diferenca entre um
termo e o termo anterior é constante, podemos escre-
ver que:

n(n-1)
8
<n°-n-4n=4n-8

_h_n_
2 2

<n*-9n+8=0
<n=8 v n=1

Se n=1,entdo (xz +i) =x° +i , 0U seja, o desen-
2x 2x

volvimento do binémio teria apenas dois termos e ndo
trés, como é suposto.

Assim, n = 8.

Opgado correta: (C)

9
para todo ae R*\{1}, x ER* e y ER, tem-se que:

. 1 =
Seja y=log, (f) .Usando arelagdo log,x =y < @ = x,

3 -1

9
@3-”:3—12
<3 =37
<y=-2

(a funcdo exponencial é uma funcdo injetiva)

Logo, a abcissa de P é a solucdo da equacdo log; x = —2.
log, x=-2

o x=2"

1

2z

<> X
S x==
4
Opcdo correta: (A)
f'(x)=(senx? - cos’ x), - (senxz), - (cos? x), -
- (xz), COS(xZ)—(3COSZ X (cos)c)’) -
=2xC0S (xz)—3COSZ x(-senx)=
=2xC0S (x2)+ 3cos? x senx

Opgado correta: (B)

Seja h(x) =myx+ b, e g(x) = m.x + b,
Temos que:
f(x)=m1x+b1={

mx+b, sex=2
-mx-b, sex<2

Assim, (f+9) (x) - mx+b, +m,x+b, se x=2 _
-myx-b, +m,x+b, se x<2
{(m1+mz)x+b1+b2 se x=2

(m,-my)x+b,-b, se x<2

Tendo em conta que Dy, = DN Dy =R e que f+ gestd
definida por duas semirretas, qualquer intervalo con-
tido em ]—, 2] ou em [2, +o[, satisfaz as condicOes
exigidas.

Das hipdteses apresentadas, o intervalo ]-3, 1[ é o
Unico que esta contido num dos intervalos acima refe-
ridos, desighadamente em ], 2.

Opcgdo correta: (A)
Note-se que fla) = a° = ce f(b) = a® = d.

A ordenada de P éigual a f(a;b).

a+b 1

f(a+b)=07=(aa+b)§=\/(fﬁ= /aa. ab =

2
= Jf(a)-f(b) =Ncd

Opgado correta: (C)
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12n+3 — j12n

Propostas de resolucéo

i3

12 P =
, 3 . .
(/“”) x PPxi=

=13x (—1)>< i=
=

Outro processo:
12n+3 -

i3

12
"x i’ =

I

=(1")' % ()=

=1'jx (—i)=

=l

Opgao correta: (C)

A imagem geométrica do conjunto original é uma
coroa circular centrada na origem do plano complexo.
O produto de um conjunto por i (unidade imaginaria)
é uma rotacdo do conjunto sobre si mesmo (o que nes-
te caso ndo altera a sua representacdo geométrica).
A soma com 2 — i resulta numa translacdo, no plano
complexo, associada ao vetor (2, —1).

Opcgdo correta: (B)

5 N3(1-2i)
T
e N3(1-2i)(2-i)
=)'+ @2+)(2-1)
V3(2-i-4i+2r%)
R
1+—5\/§i=
5

=1-3i

2= 12+(-\/§)2 -2

=18+

cose—1
{1=2c059 2

=4
—J/3=2sen0 3

senf =-—
2

=0= —% porque 6 € 4? quadrante.

. . L . T
Assim, na forma trigonométrica, Z= 2CIS(—§),

As raizes de indice quatro de um ndmero complexo
tém todas o mesmo mdédulo e o argumento pode ser
obtido do argumento de outra raiz consecutiva, adi-

cionando ou subtraindo 2l=ﬁ. A imagem geomé-

tricade z= 2cis(—%) pertence ao 4° quadrante.

Logo as restantes raizes serdo:

z, =2cis(—g+%)=2cis(f)

6
. (]‘[ JT) . (Zn)
z,=2Cs| = += |=2cis| =
6 2 3
23=2cis(2—”+ﬁ)=2cis(7—ﬂ)
3 2 6

A, B, Ce D, sdo, respetivamente, os afixos de z;, z;,
ez

Im z

Re z

Nota:

XNy =y\(xny)

" P(B) P(X\Y)=P(X)-P(XNY)
_P(B)_P(AnB)_

P(B) P(B)
-1-P(A|B)

Designemos por R o acontecimento “o Jodo recupera
da infecdo em menos de uma semana” e por L o
acontecimento “o Jodo lembra-se de tomar o farma-
co em todos os dias recomendados pelo médico”.

0 enunciado fornece a seguinte informacado:
P(Z)=o,2 P(RIL)=0,6 P(R|[)=o,1
A probabilidade pedida é:

P(LIR _P([ﬂﬁ)_P(m)_l_p(LuR)
(CIR)= PR) 1-PR) 1-P(R)

Como P(R|L) = 0,6, entdo
P(RNL)

0,6
P(0)
PRNY 46
08

= P(RNL)=0,48



Por outro lado, P(R|L) = 0,1, ou seja, P(ROL) =
P(L)
< PRIZPRNOL) 44
0,2
< P(R)—0,48 = 0,02
<P(R)=0,5

P(LUR) = P(L) + P(R)= P(LNR)

P(LUR)=0,8+0,5—0,48 = 0,82

1-P(LUR)_1-082_018 _, -
1-PR) 1-05 05

Assim, P(L|R)=

Outro processo:
A probabilidade pedida é

o(iI7 P([mﬁ) P(ﬁm[)
(CIR)- PR PRAL-P(RAL]
=70’18 =0,36, onde:
0,32+0,18

. P(En[)=P(§|Z)~P(Z)=o,9><o,2=o,18, porque

P(§|[)=1-P(R|Z)=1-o,1=o,9(utilizandoaan’-
neaa)).

* P(RNL)=P(RIL)-P(L)=0,4x0,8-0,32 porque
P(ﬁlL)=1—P(R|L)=1—O,6=O,4(utilizandoaah’-

neaa))e P(L)=1_P(Z)=1-0,2=0,8.

lim Q(t)=00(1—ej)=00(1—e“)=QO(1—0)=00

t—+o0

0 que significa que com o decorrer do tempo a carga
do condensador aproxima-se da carga maxima.

o(t):QO(l_e‘ij
c_o()

«l-er=
0o

STl

e =1-2~7
0,

@_t=|n(1_o(t))

T (0

oo 220)

0

eeef2000]

0

‘:’“'”(oo—oé(t))f

VVamos substituir, na expressdo obtida na alinea
anterior, Q(t) por 0,5Q, e 7 por 2.

t=|n( G )=In( G j=
0,-0.50, 0,50,

=In2? = 1,4 segundos.

Se t = 57, entdo
5t
0(57)=0, (1 - e_f) =0, (l - e‘5) ~0,9930,, ou seja,

quando o tempo é igual a cinco vezes a constante
de tempo a carga do condensador é igual a aproxi-
madamente 99,3% da sua carga maxima. Note-se
que, em termos tedricos, a carga maxima nunca é
atingida ja que a fun¢do Q aproxima-se de Qp sem
nunca atingir esse valor.

A funcdo f é continua no intervalo ]O, +«[ porque
esta definida por uma composicdo de duas funcdes
continuas (a funcdo cosseno e uma funcdo afim) e
também é continua no intervalo J—, O[ porque esta
definida pelo quociente entre duas funcdes conti-
nuas (uma funcdo linear e uma diferenca entre fun-
¢Oes continuas).

Falta-nos analisar a continuidade de fem x = 0.
) . x) 1
|T3f(x)=l£13 COS(x+§)=7

2
) . 2x 0
lim £(x)= lim —— (5)

. 2x 1 . 4x
lim lim

x—0" e4x -1 N g x—0" e4X -1

Efetuando a substituicdo y = 4x no limite anterior,
obtemos:

limite notével

Como f(0)=cosg=%, concluimos f é continua em

x =0 porque "L%f(x)=f(0)=% .

Logo, fé continua em R.

A funcdo fé continua em R, por isso é também con-

tinua no intervalo [O, ﬂ
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Propostas de resolucéo

Como f(O)xf(%)<0 entdo, pelo Corolario do Teo-

rema de Bolzano, garantimos que existe CE]O, E[

4
tal que f(c) = 0, mas ]0, %[C[O, ﬂ Logo, existe

pelo menos um zero de fem [O, ﬂ

Seja xe[o,ﬂ e keZ.

f(x)=0
c»cos(x+ﬁ)=0
3
©x+ﬁ=£+kn,kEZ
3 2

©x=%+kn,kEZ

Dadoquex e [0, %] conclui-se que x = g

f’(x)=[cos(x+) =—sen(x+g)
el
=—sen 37 ——senX--1

6 2

A equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto

N1 P 4
de coordenadas (g,o) é y= X+6 .

0 comprimento da escada é igual a AD=AB+BD.

sen6=i©ﬁ= 2
AB senf
cosf=— < BD=—2_
BD cosé
Logo, AD = 2 +—4 ,com0<f<Z.
senf cosf 2

VVamos designar por f o comprimento da escada em

2 4 .
+—— ederivar esta
send coso

funcdo, com o objetivo de determinar o seu minimo,

funcdo de 6, isto é, f(0)=

no intervalo ]0% .

De facto, quando 6 tende para O ou para g f tende
para infinito. Por isso, o comprimento maximo da esca-

da corresponde ao minimo de f.

’ ’

10 ) * o9 -

-2cosf 4send
= a1 2
sen‘fd cos° 0

Para localizar um possivel minimizante desta funcdo,
vamos determinar os zeros da sua derivada.

£'(6)=0
-2c0sf -4send
sen‘d  cos’6

< 2c0s’0=4sen’o
0e }0,%[

©tg36=%

< 1gh= 30,5
<1tgH=0,79
=0~0,67rad

7
6 0 0,67 >
f ND = 0 + ND
f ND . Min. / ND

O comprimento maximo que a escada pode ter &, apro-
2 s 4
sen0,67 co0s0,67

ximadamente, f(0,67) =
tros.

~8,32 me-

0 gréfico da figura 1 corresponde ao grafico de f. Sen-
do esta uma funcdo decrescente no intervalo ]—, 0]
e crescente no intervalo ]0, +«], a funcdo f'é negativa
no intervalo ]—=, O[ e positiva no intervalo ]0O, +«[, 0
que acontece no grafico da figura 3.

Por exclusdo de partes, na figura 2 estd o grafico de £,
que é uma funcdo negativa no intervalo ]—e, —1[
U]1, +oo[, que corresponde ao intervalo onde ftem a
concavidade voltada para baixo, e ¢ uma funcdo posi-
tiva no intervalo ]-1, 1[, que corresponde ao intervalo
onde ftem a concavidade voltada para cima.

Se o gréfico de f fosse o da figura 2, nenhuma das
outras figuras representaria o grafico de f’, jd que o
grafico da figura 2 tem trés extremos relativos e
nenhuma das outras funcbes tem trés zeros.

Se o grdfico de f fosse o da figura 3, nenhuma das
outras figuras representaria o grafico de f”, ja que o
grafico da figura 3 tem trés pontos de inflexdo e
nenhuma das outras funcdes tem trés zeros.

Falta sombrear um canto e temos duas maneiras de o

fazer (sombrear o canto superior direito ou o canto

inferior esquerdo). Para cada uma destas possibilida-
des, temos de sombrear ainda mais trés quadriculas
num total de 10 disponiveis, ou seja, temos °G; manei-
ras diferentes de sombrear as restantes quadriculas.



