Proposta de teste de avaliacao

Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Duragio: 90 minutos | Data:

O teste é constituido por dois grupos, I e 1L
O Grupo I inclui cinco questdes de escolha multipla.

O Grupo Il inclui sete questdes de resposta aberta, algumas delas subdivididas em alineas.




Grupo I

e Os cinco itens deste grupo sio de escolha multipla.
o Em cada um deles, sdo indicadas quatro op¢des, das quais s6 uma esta correta.

e Escreva, na sua folha de respostas, apenas o nimero de cada item e a letra correspondente a opgdo que selecionar para
responder a esse item.

e Nio apresente calculos nem justificacdes.

e Se apresentar mais do que uma opc¢do, a resposta sera classificada com zero pontos, o mesmo acontecendo se a letra

transcrita for ilegivel.

1. Considere, num plano munido de um referencial ortonormado xOy, 12 pontos dos quais
quatro sdo colineares.
Quantos tridngulos distintos podem ser definidos com estes 12 pontos?

(A) 56 (B) 216 (©) 220 (D) 104

2. Seja g uma funcgdo, de dominio D, definida por g(x) =ln(3x +317 —4) .

Qual das seguintes opc¢des pode ser o conjunto D?

(A) [1.3 (B)]o,1[ (Q)]-, 0[O]1, +oo (D) |-, 1[O]3, +oof

3. Na figura esta representado, num plano munido de um referencial ortonormado xOy, um
quadrado [ABCD]. y“
Sabe-se que E(l,—l) é o centro do quadrado e B(4,3) é C B
um dos seus vértices. f/\ -
Quais sao as coordenadas do vértice A? 0 E ¥
(A) (6,-2) (B) (6,-3)
(©) (4,-5) (D) (5,-4) D A

4. Considere a fungao f, de dominio R, definida por f(x) =a"-b",coma>1 ea<bh.

Qual é o valor de lim f(x) ?

(A) —» (B) O
(C) +oo (D)1
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ln(ZeX —e4)
5. Considere a fungao f, definida em ]4 -In2, + oo[ , por f(x) =7,
X
Qual é o valor de lirp f(x) ?
(A)o (B) 1 © ¢ (D) +o0

Grupo II

Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacdées que entender
necessarias.

Atencdo: quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacdo, apresente sempre o valor exato.

1. Considere um prisma hexagonal regular.

1.1. Quantasretas distintas passam por dois vértices do prisma que ndo contém qualquer

aresta?

1.2. Pretende-se pintar as faces do prisma do modo seguinte:
« uma das bases é pintada de preto e a outra é pintada de branco;
» parapintar as faces laterais existem seis cores disponiveis (amarelo, verde,
azul, vermelho, castanho e magenta);
» todas as faces sdo pintadas e duas faces com arestas comuns nao podem ter
a mesma cor;
+ uma, e uma s0, das faces é pintada de vermelho.

Nestas condi¢des, de quantas maneiras diferentes é possivel pintar o prisma?

1.3. Admita que o prisma esta representado num referencial ortonormado Oxyz, de tal

forma que uma das suas bases esta contida no plano de equacao y=3.

Escolhendo, ao acaso, dois vértices do prisma, qual é a probabilidade de definirem

uma reta paralela ao eixo Oy? Apresente o resultado na forma de fragdo irredutivel.

2. Considere a funcao f, real de variavel real, definida em ]R\{l} por:
ex+1 _ 1
x*-1
f (x) =42 sex=-1
2x+2

8Jx*+3-16

sex<-1

sex>-10x#1

Mostre que larEllf(x) = —%.
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Considere a fungio f, de dominio R", definida por:

f(x)= gln (%T—l =In (%) +In (%)3 +In (%)5 +..+In (%)23.

Prove que [x[OR”, f(x) =-144Inx.

- , _(2n+1)" _ 1
Determine o nimero natural k de modo que lim ==

2n+2 e

Considere a fun¢do g, de dominio R, definida por:

oX sex<3
_|6v2x*+7
g9(x)=
In(2x -5)
- sex>3
x“=-2x-3

5.1. Estude a funcdo g quanto a continuidade.

5.2. 0O grafico darestricao da funcao g ao intervalo ]—oo , 3] tem uma assintota horizontal.

Determine uma equacao dessa assintota.

Considere a funcio h, de dominio R, definida por:

xlnx se0<x<2

h(x):{

e +2-e* sex>2

6.1. Determine lim h(x) everifique se areta de equagdo x =0 é uma assintota ao grafico

x-0"

de h.

6.2. Mostre que o grafico de h ndo tem assintotas horizontais.

6.3. Mostre que a fungao h tem pelo menos um zero no intervalo }l,g[ .
e

Seja fa funcdo, de dominio R, definida por f(x) =e*"?,

Determine f'(—l) usando a definicdo de derivada de uma fun¢do num ponto.

Cotacoes
Grupo I
2 3 4 5
8 8 8 8
Grupo 11 Total
1.1. 1.2, 1.3. 2 3 4 5.1. 5.2, 6.1. 6.2. 6.3. 7 200
13 13 13 15 13 10 15 13 13 12 15 15
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PROPOSTA DE RESOLUCOES

Grupo I

Trés pontos nio colineares definem um triangulo.
Assim, temos:

n Nenhum dos quatro pontos colineares é vértice do tridngulo.
Ntimero de triangulos distintos: °C, =56

u 0 tridngulo tem um e um sé vértice num dos quatro pontos colineares.
Ntmero de triangulos distintos: *C, x°C, =112

u 0 tridngulo tem exatamente dois vértices entre os quatro pontos colineares.
Ntimero de triangulos distintos: *C, X °C, =48

Portanto, o nimero total de tridngulos distintos é iguala 56 +112+48=216.

Resposta: (B)

D={xDR:3X+31'X—4>0}

3 4317 —4>0 o 3 +33X—4>0 - (3*)2 —4x3* +3>0

4x./(-4) -4x1x3 po 422

_—— s

2x1 2

Calculos auxiliares: (3*)2 —4x3" 4320 = 3" =
32303 =1 < x=10x=0
Logo, (37) —4x3"+3>0 = x<00x>1

Portanto, D tera de estar contido em ]—oo , 0[ O ]1 ,+ oo[ .

Resposta: (C)

Comecemos por determinar o vetor EB .

EB=B-E=(4,3)-(1,-1)=(3,4)

Os vetores ﬁ(4 , —3) e \7(—4 , 3) sd0 0s vetores normais a EB , COm a mesma norma.
Assim, os vértices A e C do quadrado obtém-se calculando E +u =(1, —1) +(4, —3) = (5, —4) e
E+v=(1,-1)+(-4,3)=(-3,2)

Como o vértice A se situa no quarto quadrante, as coordenadas de A sdo (5, -4).

Resposta: (D)
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4. Como 1<a<b,entdo lima" =+, lim b* =+ e hm[gj =0 pois —<1.

X — +oo X — +oo X — +00

() x .
lim (a* -b*) = lim{b"[a——lﬂ=lim b* (ﬂj ~1 ||=+00x(0-1) = o0
X — +00 X o 400 bx X — +00 b

Resposta: (A)

4 4
lne"+ln[2—exJ x+ln[2—exJ
. € . €
= lim = lim =
X — +oo X X — +oo X
4
ln(Z—x] 1 2
e
= lim X + lim =1+2%=1+0=1
Xﬁ+mX X — +oo X +oo

Resposta: (B)

Grupo II

1.1. Sabe-se que dois pontos definem uma reta.
No caso de se ter:
» retas definidas por dois vértices do prisma, um de cada base, e que ndo contenham
qualquer aresta do prisma, o niimero de retas é igual a 6x5=30 (para cada vértice de
uma base podem-se escolher cinco vértices da outra base);

= retas definidas por dois vértices do prisma, ambos da mesma base, e que ndo contenham

qualquer aresta do prisma, o nimero de retas é igual a (6C2 —6)><2 =18 (para cada base

. , . . . ;s 6
do prisma, ao numero total de retas que se podem definir com os seis vértices ( CZ)

retiram-se as seis arestas).
Portanto, ha 48 retas nas condic¢des exigidas no enunciado.

Em alternativa:

C, -18 =66 -18 =48 (total de retas definidas pelos 12 vértices — nimero de arestas)

1.2. A primeira face é pintada de vermelho (h3, portanto, apenas uma possibilidade).
Para a segunda face ha cinco possibilidades (qualquer cor exceto vermelho).
Para a terceira face ha quatro possibilidades (qualquer cor exceto vermelho e a da segunda

face).
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Para a quarta face ha quatro possibilidades (qualquer cor exceto vermelho e a da terceira
face).

Para a quinta face ha quatro possibilidades (qualquer cor exceto vermelho e a da quarta
face).

Para a sexta face ha quatro possibilidades (qualquer cor exceto vermelho e a da quinta face).

Portanto, hd 1x5x4* =1280 maneiras diferentes de pintar o prisma.

, 1. 12 — . o . .
1.3. Ntmero de casos possiveis: “C, =66 (existem 12 vértices num prisma hexagonal, dos quais

se escolhem dois).
Numero de casos favoraveis: 6 (para que os vértices escolhidos definam uma reta paralela
ao eixo Oy, tém de pertencer a mesma aresta lateral. Como existem seis arestas laterais,

existem seis casos favoraveis).

Atendendo a regra de Laplace, a probabilidade pedida é oy =1—11 .
2
0
x+1 (0] x+1 _ x+1 _
s lim f(x)—llm = lim — L. x lim L.
x--1 x--1"x“ =1 x--1 (X+1)(X—1) x--1" x+1 x--1"x—1
_e-1 (1 1., e"-1
= lim X| — |=—= lim
x--1" x+1 -2 2x--11 x+1
Fazendo a mudanga de variavel y=x+1;x - -1 =y -0
y
lim f(x)=-—lim & t=-1x1=-1
X1 2y-0 y 2 2
2x+2 (%)1 2x+2
. lim f(x)=lim—=—lim—=
X U gYx +3-16 811 x*+3-2
1 (2x+2)(\/x2+3+2) 1 2(X+1)(\/x2+3 +2)

=— lim

8”*‘1*(\/m—2)(\/m+2)_§“‘f (x2+3)2—22
1 2(x+1)(m+2) (x+1)(\/m+2)

=— lim > =— lim > =
8x--1" x“+3-4 4 x--1" x“ -1
() ey i

1
=1 ===
4x-t (x+1)(x-1) 4o x-1 4 -2 2

Como lim f(x) = lim+f(x),entéo existe Xlirzllf(x) e éigual a —%.

x--1" x--1
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12 1 2i-1
3. j(x):Ezm(—j =
i \2
1 3 5 23
=1n(1) +ln(l) +1n(lj +...+ln(l) =
X X X X
= ln(lj +31n(lj +5In (lj +.. +2311’1(1j = Inx? =plnx,0OxOR"
X X X X

:(1+3+5+m+23p4n(1j:
X

Soma de 12 termos consecutivos

_1+23

= x12xIlnx' = de uma progressdo aritmética (an)
a, +a
Sn =%><n
=144><(—lnx) =
=-144Inx
2n+1Y" 1
4. lim =
2n+2 kot
Usando o algoritmo da divisao inteira de polinémios:
2n+1 | 2n+2
-2n-2 1
-1
Assim:
) 1 1 n+1
+ n+ n+ — _i
| Zn+1 :1 < lim| 1- 1 =i4«:»11m 1—L zek o
2n+2 kot 2n+2 ok n+1
1 4
s e2=ek @—lz—ick:{}
2 k

Portanto, k=8.

5.1.

= Nointervalo ]—oo , 3[ ,afuncdo g é continua, pois é o quociente de duas fun¢des continuas:
uma que é uma funcdo polinomial (x - 5X) e outra que é o produto de uma funcgio
constante (x - 2) pela raiz quadrada de uma fungio polinomial (x ~A2x? +7) .

= No intervalo ]3,+oo[, a funcdo g é continua, pois é o quociente de duas funcdes
continuas: uma que é a composta da fun¢io logaritmica com uma func¢ao polinomial

(x > 1In (2x —5)) e outra que é uma fung¢io polinomial (X - x*-2x —3) .
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s Continuidadeem x =3: X |

. limg( )—llm x - >3 1
X3 w3 0 2xt 47 62x3t+7 2
0 — —
. ln(2x—5)(5)- In(2x -5) 3 ‘ ' ; ;
. hmg() lim————~= = lim—~<—~~=
X3 x-3" x2 —2x -3 x43+(x—3)(x+1) 1 1]o0
=llmMXth:hmel:
x-3"  x-3 x-3"x+1 «x-3 x-3 4

Fazendo a mudanca de varidvel y=x-3,vem x=y+3 e
X - 3+ 3_)/ - 0+:

In| 2 3)-5
llmg( )—lim nl: (y+ ) Jxl:ZHm Mxl:lexlzl
x-3" y-0" y 4 2y -0 2y 4 4

" g(3) =

N | =

Como lim g( )— lim g( ) g(3) ,a funcdo é continuaem x =3.

x-3 x-3"

Portanto, a fung¢do g é continuaem R.

5.2. lim g( )—11m\/7—11m =lim ———=lim —(——
2 47 2+l2 |x| 2+— —x1/2+—
X
¥ \/ 7 —2+0 2 2
— 2+7
X2

Logo, y = —572 € a equacdo reduzida da assintota horizontal do grafico da restri¢do da

funcdo fao intervalo ]—oo ,3] .

. . (=) " Inx
6.1. Xlar(r);h(x)—}ar(r);(xlnx) = llrng
X
1 1 .
Fazendo a mudanca de variavel y=—, x=— e X -0 =y -+
X y
Assim:
1
o) ml) e
1imh(x)=lim—y=lim = lim ny=—limﬂ=0
x-0" yote oy Yoo y Yyote oy Yooy
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Como lim h(x) é um ntimero real e D, =R", podemos concluir que a reta de equagdo x =0

x-0"

ndo é assintota vertical ao grafico de h.

6.2. Como D, =R" ¢ minorado mas nio é majorado vamos calcular lim h(x) .

X - +oo

X 2x
X — +oo X — +oo X — +oo e e

lim h(x)= lim (e” +2—e2x)m;o lim [ezx[i+i—1ﬂ=+00><(0+0—1)=—oo

Como lim h(x) ndo é um numero real podemos concluir que o grafico de h ndo tem assintotas

X 400

horizontais.

6.3. A funcgdo h é continua no intervalo ]0,2] pois é definida pelo produto de duas fungdes

continuas: uma fun¢io afim e uma funcao logaritmica.

Como [1 ,E} O ]0 , 2], entdo, a funcdo h também é continua no intervalo [1 ,z} .
e e e e

Por outro lado, temos que: h 1 :lln 1 :llne‘1:—1=—0,37 eh hd :Eln A =0,42
2) e e e e 2) 2 2

Como h(lj Xh(gj <0 eafuncio h é continua no intervalo [1 ,g} , pelo corolario do Teorema
e e

. ~ , 1 e
de Bolzano podemos garantir que a fun¢do h tem pelo menos um zero no intervalo |- ol
e

- - - “1+h+2 _ 1 h+1 _ -1 h_
f’(—1)=1hi£r01f( 1+h21 / 1)=lin(}e € =lim*® e:1'me(e )=e><1ime !

i =exXl=e
h h-0 h h-0 h h-0

Portanto, f'(—l) =e.
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