Proposta de teste de avaliacao

Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Duracio: 90 minutos | Data:
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Grupo I l\ %

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opgéo correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item ¢ a letra que identificam a opgao escolhida.

1.  Na figura encontra-se parte do grafico de uma fungdo %, de dominio R.

Sejam /' ¢ h" a primeira ¢ a segunda derivadas de 4,

respetivamente.
Admita que estas duas fungdes também tém dominio R.

Qual das expressoes seguintes designa um numero negativo?

A #(0)-h(0) @) #'(0)xh"(0)

(©)  #(0)+h"(0) M) #(0)xA"(0)

2. Na figura esta parte da representagio grafica da fungdo f definida, para K

um certo valor de a e R*\ {1}, por f(x)=-log, x.

O valor de f(128) é:

Ay -7 B - <© -3 @) -5

3. Sabe-se que / ¢éuma funcdo de dominio R, que admite primeira e segunda derivadas, /' e /", em

todos os pontos do dominio e que:
© r(0)=0

! r .
" f € estritamente crescente.

Qual das afirmagdes seguintes ¢ necessariamente verdadeira?

(A) f temum méximo relativo para x=0.

(B) O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo.

(C) O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em |-, 0[ e voltada para cima em

]0,+oo[.

(D) O grafico de f tem a concavidade voltada para cima.
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n o
. Sej ao definid =—. &
4. Seja (u,) a sucessdo definida por u, 5 "k i

u

n

2u, .,
O valor de lim(l + —2J ¢éigual a:

vl

(A) " (B) ©) " D "

€

5. Na figura esta representada parte do grafico de uma fun¢ao f'de dominio [0, +oof.

1
A retar, de equacdo y = Ex + 2, é assintota ao grafico de f.

y A
X r
Seja / a fungdo definida em [0, +oof por h(x)= o)
X
A
O grafico de 4 tem uma assintota horizontal.
Qual ¢ a equagdo que define essa assintota?
1 1 >
W) y=g ® = o :
© y=2 D) y=3
Grupo 11

Na resposta aos itens deste grupo apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as

justificacdes necessarias.

1. Considere a funcdo /', de dominio R, definida por:

In(x+1)+2x © 150
3x
f(x)=4 2 se x=0
2x
c -1 se x<0
X

Estude a fungdo f quanto a continuidade no ponto 0.
(No caso de f'ndo ser continua no ponto 0, deve indicar, justificando, se € continua a esquerda ou a

direita, nesse ponto.)

Proposta de teste de avaliagdo — Matematica A, 12.° ano — Pagina 3



Considere a fungdo f, de dominio R, definida por f (x)= ln(e”‘+ e") )

2.1.
2.2.
2.3.

24.

Mostre que f € uma fungdo par.
Mostre que o grafico de f tem uma assintota para x —> +©,

Estude a fun¢do f'quanto & monotonia e a existéncia de extremos.

Deternine os valores de k sabendo que a equagdo f (x) =k ¢éimpossivel em R .

Seja a funcgéo real de variavel real, 4, definida por / (x) =e™—-3e'+2.

3.1.
3.2.
3.3.

34.

4.1.

4.2.

Calcule os zeros da fungdo # .
Determine uma equacao da reta tangente ao grafico de /4 no ponto de abcissa 0.

Prove que / tem um ponto de inflexao e determine as suas coordenadas.
Mostre que existe, no intervalo > 1|, um e um sé ponto do grafico de % cuja abcissa ¢ igual

a ordenada. Recorrendo a calculadora grafica, determine as coordenadas desse ponto.
Na sua resposta deve:
- reproduzir, num referencial, o grafico da fungado ou os graficos visualizados,
devidamente identificados;

- indicar as coordenadas do ponto com arredondamento as centésimas.

Seja S o conjunto de resultados associado a uma experiéncia aleatoria e 4 e B dois

acontecimentos (4= S eBcS).

Prove que P(ZUE)—P(A) +P(ZK\B) = 1—2P(AmB) .

Num saco estdo apenas bolas azuis e bolas vermelhas.

Todas as bolas estdo numeradas: algumas com o nimero 1, outras com o nimero 2 ¢ as

restantes com o nimero 3.

Extrai-se, ao acaso, uma bola do saco e observa-se a cor € o nimero.

Sejam 4 e B os acontecimentos:
A: "A bola extraida é azul." B : "A bola extraida tem um nimero primo."

- = - 1 3

Sabe-se que P(4UB)-P(4)+P(ANB) =3¢ P(Bl4)=1 .

Determine a probabilidade de sair uma bola azul com o niimero 1.

Sugestao: Tenha em consideragdo 4.1.

FIM
Cotacdes
Grupo I
1. 2. 3. 4. 5. | Total
8 8 8 8 8 40
Grupo 11
1. [ 2.1.] 2.2. | 23. 24. | 3.1. | 3.2. | 33. | 34. | 41. | 4.2. | Total
16 | 12 16 16 12 12 12 16 16 16 16 160
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Proposta de resolucio

Grupo I
Por observagdo do grafico verifica-se que:
« h(0)>0

o i (0) <0 (f'¢ estritamente decrescente numa vizinhanga de 0)

o h' (O) >0 (a concavidade do grafico de f'¢ voltada para cima numa vizinhanca de 0)

Logo:

h(0)-h'(0)>0 (h(0)e A’ (0) sdo positivos)
h'(0)xh"(0)<0

h(0)+h"(0)> (h(0)e 2"(0) sdo positivos)
h(0

(0)xA"(0)>

Resposta: (B)

0
0

f(x)=—log, x

a>0

f(16)==2<—log,16=—2 <> log, 16=2 <16 =a><a=4

f(x) =—log, x
7
f(128) =—log, 128 = —log, (2) = —1og4(42]= -5

Resposta: (B)

Se f'(0)=0 e f'é estritamente crescente, entdo:

f'(x)<0,Vxe]-0,0[ e f'(x)>0,Vxe]0, +oof

% —® 0 +00
Sl - o] +
f \‘ Min. /‘

A opcdo (A) ¢ falsa
Se f'é estritamente crescente, entdo f"(x)>0,VxeR.

Logo, o grafico f tem a concavidade voltada para cima.
Resposta: (D)
n+l

2
2

. NN V2 . NN
Iim| 14+— =lim 1+7 =lim| 1+ =lim
n

u

n

Resposta: (C)

1+

22

n

J xlim(l+

202

n

1
J =My =22
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Se areta de equacdo y = %x +2 ¢ assintota ao grafico de f em +oo, entdo lim /(%) = %
X—>+0 X
x 1 1 1
lim 4 (x)= lim = lim = ——=3
x—>+00 X—>+00 f(x) x>0 f(x) lim f(x) l
X X—>+0 X 3

Se lim 4 (x) =3, entdo a reta de equagdo y =3 ¢ uma assintota ao grafico da funcao 4.

X—>+o0

Resposta: (D)

Grupo 11

lim /() = fim MOED 25 mgl{ln(“l)+ﬂ:1lim—ln(“1)+3:1x1+3=1

x—0" x—0" 3x 3x 3 x>0" X
r(0)=2
er_l er_l
li =1l =1 2=
i S ()= =
2x_1 ey_l y:2x
~21lim ~2lim “2x1=2  |vos0 o0
x—0" 2x y—0" y

Como lim f (x)# lim f(x) , entdo /ndo é continua em x=0.
x—0" x—=0"

No entanto, como lim f'(x)= f(0), f¢ continua a esquerda no ponto 0.
x—0"

f(x)zln(e’“rex), D, =R
2.1. VxeDf.,—xeDf
f(—x):1n(e”+e’”):ln(e’x+ex):f(x),Vxe]R{

Logo, f'¢ uma fungao par.

2.2. Seja y =mx+b aassintota em +o .

o lim &: lim 1n(e’*+e)‘)[ij - 1n[ex (e’“+l)] ~m 1ne*+1n(e’2"+l) _
x—>t0 X—>+0 X X—>+0 X X—>400 X
= lim mz lim < + lim ln(e’2”+1) =1+ ln(0+1) =1+0=1

X—>+00 X X—>+0 X X—>+00 X J’_w

b=1lim [ f(x)=x]= lim [In(e"*+e*)=x]= lim [In(e* (¢™*+1)) x| =
= 1irg[lnex+ln(e’2x+ 1)—x] = lirgo[x+ln(e’2x+ 1)—x] =
= lim In(e™"+1)=In(0+1)=0

A reta de equagdo y =x ¢ uma assintota ao grafico de f em +o .

23 -] e
f(x)=0= _iXJrix =0 -e'+e'=0e =e  @x=—x2x=0x=0
e " +e
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X —00 0 +00

S - o]+

f Ny n2 Ve
Min.

/¢ estritamente decrescente em |, 0] e estritamente crescente em [0, + oo .

/(0)=In2 ¢ o minimo absoluto de /.

2.4. Atendendo a 2.1. e a 2.3. e ao facto de f'ser continua, D) =[In2,+ o[ .

Logo, a equagdo f (x)=k & impossivel se e s6 se k € |-o0,In2[ .

3.0 h(x)=0o e 3¢ +2=00 () 3¢ +2=0o¢ =

x

3+1 . .
e =T<:>e =2ve' =1l x=n2vx=0

Zeros de h: {0, In2}

3.2. Seja t: y=mx+b uma equagio da reta tangente ao grafico de 4 no ponto de abcissa 0.

' (

K (0)=2¢" -3¢’ =2-3=-1
m=-1

y=—x+b

h(0)=e"-3e"+2=1-3+2=0
y=-x éuma equacdo da reta .
33, 1'(x)=4e™ —3¢'

H(x)=0c 4™ -3e" =0 e (de" -3)=0

<::>e‘=0v4e‘—3=0<::>ex=E<::>x=1nE

4
I 3
X —o© HZ + o0
h" - 0 +
h M . U
P.L

3+

9-8

2

S

O grafico de / tem a concavidade voltada para baixo em }— 0, ln%[ e voltada para cima em }ln%, + oo[ .

h {m(iﬂ = ezl"@ - 3el"@ +2= (EJZ EEENY Y
4 4 4 16

4
1
3.4. Pretende-se provar que 3x > | :h(x)=x

Seja fa fungdo definida em R por f(x)=h(x)-x.

. . C ~ , . . 1
f écontinuaem R (¢ a diferenca de fungdes continuas) e, portanto, € continua em [5, 1} .

f(lj:h(lj—l:el—3ez+2—%:e—3\/€+%z—0,7

2 2) 2

f(1)=h(1)—1=ez—3el+2—1:ez—3e+1z0,2
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4.1.

4.2.

1

Portanto, o corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy garante que 3x € } %, 1 [ : f(x)=0, ouseja,
Ebce}l 1['h(x)—x
Ik .

\ . . 1
Recorrendo a calculadora determinou-se, no intervalo } 5, 1 [ s
0,95

as coordenadas do ponto de interse¢ao dos graficos das fungdes

Y,=h(x)eY,=x.

O resultado obtido, com aproximagdo as centésimas, foi

(0,9550,95).
P(AUB)-P(4)+P(4nB)=
= P(ANB)-P(4)+ P(4)~P(ANB)=
—1-P(4NB)-P(ANB)=

—1-2P(4NB)
P(ZUE)—P(A)+P(AGE):%<:>

c>1—2P(AmB):%c>

c>2P(AmB):%c>P(AmB):%
P(ANB)=P(A4)xP(B|4)<
S P(A)xS e P(4)=2

Os numeros das bolas sdo 1, 2 ou 3, sendo que 2 e 3 sdo primos. Logo, pretende-se a probabilidade de sair

bola azul e ndo sair 2 nem 3, ou seja,

P(AnB)=P(4)-P(ANB)=—-—=
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