Proposta de Exame Final Nacional do Ensino Secundario

Prova Escrita de Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Proposta de resolucao
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GRUPO I -

22
Cl 2

(Nﬁmero de maneiras de nos 22 lugares da fila escolher 12 lugares para as raparigas. Os restantes 10 lugares

serdo ocupados pelos rapazes por ordem crescente das alturas.)

Resposta: (B)

P(4UB)=0,9 P(4NB)=0,9<1-P(4nB)=0,9 <

< P(ANB)=1-0,9< P(4nB)=0,1
P(4UB)=0,51-P(4UB)=0,5< P(4UB)=1-0,5< P(4UB)=0,5
P(4)=2P(B)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(4ANB)
0,5=2P(B)+P(B)-0,1<3P(B)=0,6 < P(B)=0,2

Resposta: (B)

7(0)-(0)-2
et +5
( )—m

4e4xoxf(o)_(e4xo+5)xf’(0) _4x2-6x2 _
[f(()):lz 72

Equagao da reta tangente: y =—x+3

Declive: m=g'(0)=

Resposta: (A)
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1 1
log b=—— ¢ log b=—
28 5 g, 3
logbc—logba=10g—cc—10g—“a=l—iz3+2=5
log.b log,p 1 1
3 2

Resposta: (D)

5—2n>0/\neN©n<§/\neN@nzlvan

Logo, u,,, —u, >0, Vne{l,2} e u,,, —u, <0, VneN\{1, 2}
U <u, <u,>u, >us>..
Portanto, u, <u, , VneN.

Como (u,) ¢ uma sucessdo de termos positivos, entdo 0<u, <u, , VneN, ou seja, (u,) ¢

limitada.

Resposta: (C)

A(O ,y) e B(x , 0)
AC(4,-3) e BC(1, 3)
Sabemos que A+AC=CAB+BC=C.

A+AC=B+BC = (0, y)+(4,-3)=(x, 0)+(1, 3) =
{O+4=x+1 {x=3

S f=—
y—=3=0+3 y=06

Assim, A(O R 6) e B(3 s 0).

0-6

A reta AB tem declive —2 e passaem A4(0, 6).
AB: y=-2x+6
Resposta: (A)

Se /¢ derivavel em R, entdo ¢ continua em R . Logo, lim f(x)= f(a), VaeR.

Em particular, 1Xiir11f(x) =/(1).
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Como a reta de equagdo y =—x+3 ¢ tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 1,
temos que f (1) =-1+3=2 (o ponto de tangéncia pertence a reta tangente e ao grafico de f).
Portanto, lirrllf(x) =2.

Resposta: (D)

As imagens geométricas dos nimeros complexos z tais que |z + 1| =1 pertencem a
circunferéncia de centro C (-1, 0) eraio 1.

Im(z) &

A imagem geométrica do numero complexo z, = -1 € o ponto B(O, - 1).
Seja 4 o ponto da circunferéncia cuja distancia a B ¢ maxima.

Entdo, C é um ponto de 4B, pelo que:

AB=AC+CB=1+J1+1=1+2
Resposta: (A)

GRUPO 11

z, =1+31% =14+/3i%7 = 1 +31 = 1-/3i

o] =12+ (—3) =2
tan(arg z,) =_T\/§ = —\/5

argz, € 4.° quadrante

z,=2 cis(—gj

n,
= —— ¢é um argumento de z,
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2.1.

‘‘‘‘‘‘

2

3
Se a imagem geométrica, no plano complexo, do nimero complexo (—j pertence a bissetriz

4

do segundo quadrante, entdo 30+ = %t +2kn, keZ.

30+n=%7n+2kn, keZc>30=3:Tn—n+2kn, keZ

e30=-T12kn kel o= wen

4 12 3

Se k=0, =-—2.
12

Se k=1l =T 2E_TT
12 3 12

Se k=2, =—N Am_5T
12 3 4

Como fe |, 3—“ , temos 6’=5—n=n+£.
2 4 4

. AN n no..n N2 2.
Zz=CIS€=COS n+— |+1Sm|Tt+— |[=—COS——1SIN—=—"""-——""1
4 4 4 4 2 2

Sejam os acontecimentos:

A: “A caixa escolhida éa A”

B: “A caixa escolhida é a B”

C: “As duas bolas retiradas sdo iguais”

Pretende-se determinar P(B|C).
P(C|4)=1 (As bolas da caixa A sdo iguais.)
Calculo de P(C|B):
A caixa B tem quatro bolas pretas e quatro brancas.

Numero de casos possiveis: *C, =28

Numero de casos favoraveis: ‘C, + “C, = 2x6 =12 (escolha de duas bolas brancas ou de

duas bolas pretas)

P(C|B):£:§
28 7 L c
P(BNC) P(B)x P(C|B) ) .y
P(B|C)= = - - >
P(C) ~ PANC)+P(BNC) 1 1 3 _
X14+—X C
27 277 3
5 C
3 L3 33 1
14 2°7 _ 14 _14_3 ; B
7 3 1 1 3 7 3 10 10
4 14 27 277 14 14 14 C
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2.2. Numero de casos possiveis (¢ o numero de sequéncias com oito letras B ¢ oito letras P): o

3.1.

3.2

3.3.

%C, =70 (ou i—70)
‘o 41x4)

Numero de casos favoraveis:

Nas quatro primeiras posigdes da sequéncia tém de aparecer duas vezes a letra B e duas

vezes a letra P (por exemplo: BPPB|BPPB).

Logo, o numero de casos favoraveis é ‘C, =6.
A probabilidade pedida & P = 7—60 - % .
f(x)=sin’xsin(2x), D, =[0, x|
£'(x) = (sinx) sin(2x) + sin’x(sin(2x)) =
= 2sinx(sinx) sin(2x)+sin’xx2cos(2x) =
=2sinxcosxsin(2x)+sin’xx 2cos(2x) =
= 2sin xcos x x 2sin xcos x +sin’x x 2(cos” x —sin’ x) =
=4sin” xcos’ x +sin’x x 2(cos2 x—(1-cos’ x)) =
=2sin’ x(Zcos2 x +cos” x — 1+ cos’ x) =

=2sin’ x(4cos2 x— 1)

Ponto de tangéncia:

PG , Oj’ dado que f@ =sm2(§j5m(n)=f <0=0

Declive:

T T T
| = 1=2sin?| = || 4cos’=—1|=2x1x(4x0-1)=-2
f(zj [Zj( 2 j ( )

Equagio da reta tangente:

y—0=—2(x—gj<:>y=—2x+n

f'(x) =0 2sin’ x(4cos’ x—1)=0Ax€[0 , ] &
@(Zsinzxz0v4coszx—1:0)/\xe[0 , n]@(sinszvcoszlej/\xe[O , ] e

1 1 i 2n
= x=0vx=nvcosx=5vcosx=—5 Axel0, n]<:>x=0vx=nvx=§vx=—

3
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X 0 r 2n T
3 3
10 + 0 - 0 + 0
1o J % N —% Vs 0
Min Max Min Max

/(0)=sin’0sin0=0= /()

(n]_ Py 27:_[\/5]2 \/5_3\/5
f|—|=sin“=sin—=| — | x—=—+
3 3 3

2 2 8

f(ﬁjzsinzz—;sinﬂz(ﬁy X(_ﬁ]:_ﬁ

3 3 2 2 8

, . I 2n .
f ¢é estritamente crescente em {0 R E} € em [? R n} e estritamente decrescente em
T 27m
37 3]
. , . 2n . . 3V3
fadmite minimos relativos para x=0 e x :? respetivamente iguaisa 0 e a —T\/_.

. . . L8 . .. 33
fadmite maximos relativos para x = 3 e x =T respetivamente iguaisa ——e a 0.

3.4. Area do triangulo [4BC] : ABXTf(a)
AB AB _
xfla)_fla) 4B _1 _ = 1
2 4 2 4 2

o

SR

Como a reta AB ¢ paralela ao eixo Ox ¢ A4 =%, temos A(a ,f(a)) e B(a +% ,f(a)j, pelo

que a ¢ a solugdo da equagdo: f(x)= f(x+%] N f(x)—f(x+%] =0.
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. . . T N .
Recorrendo a calculadora consideraram-se, no intervalo }0 , 5{, as fungdes definidas por

Y, =sin’xsin(2x) e ¥, =Y, (x)- Y (x +%) e determinou-se o zero de Y, .

Foi obtido o seguinte resultado:

VA

i 4

o0 0,78

A abcissa do ponto 4 é aproximadamente igual a 0,78.

i
(x—1)e*! sex<l
4 8=

2x

sex>1

1 1

4.1. limg(x)zlim(x—l)e; =0 xe” =0xe™* =0x0=0

x—=1" x—=1"

2inx+1 2Inl+1 2x0+1 1

fimg(x)=lm =2 2 y—2¢l)
i) e (s

Logo, f'¢ descontinua no ponto x =1.

4.2. Quando x > —:

= tim £ _ iy (x_l)eﬁ @ lim (x__le”l‘l}z lim [(l—lje”l_l} =(1-0)e* =1

X—>—00 x X—>—00 x X—>—00

1 g1 -]

1 1
y y=—oox-l=—
:lim(ley—l—ljzlim[e 1—lj: x-1 ¥
Y y) 00y <:>x:1+l
Yy
=lirney_1—1=1—1=0 Se x — —w, entdo y — 0.
y—0 y

A reta de equacdo y =x ¢ uma assintota ao grafico de g quando x — —oo.
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Quando x — +o0:

lim g (x)= lim 20X+ 12 1im(21nx+2ij= lim 2% 4 fim L =0+0=0

X—>+00 X—>+00 2x X—>+00 x>+ x x>+ Dy

A reta de equagdo y =0 ¢ uma assintota ao grafico de g quando x — +oo .

43. Em [, +oo:

oy (2Inx+1)  (2Inx+1) x2x—(2Inx+1)x(2x)
g(x)_[ 2x j_ (2x)

1
2x;x2x—(21nx+1)><2_4_41nx_2_2_41nx_1_2]nx

4x* 4x* 4x* 2x?

g'(x)=

1
(1—21nxj' 22 = (1=2Inx) x4y (1-21ny)

X
2x? 4x* 4x*

4x(~1-1+2Inx) 2Inx-2

4x* x*

2Inx-2

3

g"(x)=0Axe]l, +o] =
x

=0Axe]l,+o[ &

©2Inx-2=0Axe]l ,+0[ & hx=1arxe]l ,+o][ = x=¢

P.L

_ 2lne+1 2x1+1 3

g(e) —

2e 2e 2e

O grafico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]1 , e] e voltada para cima em

[e, +o0[. O ponto [e, zij ¢ um ponto de inflexdo do grafico de g.
e

5. @:2x+3y+6z+1=0; V@ ,2, 1); S: (x=1) +(y=1)" +(z+1)" =1

5.1. A reta VC passa em V e ¢ perpendicular a « . Logo, 71(2 , 3, 6) e, por ser um vetor normal
aa , entdo é um vetor diretor de VC.

ve: (x,y,z):(g,Z, 1J+k(2,3,6),keR

Proposta de resolucdo — Pagina 9



5.2.

5.3.

Céaintersecdode VCcom «a: 2x+3y+6z+1=0.

Um ponto da reta V'C é da forma (§+ 2k, 243k, 1+ 6kj .
Substituindo x porg +2k,ypor 2+3k ezpor 1+ 6k naequacgdo do plano «, obtemos:

2(§+2kj+3(2+3k)+6(1+6k)+1=0©

<:>4k+9k+36k+?+6+6+1=0<:>

<:>49k=—£<:>k=—l
3 3

Portanto, dado que o ponto C ¢ a interse¢do da reta V'C com o plano ¢, as coordenadas de C

obtém-se substituindo k por —é em (§+ 2k, 243k, 1+ 6kj :

C > 2 , 2+3x(—lj , 1+6X(_1J
3 3 3 3

ouseja,C(1, 1, —1).

O ponto C(l , 1, —1) ¢ o centro da superficie esférica de raio igual a 1 definida por

(x—l)2 +(y—1)2 +(z+1)2 =1.
Como o plano « passa no ponto C, a interse¢ao deste plano com a superficie esférica ¢ uma

circunferéncia de raio 1. Logo, a base do cone ¢ um circulo de raio 1.

Altura do cone:

2
ﬁz\/(é—lj +(2-1) +(1+1)° =,/i+1+4= H_7
3 9 9 3

I/cone=lxn><12 Xz=7_n
3 39

A medida do volume do cone é 7775 .

FIM
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