Proposta de Exame Final de Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Duracio da prova: 150 minutos. Tolerancia: 30 minutos | Data:




Grupo 1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a op¢ao correta. Escreva, na folha

de respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

No Triangulo de Pascal considere a linha formada pelos elementos da forma "C, tais

que o quarto elemento € igual ao décimo.
Escolhem-se, ao acaso, dois elementos dessa linha.
Qual ¢ a probabilidade de a soma desses dois elementos ser superior a 2n ?

1 6 12 19
A — B) — c — D) —
(A) 13 (B) 3 ©) 3 D) 33

Sejam Q o espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatériae Ae B
dois acontecimentos equiprovaveis (A1 Q ¢ B Q).

Sabe-se que:
« P(A)=60%
- P(A|B)=75%

Qual é o valor de P(Z n 1_3) ?

(A) 10% B) 25% ©) 50% D) 75%

De uma fun¢do f, diferencidvel em R, sabe-se que:
. f (()) =0
« f'"(x)=x*+1,0x0OR

Qual das seguintes afirmagdes é verdadeira?

(A) f éestritamente crescente em R .

@)  £(0)>£(1)
(C) f tem um minimo relativo para x=0.

(D) f tem um méaximo relativo para x =0 .

Proposta de Exame Final — Matematica A, 12.° ano — Pagina 2



4.

Na figura estdo representadas:
« parte do grifico de uma funcdo f diferencidvel em R ;
- areta r, definida pela equacdo y =2x—2, tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 1;
» aretade equacdo y =2, assintota do graficode f .

ylk

Qual das igualdades seguintes é verdadeira?

B) lim M =2

Xoto oy

(© limM =2
x=12x=2

(D) lim [ f(x)-2]=2

X — oo
. . . T .. T
Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z = —cos; +isin—.
Um argumento do nimero complexo z é:
T 61

T
(A) P (B) p © 7 p
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Na figura estdo representados o circulo trigonométrico, as retas r € s bem como os
tridngulos [OBA] e [ODC ] . VA r
Sabe-se que:

+ areta r € tangente a circunferéncia no

ponto B(l , 0) ;

« areta s passana origem do referencial e
interseta a reta r no ponto A; D C
« oponto D, situado no terceiro quadrante, i

pertence a circunferéncia e a reta s ;

« oponto C pertence ao eixo Oy e o segmento de reta [DC] é perpendicular a

este eixo.

Seja a a amplitude de um angulo orientado cujo lado origem € o semieixo positivo
Ox e cujo lado extremidade € a semirreta OA (a D}O , %D .

Qual das expressdes seguintes representa, em funcdo de &, a soma das areas dos

triangulos [OBA| e [ODC]?

sina(1+cos*a sing +cos a
(A) ( ) B —
2cosa 2cosa
sing +cosa cosa(l+sin’a
© —— (D) ( : )
2cosda 2sina

Num referencial o.n. Oxyz areta r esta contida no plano a .
A reta r € definida pela equacdo vetorial (x, Yy, z) = (1, 0, 1) + k(2, 1, 1) , kOR eo
plano a ¢é definido, para determinados valores de a € b, por 2x+ay+bz=3.

Os valores de a e b sio:
(A) a=-5eb=1
B) a=leb=1

(C) a=-2eb=-1
D) a=-"2eb=1
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~u =1 On0N.

De uma sucessio (un) sabe-se que u
n

n+l

Qual das afirmacdes seguintes é necessariamente verdadeira?

(A) (u,) éuma progressdo aritmética.
~ 1
(B) Se u, =2 entdo y :E.

(©)  uy, —0,01 =1,
(D) ul(] < u()

Grupo 11

Na figura esté representado, num referencial o. n. Oxyz, o

"

cubo [OABCDEF G] (o vértice Dnao € visivel). ’

Sabe-se que os pontos A, E e G t€m coordenadas F

(6,—3,2), (3,—5,8) e (—1,4,9) , respetivamente. E ';I

1.1. Mostre que o ponto D tem coordenadas |
(-3.-2.6).

1.2. Areta BG interseta o plano xOz num ponto P . | i B
Determine as coordenadas do ponto P . i )1 —

1.3. Determine, na forma ax+by+cz+d =0, uma 0
equagdo do plano DFG . %

i"(1-1)*

2- ZCiS(—nj
3

Determine o menor valor de n[JN para o qual z" é um niimero real negativo.

Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere z =
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3.

Na figura estdo representados:

Seja
R e

3.1.

3.2

duas retas, r e s, perpendiculares e que se s
intersetam no ponto O ; 0
um quarto de circunferéncia de centro O e raio 1 B P

que interseta as retas r € s nos pontos A e B,

respetivamente;

um ponto P que se move sobre o arco de 4

. . T .
circunferéncia, sendo xD}O , 5[ a amplitude, em

radianos, do angulo AOP;
areta t, tangente ao arco de circunferéncia no ponto P e que interseta as retas

r e s nos pontos R e Q, respetivamente.

f afuncdo que, a cada valor de x, faz corresponder a distancia entre os pontos
0.
Mostre que f (x) = L
sin (2x)

Determine o valor de x para o qual a distdincia QR € minima.

Para cada n[ON considere uma fun¢do f , de dominio R*, cuja derivada, f', ¢é

dada por:

4.1.

4.2.

f(x)=x"e™
Mostre que, para cada nIN, o ponto do grafico de f com abcissa n € um
ponto de inflex3o.
Considere n=4.
Recorrendo ao Teorema de Bolzano-Cauchy, mostre que existe um ponto do

grafico de f, cuja abcissa pertence ao intervalo ]1 , 2[ , ém que a reta tangente

é paralela a bissetriz dos quadrantes impares e, utilizando a calculadora
gréifica, determine um valor arredondado as centésimas da abcissa desse
ponto.

Na sua resposta, reproduza, num referencial, o grafico da fun¢éo ou os
gréficos das fungdes que visualizar na calculadora e que lhe permite(m)

resolver o problema.
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5. Considere a fun¢do f definidaem R* por f (x) =2x —ln(e"— 1) .

Estude a fun¢do f quanto a:

5.1. monotonia e a existéncia de extremos relativos;

5.2. existéncia de assintotas do gréfico.

6. Considere o hexagono regular [ABCDEF ] inscrito numa

F_——— F
circunferéncia de centro O.
Entre os sete pontos (0s seis vértices e o centro da circunferéncia)
escolhem-se trés ao acaso. A b
Qual € a probabilidade de que os trés pontos escolhidos definam:
6.1. um tridngulo retangulo? B———C

6.2. um tridngulo com vértice no ponto A?

COTACOES

Grupo I
8 X 5 pontos = 40 pontos

Grupo IT

1.1. |1.2.|13.| 2 [3.1.]3.2[4.1.|42.|51.| 52 | 6.1. | 6.2 | Total
S | 15|10 |15 (15|10 15| 15 | 15| 15 | 15 | 15 160
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Proposta de resoluciao

Grupo I

Quarto elemento: "C,

Décimo elemento: "C,

"C,="C, » n=3=9 = n=12

Trata-se da linha correspondente a n =12 a qual tem 13 elementos.
O nimero de casos possiveis ¢ °C, =78.

Os primeiros trés elementos e os trés tltimos dessa linha sdo:
1 12 66 ... 66 12 1

dado que C, ="C, =12 ¢ °C, ="*C,, =66.

A soma dos dois elementos escolhidos € superior a 2n =24 se pelo menos um desses

elementos for escolhido entre o terceiro e o décimo primeiro cujo valor € maior ou igual a 66.

O niimero de casos favoréveis é °C, = *C, =78 =6=72 ou °C, +9%x4=36+36=72.

Resposta: (C)

P(A)=60%=0,6
P(B)=P(A)=0,6
P(A|B)=75%=0,75
P(An B)

P(B)

= P(AnB)=0,6%0,75 = P(An B)=0,45

P(A|B)=0,75 < =0,75 = P(An B)=P(B)x0,75 <

P(AnB)=P(ADB)=1-P(ADB)=
=1-[ P(A)+P(B)-P(An B)]=
=1-0,6-0,6+0,45=0,25 =25%

Resposta: (B)

f"(x)=x"+1>0,0x0OR

Logo, a fungio f ", derivada de f, é estritamente crescente em R . y

Se f'(0)=0 e f' éestritamente crescente em R, entdo f '(x) <0 para

v

todo o xD]—O0,0[ e f'(x)>0 em ]0,+00[,peloqueafungﬁo fé

estritamente decrescente em ]—00 , O] e estritamente crescente em

[O,+oo[. T T

. . ~ P . ' -
Assim, podemos concluir que a fungdo f tem um minimo relativo para f

x=0.

Min.

Resposta: (C)
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Se areta de equacdo y =2x—2 ¢é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1 , entdo

f)=o0e f'(1)=2.

f’(1)=£i£13f(1+h2_f(1) sz(l}:h) , dado que f(1)=0.
f(1+n)

Como f'(l) =2,vem %1_1"13

Observe-se ainda que:

im () 2 Ly, S0 1 7()=7(1)
=12x=2 2x-1 x—=1 2=x-1 x-1

1 1
=—xf'(1)==x2=1

2 ! ( ) 2
e, se a reta de equagdo y =2 ¢ assintota ao grafico de f (em + 00) , entao

tim 2 20 ¢ tim [f(x)-2]=0.

X — too X X - oo

Resposta: (A)

T .. T
zZ=—Ccos—+i1sin— =

=_(cosg-ismgj -
ol 3)l3))
5l g)eo(5

Resposta: (D)

E:tana’
&':—sin(n+a’):sina’ 7t r
_— S
DC=—cos(n+a’)=cosa’ A
_ﬁxﬁ_lxtana’_ sina mtg a .
AIOBA] - 2 - 2 - 2cosa 0 B *
_D_CXR_cosa’Xsina’ b ¢
A[ODC] - ) - )
sin@  cosaXsina
+ = + =
A[OBA] A[ODC] 2cos g )

_sina+cos’ asina _ sina’(1+cos2 ‘7)
2cosa 2cosa
Resposta: (A)
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ri(x oy, z)=(L0,1)+k(2,1,1), kOR

a:2x+ay+bz=3

Areta r passano ponto A(L,0,1) e tem a direcdo do vetor 7(2,1,1).
O vetor ﬁ(2, a, b) ¢é perpendicular a o .

Se areta r esta contida no plano « , entdo o ponto A pertence a & e os vetores 7 e 7i S@0

perpendiculares, ou seja, 7 [ =0.

{A(l,o,l)Da {2+a><0+b><1:3 {bzl {b=1 {b=1

a=-5

P =0 (2,1,1)02,a,b)=0 ~ |4+a+b=0  |4+a+1=0

Resposta: (A)

. (un) ndo é uma progressao aritmética porque u,,, —u, nio é constante.

1

 u,~u == u,—u =1 u =u,-1
Portanto, se u, =2, entdo u, =2-1=1.

Uigosr U0 = 100 < Uy “Uyoy = 0,01 = w5, —0,01 =y,

® u

—u, =l>0,DnDN
n

n+l

Logo, (u") ¢ estritamente crescente, pelo que u,, > u, .

Resposta: (C)

Grupo 11

A(6,-3.,2) . E(3,-5.,8) e G(~1,4,9)

1.I. D=0+0D=0+AE
AE=E-A=(3,-5,8)-(6,-3,2)=(-3,-2,6)
D=0+AE=(0,0,0)+(-3,-2,6)=(-3,-2,6)

12. BG=AD=D-A=(-3,-2,6)-(6,-3,2)=

=(-9,1,4)
G(-1,4.9)

Equacdo vetorial da reta BG :

(x,y,z)=(~1,4,9)+k(-9,1,4),kOR

Todo o ponto dareta BG ¢ da forma (~1-9k ,4+k,9+4k) ,kOR

O ponto dareta BG que pertence ao plano xOz de equacdo y =0 ¢é o que se obtém
parao valorde k talque 4+k =0 « k=-4.
(-1-9x(—4),4-4,9+4x(-4))=(35,0,-7)

O ponto P tem coordenadas (35,0,—7).
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1.3. O plano DFG passa no ponto E(3 ,—5, 8) .
O vetor XE(—?a ,—2, 6) ¢ perpendicular ao plano DFG .
O plano DFG pode ser definido por uma equagdo do tipo =3x—2y+6z+d =0.
Como o ponto E (3 ,=5, 8) pertence ao plano, tem-se:
—3x3-2%(=5)+6x8+d =0 = ~9+10+48+d =0 = d =-49

Uma equacdo do plano DFG é, portanto, —3x—2y+6z-49=0 ou
3x+2y—-6z+49=0.

4 . .
oxas3 (= u=1—1=‘u‘c159
i”(l—i)4 i {\/ECIS( 4)} ‘u‘=,11+ =2
z = = =
-1
2—2cis(—;[j 2—2{cos(—nj+isin(—nﬂ tang:Tz_I:
3 3 (1,-1)D4°0
4
~ i (\/E) Cis(—‘lt) ~ —iX4><(—1) ~ 3—% € um argumento de u
B S 2-1+4Bi
2-2 L-V34 Vi
2 2 v=1+\/§i=Mcisa
- p=v1+3=2
4i dcis— Ton n V3
:—:—2:2cis[———j:2cis— tana’=T= 3
14331 544" 2 3 6 =
3 (1.v3)0100
n (2 . Tl?j" 2 ¢ nm é%éumargumentodev
z" =| 2cis— | =2"cis—
6 6
_ mm
"R = ?:n+2kn,kDZ e n=6+12k ,k0Z
O menor valor de nON para o qual z" é um nimero real
negativo é n =6 e obtém-se para kK =0.
DO PO=1 ___
3.1. P=Q:tan L PQ =tan T S
PO 2 2
PR — Q
——=tanx < PR=tanx
PO B P
- - 1
OR=PQ+PR=tan| ——x |+tanx
2 X R
- (0 A r
sin(—xj i ) t
2 sinx _cosx , sinx
— + _ + _

f(x)= == =
(TE j COS X Smx COSX
COosS - X

_cos’x+sinx _ 1
sin x cos x sin xcos x
2 _ 2

- 2sin xcos x - sin(2x)
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(o 2in(20)] | 2x2c0s(20) _ dcos(22)
32, f'(x)= sin?(2x) | sin’(2x)  sin® (21)

f'(x)=0|]xD}O,g[ o~ —4cos(2x)=002x0]0, 2

o cos(2x) =0 DZXD]O, n[ =

- szﬁ.:. x:E
2 4
X 0 K E
4 2
f - o o+
f N /!
Min.

P~ = T
A distdncia QR é minima para x :Z rad .

41.  f'(x)=x"e™, nON; D, =]0,+0]

()= (x" e )’ = (x” )' e+ x" (e"” )' =

n-1 _—-x_ .n n o -x —

=" le T —x"e T = x"x e —x"e " =

- - [ n L Nn—X
=)c"e)‘(n)c1—1)=)c”e’l —=1|=x"e"x
X X

o n—X >0n—-x x>0
f"(x)=0c>x"ex>< =0 = =0en-x=0<x=n
X X

Como xOR", x"e™ >0, osinal de f" (x) depende do sinal do fator n—x.
Assim, f"(x)>0 en-x>0e x<ne f"(x)<0 e x>n.
Portanto, o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em ]O , n[ e voltada
para baixo em ]n ,+ 00[ , pelo que se pode concluir que o ponto de abcissa n € um
ponto de inflexdo.

42.  f'(x)=x'e™
A fungdo f' é continua em ]O s +00[ por ser definida pela composta e produto de

fungdes continuas (fung¢do exponencial e fungdes polinomiais). Logo, f' € continua

em [1,2].
f'(1)=14><e'1=1<1

€

f(2)=2"xe” =g>1 porque e’ <3* <16
e
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Portanto, como f' € continua em [1 , 2] e f '(1) <l<f ’(2) , podemos concluir, pelo
Teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um ponto ¢, no intervalo ]1 s 2[ s
tal que f' (c) =1, ou seja, existe um ponto do grafico de f, cuja abcissa pertence ao

intervalo ]1 , 2[ , em que a reta tangente € paralela a bissetriz dos quadrantes impares.

A
N . . y
Recorrendo a calculadora grafica e considerando

as fungdes ¥, =x*e™ e ¥, =1, determindmos, no

intervalo ]1 s 2[ , a abcissa do ponto de intersecao

dos respetivos gréficos.

A abcissa do ponto é aproximadamente igual a

1,43 0 1 143 2

f(x)=2x-In(e*~1), D, =]0, +oo]

(ex B 1), e’ _2e'-2-¢" _e'-2
5.1. "(x)=2- =2- = =
! (x) e —1 e’ —1 e -1 e -1

f(x)=0< e’;zzo = e'=2=00e'-1200x>0 =
o —

= e =20x>0 = x=In2
e e'-1>0,0x0OR"

e e'-2>0=¢e">2 = x>In2

X 0 In2 +00

f - 0 +

S N\ 2In2 /
Min.

f(n2)=2In2-In(e"*~1)=2In2-In(2-1) =2In2-0=2In2
f ¢ estritamente decrescente em ]0 ,In 2] e estritamente crescente em [ln 2,4+ 00[ .

A fungdo f admite um minimo relativo (e absoluto) igual a 2In2 para x =1n2.

5.2. Assintotas verticais:

Como f € continuaem D, = ]0 , + 00[ , apenas poderd existir uma assintota vertical
no ponto 0.

I = lim [ 2x=In(e"=1)]=0-In (" ~1) = =In0" = ~(0) =+

X{I(I)lf(x) l1ﬁ1(1)1[ X n(e )] O-In{e n0 ( 00) 00

A reta de equacdo x =0 & uma assintota do graficode f .
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Assintotas ndo verticais ( y=mx+ b) :

2x—1In(e' -1 [%J In(e*—1
m = lim f(x)—lim ( ) = hmg—hm ( )=
X — +00 X X — 00 X X — 00 X X — +00 X
ln[ex(l—lxﬂ lne"+ln(1—)
=2 lim € /17— lim /=
X - too X X — +oo X
x+In l—ix ln(l— ”j
=2-1lim ¢ =2-lim —-lim ©J=
X > +oo X )L_.+oox X — 00 X
2-1 E:1—0—1
+00

b= lim [f(x) —X] = lim [2x—ln (e‘”—l) —x](m:)

X - +oo X - +oo

= lim [ x~In(e*~1)] = }i}g{x‘ln(ex (l _eim i

= lim {x—lnex—ln(l—%ﬂ = lim [x—x—ln[l—lxﬂ =
X — +o0 e X — oo e

=—lim ln[l—%j =-In1=0

€

A reta de equag@o y = x € uma assintota ao graficode f quando x — +oo.

Numero de casos possiveis: 'C, =35
6.1. Numero de casos favordveis. h——X
Para que o tridngulo seja retdngulo € necessario que um dos /AVA\
lados seja um didmetro, sendo, assim, o angulo oposto a esse A D
didmetro inscrito na semicircunferéncia e, por isso, um angulo
reto.
B —— C

Os seis vértices definem trés didmetros: [AD] s [BE] e [CF ] .

Para cada diametro ha quatro escolhas possiveis para o terceiro vértice.

Logo, ha 3x4 =12 casos favoraveis.
_12
35

6.2.  Niimero de casos favoréveis: °C, =1=15-1=14.
Ha °C, maneiras de escolher os restantes dois vértices entre os restantes seis pontos.

Entre estas escolhas temos de excluir o caso [AOD] por ndo ser um tridngulo.
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