Teste de Matematica A

2018 /2019
Teste N.°4
Matematica A
Duracgao do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
11.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Este teste € constituido por dois cadernos:

e Caderno 1 — com recurso a calculadora;

e Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeragdo dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas sdo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.

As cotacdes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificagdes e

escreva, na folha de respostas:

e O numero do item;

e a letra que identifica a unica opgao escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificacbes necessarias.

Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacgao, apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Seja a um numero real nao nulo.

Considere, num referencial o.n. Oxyz, a reta r e o plano « definidos, respetivamente, por:
1
r(xy,2) = (2,—1,1) + k (—1,5,—1),1( € R

oa:—a’x +ay—4z =3
Sabe-se que a reta r é perpendicular ao plano a.
Qual é o valor de a?
(A) —2
(B) —v2
(C) V2
(D) 2

2. Considere as fungdes f e g definidas, no intervalo [—2m, 27|, por f(x) = 2sen?(x) + sen(x) + 1 e

g(x) = sen(x) + cos(x) + 2.

2.1. Determine, recorrendo a processos analiticos, as abcissas dos pontos de intersecdo dos

graficosde f ede g.

2.2. Sejam A e B os pontos de intersecao do grafico de f e de g com o eixo 0y, respetivamente.
Seja C o ponto de ordenada maxima do grafico de f pertencente ao intervalo ]0, t[.
Determine, recorrendo a calculadora grafica, a area do tridangulo [ABC].

Na sua resposta, deve:

¢ reproduzir, num referencial, o grafico da fungdo ou os graficos das fungdes que tiver
necessidade de visualizar na calculadora, devidamente identificados;

e assinalar os pontos 4, B e C;

e indicar as coordenadas dos pontos A e B;

¢ indicar as coordenadas do ponto C arredondadas as centésimas;

e desenhar o tridngulo [ABC];

e apresentar o valor pedido com aproximagao as décimas.

. ~ +3 ~ L
3. Considere a sucessao (u,) de termo geral u,, = % € uma sucessao (v,,) limitada.

Qual das seguintes afirmacgoes é falsa?
(A) (u,) € monodtona decrescente.

(B) vneN,1 < u, <2.

(C) Nao existe lim [(u, — 1) X v,].

(D) (u,) é convergente.
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4. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, o sélido [0ABCDEFG] representado na figura.

X

Sabe-se que:

e 0s pontos A, C e D pertencem aos semieixos 0x, Oy e Oz, respetivamente;

o plano ABE é definido por 4x + z = 16;

e aface [0ABC] é um retangulo;

e aface [DEFG] é um retangulo contido no plano definido pela condigdo z = 8;
e areta DE é paralela a reta 04;

e 0 ponto C tem coordenadas (0, 3,0);

e DG=1.

4.1. Determine a amplitude do angulo OBF.

Apresente o resultado em graus, arredondado as décimas.

4.2. Sabe-se que o plano ABE ¢ o plano mediador do segmento de reta [OP].

Determine as coordenadas de P.

5. Considere, num referencial o0.n. Oxyz, dois pontos distintos A e B.Seja S o conjunto dos pontos P
do espaco que verificam a condigao AP - BP = 0. Qual das seguintes afirmacgdes é verdadeira?
(A) O conjunto S é a superficie esférica de diametro [AB].

(B) O conjunto S é o plano mediador do segmento de reta [AB].
(C) O conjunto S é o plano tangente a superficie esférica de didmetro [AB] em B.

(D) O conjunto S é o plano perpendicular a reta AB.

FIM DO CADERNO 1
COTAGOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)
1. 21 2.2 3. 41 4.2 5.
8 15 15 8 15 20 8 89
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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6. Qual é o valor exato de tg (arccos (%)) + 2sen <arccos (— g))"

(A) 2v2
(B) 3v2
(C)2v3
(D) 3V3

7. Os trés primeiros termos de uma progressao aritmética sdo —3, x e y, respetivamente.
Os trés primeiros termos de uma progressao geométrica sdo y, x € 1, respetivamente.
Sabe-se que x e y sdo positivos.

Determine, por processos analiticos, o quarto termo de cada uma das progressoes.

8. Na figura esta representado um quadrado [ABCD], de lado 2.
O ponto M é o ponto médio de [BC].

O ponto P desloca-se sobre o lado [CD].

T

Para cada posigao do ponto P, seja x a amplitude do angulo PAD (x € [O'ZD'

D P C
M
X
A B

A area do triangulo [AMP] pode ser dada, em fungéo de x, por:

(A) 2 —tgx
(B) 4 —2tgx
(c) ==

senx Xcosx
D) =—=—
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9. Considere o quadrado F;, de lado 3.
Cada um dos seus lados é dividido em trés partes iguais €, a meio do lado, construimos para o
exterior um quadrado de lado 1.
Elimina-se o lado dos novos quadrados que interseta o quadrado inicial, obtendo-se F,.

Aplica-se a mesma construgao a figura F,: cada um dos lados de F, é dividido em trés partes iguais

. L. . 1 .
e, a meio desse lado, constréi-se para o exterior um quadrado de lado ;€ elimina-se o lado do novo

quadrado comum a figura F,, obtendo-se assim a figura Fs.

Fy F, Fs

Suponhamos que continuamos este processo sobre os lados do poligono obtido.

Sejam L,, o numero de lados, C,, o comprimento do lado e P, o perimetro da figura F,.

9.1. Determine o valor de L3, C; e de P;.
. . - 36 5\"
9.2. Mostre que o perimetro P, da figura F,, pode ser definido por = X (E) .

9.3. Determine lim B,.

10. Seja (a,) a sucesséo de numeros reais positivos tal que a; <2 e a4, = %,n € N.
10.1. Mostre, por inducao, que Vvn € N, a,, < 2.
10.2. Utilizando a alinea anterior, estude a monotonia de (a,,).
FIM DO CADERNO 2
COTAGOES (Caderno 2)
Item
Cotacao (em pontos)
6. 7. 8. 9.1 9.2 9.3 10.1 10.2
15 8 8 15 15 15 20 15 111
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TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

Caderno 1

1. Opcgao (D)

Sabemos que r é perpendicular ao plano a, logo:

—-a®> a -4 5

_—1:T:_—1<:}a =4 AN 2a=4(a@a=-2Va=2) Aa=2a=2
2

Entdo, a = 2.

21. f(x) = g(x)
2sen®(x) + sen(x) + 1 = sen(x) + cos(x) + 2
& 2(1—cos?(x)) —cos(x) +1—2=0
& —2cos?(x) —cosx +1=0

1+,/1-4x(-2)x1

S cosx = "
- F 3
1+3 y
S cosx = — T
& cosx =—1 V cosx 2%
<:>x=1t+2knvx:§+2anx=—g+2kn,k€Z - >
Em [—-2m, 2], as solugdes sao:
5T b1 b1 5T L]
X=——X=—-TMX=—7X=—X=TEex=— 3
3 3 3 3
2.2.
f(0)=1e g(0)=3
A(0,1) B(0,3) C(a,b)
a=157 e b=4,00
AB X abcissade C 2 x 1,57
Alapc) = 5 = > =1,57

v

—2l:t 0 ‘ in x

Assim, a area pedida, com aproximagao as décimas, é igual a 1,6 unidades de area.

ASA Teste N.° 4 de Matematica A_11.° Ano Expoente” | Daniela Raposo e Luzia Gomes



3. Op¢ao (C)

y

n+3 2

Sabe-sequeu, =—=1+—.

e A medida que n aumenta, também n + 1 aumenta e, consequentemente, ﬁ diminuie 1+

n+1 n+1
2
n+1

também diminui. Logo, (u,) é decrescente.

) VneN,0<is1,Iogol<1+i§2,ouseja,VneN,1<unS2.
n+1 n+1

o limu, =1, logo (u,) é convergente.

e lim [(u, —1) X v,] =0, pois (v,) é limitada e lim(u, — 1) = 0.

41.

4.2,

Sabemos que A(a, 0,0), com a € R.

Como A pertence ao plano ABE, entdo 4a = 16 © a = 4.

Logo, A(4,0,0).

Como [0ABC] é um retangulo e A(4,0,0) e €(0,3,0), entdo B(4,3,0).

D pertence ao eixo 0z, [DEFG] é um retdngulo, DE é paralela a 0A e DG = 1, entdo G(0,1,8).
Além disso, F = E + DG.

Sabemos que E(e, 0,8) e E pertence ao plano ABE:

4e+8=164e=8e=2

Assim, F = (2,0,8) + (0,1,0) = (2,1,8).

OBF = (BO,BF)

BO =0 —B = (—4,-3,0) |BO|| =vi6+9 =5
BF =F—-B=(-2,-2,8) |BF|| = V& +4+64=+72

BO.BF =8+ 6 = 14

~ ~ 14
cos(0BF) = & 0BF = cos‘1< )

14
5x+72 5x72

OBF =~ 70,7°

ABE é o plano mediador do segmento de reta [OP].

Comecemos por definir vetorialmente a reta OP, que sabemos ser perpendicular ao plano ABE:
(x,y,2z) =(0,0,0) + k(4,0,1),keR

Um ponto genérico da reta OP é (4k,0,k), com k € R.

Determinemos a intersecéo da reta OP com o plano ABE:
16

4(4k) +h=16 =17k =16 & k =
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Seja I(%, 0, g) 0 ponto de intersec¢ado da reta OP com o plano ABE.
+

i (64 0 16)+(64 0 16) _
ﬁl lﬁ ﬁl Jﬁ -

128 32
505)
17 17

P=1

5. Opcao (A)

A condigao AP - BP = 0 define, no espaco, a superficie esférica de didmetro [AB].

Caderno 2
6. Opc¢ao (B)

Seja a € [0, ] tal que cosa = %

2, —

1+tg e~

Assim:

1+ tg2a= 1(:}tgza:9—1@tg2a=8@tga=i\/§@tga=iZ\/E

olir|

Como a € [0,m] e cosa > 0, entdo a € 1.° Q, logo, tg a = 2v/2.

tg (arccos G)) + 2sen <arccos (— g)) = tg a + 2sen (%ﬂ) =22 +2x g =32

7. -3,x,y, ... sS40 os trés primeiros termos de uma progresséao aritmética, logo y —x = x + 3.

~ N . . ~ syn 1
y,x,1, ... sA0 os trés primeiros termos de uma progressdo geométrica, logo -= i

y—x=x+3 =2x+3 2 _ 2 _9y_3 =
{ L @{y ! (:){x —2x+3(:){x 2x—3=0
1_x y=x
x y EE— —
2+/4—4x(-3) x =3 x =—1
SX=—7T " o S x = =
{ > y=9 \Y% {y -1 x=3 ANy=9
~——————
condi¢do impossivel,pois x>0
+6 +6
-3, 3, 9, ... séo os trés primeiros termos da progresséao aritmética, logo 15 é o quarto termo
da progressao aritmética.
23 13
~ N . . ~ L. 1,
9, 3, 1, ... sdo os trés primeiros termos da progressdo geomeétrica, logo 3 € o quarto termo
da progressao geomeétrica.
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8. Opcao (A)
tgx:Dzz(:)WZZtgx

@zZ—Ztgx

A[AMP] = A[ABCD] - A[ADP] - A[PCM] - A[MBA] =

— 92 2x2tgx  (2—-2tgx)X1  2X1
N 2 2 2

=4-2tgx—(1—tgx)—1=
=4-1-1-2tgx +tgx =

=2 —tgx
9.
9.1.

Ly Cn Py

— 1
n=1 (F) 42X5 3)X§ 12
n=2 F. 20 1 20

(F2) x5 \ 1
n=3 (F3) 1004/ 1J73 100
3 3

9.2. A sucesséao (L,,) do numero de lados € uma progressdo geométrica de razdo 5 e primeiro

termo igual a 4, logo a expresséo do termo geral € L,, = 4 x 571,

A sucesséo (C,,) do comprimento do lado da figura F,, € uma progressdo geométrica de razéo

1 . . ~ . 1\ 1
3 € primeiro termo igual a 3, logo a expressao do termo geral é C,, = 3 X (5) .

A sucesséo (B,) do perimetro da figura F, admite como termo geral a expressao:

P, =4x5"1x3x (%)n_l =12 X G)n_l

(Y 2

36 (5)”
= — X |-
5 3

. . 36 5\ 36 . 5\
9.3.lim P, = lim (? X (5) ) =X lim (§) =
10. Seja P(n): a, < 2.
10.1. (i) P(1) é verdadeira

a, < 2, 0que é verdade.
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y

(ii) vn € N,P(n) = P(n + 1) é verdadeira

10.2.

A

P(n):a, <2 (hipotese de indugao)
P(n+1):a,41 <2 (tese deinducéo)

3ant4 2 = 3ap+t4—2ay,—6 _ anp—2
an+3 - an+3 - an+3

Ant1 — 2 =

Por hipotese de indugéo, a,, < 2, ou seja, a, — 2 < 0, logo Z";; < 0, pois a, > 0,vn € N.

Concluimos, assim, que a,;; —2 < 0, isto é, a1 < 2.
Por (i), (ii) e pelo principio de indugdo matematica, provamos que vn € N,a,, <2 € uma

proposicao verdadeira.

_ 3apt4 _ 3apt+4—(ap)?-3a, _ 4—(ay)?

a —an, = = =
n+l n an+3 n an+3 an+3

Pela alinea anterior, provamos que vn € N,a, <2 e, pelas condi¢cdes do enunciado,
sabemos que vn € N, a,, > 0.
Entao:
vneN,a,<2=(a,)? <4
24— (a,)*>0

vn€N,a, +3 >0, logo, vn € N,a,,., —a, > 0, ou seja, (a,) é crescente.
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