Teste de Matematica A
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Teste N.°3
Matematica A
Duracao do Teste: 90 minutos
11.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opg¢ao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagdes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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1. Para cada valor real de k, considere a equagéo sena = k? — 2k, onde o esta expresso em

radianos.

Quais sao os valores reais de k, para os quais a equagao € possivel em [—n, —g [?

(A) ]0,2[
(B) [0,2]
(C) [0,2\{1}
(D) R\{1}

2. Considere as fungdes reais de variavel real f e g, cujos argumentos estdo expressos em

radianos, definidas por:

f(x) =3senx e g(x)=+/3tgxsenx

2.1. Determine, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, uma expressao geral para

as abcissas dos pontos de intersecao dos graficos das fungdes f e g.

2.2. Considere a representacao grafica da fungéo f, no intervalo [0, 1t].
Sejam A e B os pontos de intersegado do grafico de f, nesse intervalo, com o eixo das
abcissas.
Considere um ponto P que se desloca sobre o grafico de f no intervalo dado, nunca
coincidindo com o ponto A nem com o ponto B.
Determine, recorrendo a calculadora grafica, a area do triangulo [ABP] que tem area
maxima.
Na sua resposta, deve:
e reproduzir, num referencial, o grafico da fungdo ou os graficos das fungdes que tiver

necessidade de visualizar na calculadora, devidamente identificado(s);

¢ indicar as coordenadas dos pontos A € B;

e apresentar o valor pedido com aproximagao as décimas.

3. Considere, num referencial o.n. Oxy, a reta r de equagao y = %x + 1.

3.1. Seja a ainclinagdo da reta r. Qual é o valor de sena ?

3v34 3v34 5v34 5v34
(A =~ (B) - C) = (D) —=-

34 34

3.2. Seja T o ponto de intersegéo da reta r com o eixo das ordenadas.

Sabe-se que a reta r é tangente a duas circunferéncias, ambas de raio 2v/34, no ponto T.

Determine as coordenadas dos centros dessas circunferéncias.
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4. Na figura esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o prisma triangular reto [ABCDEF].
Sabe-se que: 4,
e 0 ponto A pertence ao eixo Ox;
e 0 ponto C pertence ao eixo 0y,
e 0 ponto B tem coordenadas (3,2, —7);

e a altura do prisma é 11;

e 3x+ 2y +z = 6¢é uma equagao do plano ABC.

4.1. Averigle se as bases do prisma sao triangulos

equilateros.

4.2. Seja G o ponto simétrico do ponto B relativamente ao
plano x0z .
Em qual das op¢des seguintes se encontra uma condicéo que define a superficie esférica
de centro G e que passa na origem do referencial?
(A) (x+3)2+@y—-2)2+z-7)?*=62
B) (x=3)2+@+2)?*+(z+7)?*=62
(C) (x—3 2+ +2)2%+(@Ez+7)?=+62
(D) (x+3)2+ @ +2)2+(z—-7)?%=62

4.3. Determine as coordenadas do ponto H, pertencente a reta €D, de tal modo que o tridngulo

[OBH] seja retangulo em B.

4.4. Determine as coordenadas do ponto D.

5. Seja (u,) a sucessao definida por:
n se n<2020

Un = 2n+1
n

se n> 2020

Qual das afirmagdes seguintes é verdadeira?
(A) A sucessao (u,) é divergente.

(B) A sucessao (u,) é limitada.

(B) A sucesséo (u,) € monotona crescente.

(C) A sucessao (u,) € monoétona decrescente.

' AS& Teste N.° 3 de Matematica A_11.° Ano Expoente” | Daniela Raposo e Luzia Gomes



6. Qual é o valor real de a para o qual a —1,a e a + 3 s&o os primeiros termos de uma progressao
geométrica?

(A) 3 (B) 5 ©) = (D) 2

7. A soma dos primeiros vinte termos de uma progressao aritmética € 50 e a soma dos vinte
termos seguintes é —50.

Calcule a soma dos oitenta primeiros termos desta progressao.

- FIM -

COTAGOES

Item

Cotagao (em pontos)
1. 121.|2.2.|131.|3.2. |41.|42.|143.|44.|5. | 6. | 7.
1020 | 20 | 10 | 25 | 20 | 10 | 20 | 25 |10 | 10| 20 | 200
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TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

1. Opgao (C) Calculos auxiliares
Para a € [—n, —g [ verifica-se que —1 < sena < 0. o k?=2k+1=0 o (k-17*=0
eok=1

Assim, para que a equagdo sena = k? — 2k seja possivel

em[—n,—g[,temque—l<k2—2kso. +U+

Isto é: !
k?=2k>-1 A k*=-2k<0 e k2-2k=0kk-2)=0
S k?-2k+1>0 A k*?=2k<0 ©k=0V k=2

& keIR\{1} A k€[0,2]

o k €[0,2\{1} \0\_/2/ t,

2.1. Pretende-se determinar os valores de x tais que f(x) = g(x):
3senx = /3 tgx senx < 3senx — V3 tgx senx = 0
& senx(3 —V3tgx) =0
©senx=0 V 3—+3tgx =0

-3
Sx=kmk€Z V tgx =5

ox=knkeZ v tgx=\/§

ox=kmkel v x=§+kn,kez

2.2. A
y
A(0,0)
B(m, 0)
f 4 P(x, 3senx)
A B .
0 x T x

Seja A a fungdo que a cada valor de x faz corresponder a area do triangulo [ABP].

A() =28 isto 6, A(x) =22
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Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, determinemos o maximo desta fungéo.

A
y

4,71

Tt X 3senx
nET

v

0o 1,57 T ox

A area do tridngulo de area maxima € 4,7 u.a.

3.1. Opcao (A)
Sabemos que tga = %

Como tg?a+ 1 = Co; vem que:

s2a’

Q) 1= mr1 =
5 " cos?a 25 " cos?a
34 1

25 cosZa

2 25
S cos‘a ==
34

Como sen?a + cos?a = 1, tem-se que:

25 25
senfa+=2=1osena=1-=
34 34

2 9
< sen“a = —
34

9
S seno =+ [—
34

& seno = + 3
T =32

3v/34
& seno = + =

3v34
34

tga > 0, entdo a € [0,90°[, logo sena > 0.

Conclui-se que sena = , pois, sendo a a inclinagdo de r, tem-se que o € [0,180°[ e como

3.2. Seja T(0,1) e C; e C, os centros das circunferéncias.

3 . , N
Comom, = - um vetor diretor da reta r é, por exemplo, o vetor u de coordenadas (5, 3).

Sabemos que T—CI e T—C£ sdo vetores perpendiculares a i e de norma 2v34.
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Assim, sabemos que 7‘?1) e ﬁ; séo da forma k(3,—5),k € IR e: !
1(3k, —5Kk)|| = 2v/34 < VOkZ + 25k2 = 2V/34
o V34k2 = 2/34
& 34k? = 4 x 34
e k=4
k=2 V k=-2
Assim, por exemplo, TC, = (6,—10) e TC, = (—6,10).
C,=T+TC =(0,1) + (6,—10) = (6,—9) e
C,=T+TC, = (0,1) + (—6,10) = (—6,11)

e A(x,0,0),x €IR
Como A pertence ao plano ABC, entdo 3x + 0+ 0 = 6, logo x = 2.
A(2,0,0)
e C(0,y,0),y €IR
Como C pertence ao plano ABC, entdo 0 + 2y + 0 = 6, logo y = 3.
€(0,3,0)
AC=(0-22+B-02+(0-02=Vi+9=VI3
AB=B-27+(2-02+(-7-0?=VI+4+49 =54
BC=y(0-32+B-22+(0+7)2=V9+1+49=159

Como AC # AB # BC, conclui-se que as bases do prisma ndo sao triangulos equilateros.

4.2. Opcao (B)

B(3,2,-7), logo o ponto G, ponto simétrico de B em relagéo ao plano xOz, tem coordenadas
(3,-2,-7).

Raio = 0G = /(3 —0)2+ (-2 —0)2 + (-7 - 0)2 =
— T 4749 =
=62
Condicdo que define a superficie esférica de centro G e raio 0G:

(x—=3)2+(@+2)?%+(z+7)?% =62

S
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4.3. O vetor de coordenadas (3,2,1) € um vetor normal ao plano ABC, logo é um vetor diretor de
qualquer reta perpendicular ao plano ABC, como é o caso da reta CD.
Assim, uma equacéo vetorial da reta CD podera ser:
(x,v,z) =(0,3,0) + k(3,2,1),keR
Como o ponto H pertence a reta CD, entéo é da forma (3k, 3 + 2k, k), para algum k € R.

Para que o tridangulo [OBH] seja retangulo em B, tem de se verificar BO-BH =0

Calculo auxiliar
BO = (0,0,0) — (3,2,—7) = (=3,-2,7)
= (3k,3+ 2k, k) —(3,2,-7) = Bk = 3,2k + L,k + 7)

Assim:
BO-BH=0& (-3,-2,7)-(3k—3,2k+1L,k+7)=0
& —9k+9—4k—2+7k+49=0

& —6k = —56
ok=2
3
Logo, as coordenadas de H sdo (3 3 +2x2 28) isto é, H (28 & 23—8)

44.D=C+CD

Sabe-se que CD é um vetor da forma k(3,2,1),k € R\{0} e com norma 11, que é a altura do
prisma. Assim,||k(3,2,1)| = 11.

|3k, 2k, k)|l = 11 & / (3k)2 + (2k)? + k2 = 11
14k2 = 11

& 14k? =112

121
14

(=>k=i’£
14
ok=+—=

T

11V14
14

= k=

Sk=+4

Por observagao da figura, k > 0 e, assim, CD = (33f,221‘iﬁ, nl‘iﬁ).

Logo:

D =C+CD = (0,3,0) + (22, 22012 1LIH) _ (3314 5 22V14 10T

14 14 14 14 ' 14
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5.

6.

Opcao (B)

e A sucessao (u,) é convergente, pois:

2n+1 1
lim(u,) = lim( ) = lim (2 + —) =2
n n

e A sucessao (u,) € limitada, pois 1 < u,, < 2020,vn € IN.

Observe-se que:
—sen <2020,entdo 1 < u,, < 2020;

—sen > 2020,entdo 2 < u,, < 3.

e A sucessao (u,) ndo é mondtona, pois, por exemplo, uzg19 = 2019, uy020 = 2020 € Uygy =2 +

isto €, Uz019 < Uzg20 A Uzp20 > Uz021-

Calculo auxiliar

1
0<-<1
n

1
2<2+-<3
n

1
2021’

Opgéo (D)

Sea —1,a e a+ 3 sao os primeiros termos de uma progressao geométrica, entao ﬁ = aT”
Logo:

a?=(@@a-1D@+3)ea’=a’+3a—-a—-3©3=2a

3

ea=-
2

7. Seja (u,,) a progressao aritmética tal que u; +u, + -+ uyg = 50 € Uyq + Uyy + -+ + Uy = —50.

y

Assim, sabemos que:

Uy + Uy _
——=—x20=50 @{ W + Uy =5
Uz1 + Uy %20 = —50 Upy + Ugg = =5
2
{2u1+19r=5
2uqy +59r = =5
e {s0r=-10 ©
2u1=£
o P e
r=—-
4
Logo:
uytu (-3
SSO=%X80=%X80=—400
AA
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uy + (uy +19r) =5

(uy +20r) + (uy +39r) = -5

2uy =5—-19r

{5 —19r + 59r = -5

2u; =5-19x (-3)

Calculo auxiliar
119

= + 79r = 39+79 ( 1) =
= = — X[|—=)=

4
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