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Novo Ipsilon 11
Matemética A — 11.° ano

DURAGAO DO TESTE: 90 MINUTOS

O teste é constituido por dois grupos. O Grupo | é constituido por itens de escolha multipla e o Grupo |l

€ constituido por itens de construcgao.

1. Considera, num referencial ortonormado Oxyz, o plano a, definido por 3Xx—z=0 ,e aretar,

GRUPO |

Este grupo é constituido por itens de escolha multipla.
Para cada item, seleciona a opgao correta.

definida por (X,y,2z)=(0,0,0)+k(1,2,3),keR.

Qual é a intersecdo da reta ' com o plano a ?

(A) E o ponto de coordenadas (0, 2,3). (C) E o conjunto vazio.

(B) E o ponto coordenadas (0,0,0). (D)Eareta .

Adaptado de Teste Intermédio de Matematica A, 11.° ano, 2010.

2. Na figura ao lado esta representada a circunferéncia trigpnométrica.
Sabe-se que: y

0 ponto A pertence ao primeiro quadrante e a circunferéncia;
o ponto B pertence ao eixo OX;

o ponto C tem coordenadas (1,0);

o ponto D pertence a semirreta OA ; o
os segmentos de reta [AB] e [CD] sé&o paralelos ao eixo Oy ;

Seja a a amplitude do angulo COD (a € }0, %D

raiz
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Qual das expressdes seguintes da a area do quadrilatero [ABCD] , representado a sombreado,
em funcdo de a?

tana . ]
(A) T—smaxcow (C) tana—sina xcosa
tana —sina xCoSa Sina x oS
(B) > (D) tang - —————

Banco de itens do Ensino Secundario, IAVE.

3. Seja a um namero real. Considera a sucessao (un) definida por

u=a
U, =-3U+2, vneN
Qual é o terceiro termo desta sucessao?
(A) ba+4 (B) 9a-4 (C) ba—-4 (D) 9a+4

Banco de itens do Ensino Secundario, IAVE.

4. Seja f a funcdo, de dominio R, representada Vi
graficamente no referencial da figura, e seja (un) uma

sucessdo tal que lim f (u,)=2.

|

Qual das expressdes seguintes pode ser o termo 1+ \ -
geral da sucess&o (U, ) ? e A
43219 112 3 4 5 X
-1 |1
W 2-=  (©) 2+~ S
n n i
1 -3t E
(B) =-2 (D) n+2
n

a
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5. Considera a fungéo f , cujo grafico esta representado na figura.

Qual das afirmac0des é verdadeira?

(A) lerr; f(x)=b

(B) lerr; f(x)=-b

i

AN

Novo Ipsilon 11

Matematica A — 11.° ano

) 1
(©) X'LULTX) =0

(D) lim—— =
x—>a f (X) B

A |

6. Um ponto Q desloca-se na reta numérica I, de acordo com a funcao posi¢éo definida por

p(t)=3t-1, com t [0, 10] , em segundos.

Qual é a abcissa do ponto em que se localiza Q no final do deslocamento?

(A) -1 B) 3 (C) 10 (D) 29

7. No referencial da figura ao lado esta o grafico da
funcdo f' (funcdo derivada de uma funcéo f).

-
]

Qual das afirmacdes é verdadeira?
() f(4)<f(1)
3)

(B) f(4)<f

(4)< f(
() f(4)>f(5)
(4)>(2)

(D) f(4)>f

raiz
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8. Aretade equacdo Xx—2y+6=0 ¢é assintota obliqua ao gréafico de uma fungdo f , de dominio
R*.
Seja g a fungéo de dominio R* definida por g(x)= % .
X

O grafico de g tem uma assintota horizontal. Qual das equacdes seguintes define essa assintota?

(A)yzg <B>y=% © y=2 (D) y=3

GRUPO Il

Este grupo é constituido por itens de construgdo. Nas respostas aos itens deste grupo,
apresenta o teu raciocinio de forma clara, indicando todos os calculos que efetuares e
todas as justificacfes necessarias.

9. Considera afuncéo f, real de variavel real, definida por f (x) =x*-5x+2 earetar, tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa 4.

Determina as coordenadas do ponto do grafico de f cuja respetiva reta tangente é perpendicular
ar.

10. Seja g a funcéo real de variavel real definida por g(x)=— 1
X -
10.1 Indica o dominio de g .

10.2 Estuda a fungdo g quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.

11. Considera, num referencial o.n. Oxyz, a superficie esférica E, de equacéo

x2+y?+(z2-2)" =4.

. Vs
Para um certo valor de «a pertencente ao intervalo }OE{ o ponto P, de coordenadas

(tane, sina, 2 +cosa), pertence a superficie esférica E .

Determina os valores numéricos das coordenadas do ponto P .

a
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12. Um livro vai ser impresso em folhas retangulares.
A zona de impressdo ocupa 240 cm? de area, na parte central de cada folha.

S&o deixadas margens como se mostra na figura seguinte.

2cm

240 cm?

[

—
L
[}
=R

[

—
[%a]
™
ER

2cm

Seja x o comprimento da folhae y a altura, ambos em centimetros.

12.1 Mostra que a area total de uma folha, é dada, em cm?, em funcéo de x, por:

228X + 4x*
A=

12.2 Justifica que o dominio da funcdo A, atendendo ao contexto do problema, € o intervalo
]3, + oo[ )
12.3 Determina as dimensdes exatas de cada folha, para que a sua area seja de 360 cm?.

12.4 Calcula o comprimento da folha (X) de modo que a sua area total seja a menor possivel.

Apresenta o valor em centimetros, arredondado as décimas.

13. Calcula, caso existam:

|2x—4|
13.1 I|m2—
x—>2 X —4

3«/;—x

13.2 lim
X—>+00 3X _\/;

raiz 5
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14. Considera, em referencial ortonormado Oxyz , o ponto P(0,4,3).

14.1 Seja a o plano que contém o ponto P e é perpendicular a reta de equacéo vetorial
(x,y,2)=(0,1,-3)+k(1,0,2), ke R.

Determina a &rea da figura que resulta da intersecdo do plano a com a esfera definida pela

condic&o (x+2)2 +(y—1)2 +(z —4)2 <3.

Sugestéo:

e determina uma equacao do plano « ;
e mostra que o centro da esfera pertence ao plano « ;
e atendendo ao ponto anterior, determina a area da intersecao resultante.

14.2 Admite que um ponto Q se desloca ao longo do semieixo positivo Oz, nunca coincidindo

com a origem O do referencial.
Seja f afuncao que faz corresponder a cota Z do ponto Q o perimetro do triangulo [OPQ].

a. Mostra que f(z)=z+5++z"-62+25 &

b. Determina a cota do ponto Q de modo que o perimetro do tridngulo Qs
\
[OPQ] sejaiguala 16. \
AN
c. Mostra que f é uma funcéo estritamente crescente e interpreta /;T
. o A
esse facto no contexto da situacgao. ﬁ—T

Adaptado de Teste Intermédio de Matemética A, 11.° ano, 2007.

FIM
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RESOLUCOES

GRUPO |

1. Um vetor normal ao plano o € fi (3,0,—1); um vetor diretor dareta I é 7(1,2,3);

n,-F=3x1+0x2+ (—1) x3=0; logo, o vetor normal ao plano é perpendicular ao vetor diretor da reta,

pelo que a reta € paralela ao plano ou esta contida no plano; portanto, a interse¢éo € o conjunto
vazioouareta I.

Substituindo as coordenadas de um ponto da reta, por exemplo, (0,0,0), na equagéo do plano,
obtém-se uma proposicao verdadeira. Logo, a reta esta contida no plano.

Opcéo correta: (D)

2. A{ABCD] = AIOCD] - 'AIOBA]
OB =cosa; BA=sina ;0C =1; CD =tan« . Portanto:

_Ixtana sinaxCosa tana—sinaxCosa
AIABCD] - 2 - 2 - 2

Opcéo correta: (B)

3. u=a;u,=-3u+2=-3a+2; u,=-3u,+2=-3(-3a+2)+2=9—4.

Opcéo correta: (B)

4. limf(u,)=2<limf(x)=2<a=2"; portanto, u, 2", tendo-se FENL

x—a n

Opcéo correta: (C)

5. limf(x)=h éfalso, porque lim f(x)=-b=b;

X—a

lim f (x)=—b é falso, porque lim f(x)=b=-b;

X—a x—a~

a
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lim L = 1 =0 é verdadeiro;

X—>—0 f ( X) —00

1

lim ! =—oo e falso, porque Iimi—1 e porque lim =
x—a f (X) ' x—>a | (X) b x—>a* f (X) b )

Opcéo correta: (C)

6. p(10)=3x10-1=29

Opcao correta: (D)

7. Da analise do grafico da derivada de f , conclui-se que f ¢é estritamente crescente em ]O, 6[ ,

uma vez que, nesse intervalo, f'(x)>0.

Opcéo correta: (D)

. f(x
8. x—2y+6=0<:>2y=x+6<:>y:%x+3, portanto, |Im(T)=%.
lim g(x)= lim X__ lim ! _ L =2;logo, y=2 é equacgdo da assintota horizontal ao
X—>+0 x—+o0 f (X) x>+ f (X) lim f (X)

X X—>+00 X
grafico de ¢ .

Opcéo correta: (C)

raiz 8
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GRUPO I

9. Determinemos a expresséo da derivada da fungéo f : f'(x)=2x-5.

f'(4) é o valor é o declive dareta I' no ponto de abcissa 4: m, = f'(4)=8-5=3. Assim, o declive

de uma reta perpendiculara r é _%.

Determinemos agora as coordenadas do ponto do gréfico de f cuja reta tangente tem declive —%:

2
F(X)= 22X 5=~ > bx—15= 1> x=a=l f[zj{zj 5xl4p--38
3 3 6 3 3 3 9

Coordenadas pedidas: [%—%j

10.1 D, ={xeR:x* -1#0}=R\{-11}

10.2 Como a funcao é continua em R\{—Ll}, caso existam assintotas verticais, terdo equacdes

X=-1 ou x=1. Confirmemos:

lim g(x)= lim x 1, e lim g(x)= lim X =_—1=+oo, o0 que confirma que x=-1
X—>—1" X—>—1" X2 -1 0O X—>—1" X—>—1* X2 -1 0O

€ a equacdo de uma assintota vertical (bilateral).

. . X
limg(x)=Ilim— > =
X—1" -1 X°=1 0 X1+ xo1" X° —1 +

equacao de uma assintota vertical (bilateral).

1 . . X 1 . .
=—0 e limg(x)=Ilim =5 =t o que confirma que x=1 é a

Quanto a assintotas nao verticais:

@ X

=lim —-=0; portanto, a reta de equacdo y=0 € a assintota horizontal ao

lim g(x)= lim

X—>t0 X—*o X° —]  x—Feo ¥

gréafico de g quando x — — e quando x — +oo, pelo que o grafico ndo admite mais assintotas.

raiz 9
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11. Se o ponto P(tana,sina,2+c03a) pertence a superficie esférica, as respetivas coordenadas
devem satisfazer a equacao da superficie esférica. Portanto:

- 2 )
tan® +sin’ o +(2+cosa -2) =4 < tan’ a+sina+cos’ =4 < tan’ a+1=4 <

o tan’a=3< tana=+3; ora, como ae}o,g[, entdo tana>0 e, portanto, tana=+3 e

N[
N | o

a:arctan(ﬁ):%.Assim, sinazé e 24+cosa =2+

Concluindo, tem-se P(\@gg}

12.1 A=xxy

Para escrevermos a area da folha em funcéo de x, temos de escrever X em funcdo de y, o
gue podemos fazer a partir da area da zona de impressao:

(x-3)(y-4)=240 = y—4=%© y:4+% (para x#3).

4x(x—3)+240 2
Entdo, A=xxy=x 40 280, 280K _ X(x—3)+240x _ 228x +4x
X—3 X—3 X—3 X—3

12.2 As dimensfes da zona de impressdo sdo dadas por x—3 e y-4; por isso, tem de ser
240 240

Xx—-3>0<=x>3 e y—4>0c>4+—3—4>0<:>—3>0<:>x—3>0<:>x>3.
X— X—
Ou seja, D, =]3,+o .
2
12.3 228)(—+34X=360 < 228x +4x* =360x-1080 < 4x*-132x+1080=0 < x=15vx=18.
X — x>

Se x=15, y=4+%=z4; se x=18 , y=4+%=20; entdo, as dimensdes exatas sao

15cm por 24cm ou 18 cm por 20 cm.

raiz .
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12.4 Vamos calcular o minimizante da funcéo:

(x-3) (x-3)

228X —684+8x° —24x—228x —4x* _ 4x* —24x —684
(x-3) (x-3°

(228“4)(2]' (228x+4x2)'(x—3)—(228x+4x2)(x—3)' (228+8x)(x-3)—(228x+4x")
x-3 -

2_ J—
%zO@MZ—24x—684=0/\x;t3<:>4x2—24x—684=0/\x¢3<:>
X_
& x=3-6/5vx=3+65
X 3 3+6\/§ +00
f'(x) ND — 0 +
Monotonia e extremos de f ND N\ Min. A

Conclui-se que x=3+6+/5~16,4.

13.1 2x—4 muda de sinal em x=2; por isso, vamos calcular os limites laterais:

0

. [2x—4] . 2x—40 . 2(x-2) , 2 1
lim = lim =lim = ==
o2 X =4 o2 X -4 o2 (x=2)(X+2) o2 (x+2) 2

|2x—4|:Iim —2x+4EIi -2(x-2) i -2 _ 1

o2 X =4 o2 X -4 o2 (x=2)(x+2) o2 (x+2) 2

- o ] o i |2X—4
Como os limites laterais sao diferentes, concluimos que nao existe Im;%.
X—=2 X© —

e
o
|
H
[N

w
|

o

w

]
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14.1 Como o plano «a é perpendicular a reta, um vetor diretor da reta € um vetor normal do plano; por
exemplo, o vetor de coordenadas (1,0,2); assim, sabendo-se que o plano contém o ponto

P(0,4,3), obtém-se uma equagéo do plano: x+2(z—-3)=0<x+2z=6.

O centro da esfera tem coordenadas (—2,1,4); substituindo na equacao do plano obtém-se
—2+2x4=6<6=6, 0 que mostra que o centro da esfera pertence ao plano.

Como o centro da esfera pertence ao plano, a regido resultante da intersecédo do plano e da

2
esfera € um circulo com o raio da esfera (\/g) portanto, a area pedida é ﬂx(\/§) =3r.

14.2

3. 0Q=2; OP =07 +47+3 =25 =5; PQ =4 +(2-3) = [16+(2-3)' =2 62425
Entdo, f(z)=z+5+Vz*-62+25.

f(2)=16 < 2+5+V2*~62+25=16 <z’ ~62+25=11-7 = 2°~62+25= (11~ z)’
© 77 -62+25=121-227+7° < 167=96 < 7=6

Verificando, obtém-se f(6)=16, pelo que a cota do ponto Q é 6.

C. f'(z)=(z+5+\/zz—62+25) =1 22-6 =1 23

+ +
2472 —62+25 Jz2-62+25

F(2)=0olt——222 023~ 1e7-3- 7 61425
Jz2—62+25 Jz? -62+25
>0

=72-62+9=2°-62+25<9=25

Portanto, f’ ndo tem zeros. Assim, como é continua em R é sempre positiva ou sempre

negativa; verifica-se que é sempre positiva, calculando f'(z) para qualquer zeR", donde se
conclui que f é estritamente crescente. No contexto do problema, isto significa que quanto

maior é a cota do ponto Q maior é o perimetro do triangulo [OPQ] .

FIM
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