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Ideia intuitiva Um berlinde colocado inicialmente num qualquer ponto do
grafico sera submetido a uma aceleragdo tangencial cada vez mais elevada.
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Tema: Convexidade, Trigonometria e a Nocao de Limite no Programa de Matematica A

[T
Funcdes de variavel real
Convexidade
Fungdo céncava | Fungdo convexa
(0 gréfico tem «a concavidade | (Ogréficotem «a
AR\ bbb voltada para cima». S0 as funcdes
N \ /. simétricas das fungdes concavas)

Precisamos agora de dar uma defini¢do de fungdo convexa e de fungdo concava.

A dnica definigdo que figura no Programa atualmente em vigor é a seguinte:

«Uma fungdo duas vezes diferencidvel num dado intervalo tem a concavidade
voltada para baixo/para cima se f"' < 0/f" = 0 nesse mesmo intervalo.»

Este podera ser um bom critério para o caso de fungdes duas vezes diferenciaveis.
Contudo, enquanto defini¢do, é muito insuficiente.

Na presente situagéo, f' nem sempre existe. E, nos pontos em que existe, é nula
em ambos os exemplos...

A derivada segunda ndo permite discriminar entre estas duas situagdes tdo distintas.

e,

Funcdes de variavel real

Convexidade

Uma analogia: fungdes mondtonas

Defini¢do Uma funcdo f definida num intervalo I diz-se «crescente» nesse
intervalo (no sentido lato) se:
vx,y€lLx<y= f(x) < f(y)

Propriedade (critério para fungdes diferenciaveis)
Seja f uma funcdo diferencidvel num intervalo I. Entdo:
f'=0emI = f crescente em |

Recorrendo a definigdo, pode afirmar-se que
esta fungdo é crescente.

Nesta situagdo, o critério acima é totalmente
inaplicavel para se concluir quanto a monotonia.

T2

Fungdes de variavel real

Convexidade

Crescente x<y=fx)<f®») f' =0 (se fexistir)
“Concavidade voltada para cima” Em falta! f" =0 (se f"existir)

Como estdo “viradas as concavidades” das seguintes fungdes?

E necessario dar uma definic3o...
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T2

Fungdes de variavel real

Convexidade

Definigdo Diz-se que o grafico de f tem

a «concavidade voltada para cima» se,
para todos xp < xo< xg em I,
dpg < dgg

<f(x,,> ~fGR) _ fOR) = f(xa))

Xo — Xp Xgp —Xg

- o PR e, -
Funcgdes de variavel real
Convexidade
Crescente x<y = fl) < f(y) Se f" existir, f' = 0.
E::acac;/::de voltada x<y<z= f—(y)), : i(x) < f—(zz : i(y) Se f"" existir, f'' = 0.
Exercicio

Estude a concavidade do grafico da fungdo definida em R por f(x) = 5x2.

Sejamx,y,zERx<y <z

f(y)—f(%)S/‘(Z)—}‘(y)=’5312—5J‘:255z2—5y2
y—x z—-y A= Z—y

@5(y—x)(y+x)55(z—y)(z+y)
y=é zZ=y
S5@+x)<5(z+y) ©5x<5zV

(Note-se que substituindo a = 5 por um nimero negativo se obtém a desigualdade inversa.)

- y e, -
Fungdes de variavel real

Convexidade

Propriedade equivalente O grafico de f

tem a «concavidade voltada para cima»
se “ficar abaixo das cordas”, isto é:

Yo =<Yq'

onde Q' é o ponto de [PR] de abcissa xg.

_|0sex=-1
YT a2 sex>—1

y = x| _{25ex=—1 ]
y=

x2sex>—1
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Tema: Convexidade, Trigonometria e a Nocao de Limite no Programa de Matematica A

E,

Fungdes de variavel real

Convexidade

Ligacdo a diferenciabilidade

* Se f é diferencidvel: \

xp < xp = f'(xp) < f'(xg)

Pode-se provar que se trata de
facto de uma equivaléncia:

f' crescente & o grafico de f tem
a concavidade
voltada para cima

* Se f for duas vezes diferenciavel: | f”" > 0 & o gréfico de f tem
a concavidade voltada
para cima

Fungdes de variavel real

Convexidade

Uma ultima nota sobre a equivaléncia
Vx €1, f'(x) 20 & f écrescente em I.

< E bastante simples, basta observar o sinal das taxas de variacio w

e passar ao limite h — 0.

= E bem menos trivial!
Existem fungdes tais que, num dado ponto a, f'(a) > 0, sem que f seja crescente
em nenhum intervalo que contenha a!

1 oo
_Jx+x?sin=sex#0 h+h?sing — 0

f@) = x f@)=lm——P =10

0 sex=0 h—0 h
Mas, em qualquer intervalo da forma ]—b, b[,
2 sin%toma uma infinidade de vezes valores
positivos e valores negativos: o grafico de f | .
atravessa a bissetriz dos quadrantes impares
uma infinidade de vezes: f ndo é crescente.

"ﬁ,’.‘,;':, |

Fungdes de variavel real

Convexidade

Uma dltima nota sobre a equivaléncia
Vx €1, f'(x) 20 & f écrescente em [.

Teorema de Lagrange Seja f diferenciavel num intervalo /. Entdo,
para todos x,y € I,x < y, existe ¢ €]x,y[, f'(c) = HeRIiED)

Assim, se f' = 0, obtém-se

%2 0, ou seja, f(y) = f(x):

f é crescente.
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Trigonometria

Filipe Oliveira

FOL S2imoce

e

Trigonometria

Resolugéo de triangulos

«Resolver um triangulo» significa:

- determinar a medida de amplitude dos trés angulos;

- determinar a medida de comprimento dos trés lados.

Trata-se, historicamente, do primeiro propésito da Trigonometria.
(Trigonometria = Tptywvov + petpov = medir tridngulos)

Primeiras tabelas trigonométricas
Hiparco (190 a. C.-120 a. C.)

g,

Trigonometria

Resolugéo de triangulos

'! Grande aplicabilidade da Trigonometria ao
mundo real — ideia-chave:

1. E mais facil, na pratica, medir angulos do que distancias.

2. ATrigonometria converte (informagéo sobre) angulos em

(informagéo sobre) distancias.

Assentes nestes dois principios, os Antigos conseguiram

obter r )S muito impressi para a pouca
tecnologia de que dispunham, e.g.

* Medida do raio da Terra, Eratdstenes, século Il a. C.

« Distancia da Terra a Lua, Hiparco, século Il a. C.
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Tema: Convexidade, Trigonometria e a Nocao de Limite no Programa de Matematica A

E,

Trigonometria

Resolugéo de triangulos

No Programa do 11.° ano, pretende-se sistematizar a resolugdo de tridngulos, o que
permite recentrar a introdugdo da Trigonometria naquilo que é a sua génese e,
simultaneamente, fornecer instrumentos que permitam abordar problemas mais
complexos e interessantes.

Dado um tridngulo, determinado por um dos casos de igualdade, pretende-se obter
rapidamente as medidas dos lados e angulos desconhecidos:

Caso ALA Caso LAL Caso LLL
c=?b=?a=? a=?,y=2,b=? a=?,=2y=2
PRE, -

Trigonometria

Resolugéo de triangulos

Existem trés ferramentas fundamentais para a resolugdo de triangulos:

1. A soma dos dngulos de um triangulo é um dngulo raso.

2. A analogia dos senos.

3. 0 Teorema de Carnot.

e,
Trigonometria
Resolugéo de triangulos
‘ Analogia dos Senos
Se f e y forem angulos agudos, h
sin B e th=csinf
A h .
smy:z :h=bsiny

De onde se conclui que csinf = bsiny:

sinf  siny
honlie
. o s sinae  sinf  siny
Em particular, num tridngulo acutingulo, —= 5 =—"
a c
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Trigonometria

Resolugéo de triangulos

Resolugdo de um tridngulo conhecidos um lado e os dois dngulos adjacem

Trigonometria

Resolugéo de triangulos

Se B e y forem angulos agudos:

Trigonometria
Resolugdo de triangulos

Resolugdo de um tridngulo conhecidos os trés lados (LLL)
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Tema: Convexidade, Trigonometria e a Nocao de Limite no Programa de Matematica A

Trigonometria

Resolugéo de triangulos

Resolugdo de um tridngulo conhecidos dois lados e o angulo por eles formado (LAL)

Facilmente se reduz ao caso anterior, utilizando o
Teorema de Carnot para calcular b:

b2 = a% + ¢ — 2accos

Pela analogia dos senos:

) sinf8 . sinf3
sina = a—- siny = ¢
b LSy

e E,

Trigonometria

Extens&o das razdes trigonométricas a angulos retos e obtusos

* No Ensino Basico, apenas se definiram as razdes trigonométricas de angulos agudos.

* Pretende-se agora disponibilizar definigdes para o seno e o cosseno de angulos retos e
obtusos.

Vamos escolher essas definigdes de forma que se mantenham validos o Teorema de
Carnot e a analogia dos senos em qualquer triangulo.

E,

Trigonometria

Extens&o das razdes trigonométricas a angulos retos e obtusos

Que definigdo dar de siny ?

sin sin
Pretende-se que Ty = bB

p |h
sin B

i Ou seja, que siny = Caa

sinf _ h _h _
Ora, ¢ === =sin(m—vy).

A defini¢do que se impde &, pois, a seguinte:

Definigdo
Dado um &ngulo obtuso y, define-se «sin y» como o seno do suplementar
de y (que é agudo): siny =sin(m — y).
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e,
Trigonometria

Extensdo das razdes trigonométricas a angulos retos e obtusos

Que definigdo dar de cosy ?

Pretende-se que:
c? =a%+b?—2abcosy

Pelo Teorema de Pitagoras:

b% = h? + b%cos’y’ e c¢%=h%+ (a+bcosy’)?
Assim, h? = b? — b?cos?y’ = ¢? — a? — 2ab cos y' — b?cos?y’,

de onde resulta que ¢ = a? + b2 + 2ab cosy’.

Defini¢cdo
Dado um angulo obtuso y, define-se «cos y» como o simétrico do cosseno do
suplementar de y (que é agudo): cosy = —cos(m — ¥).

No caso do angulo reto, é imediato constatar que:

g,
Trigonometria

Extens&o das razdes trigonométricas a angulos retos e obtusos

N o n
Que defini¢do dar de sing e de cosy ?

. sinf _ sing el .
- a analogia dos senos — = mantém vdlida se e s6 se

™ . A1 2 T
- 0 Teorema de Carnot c? = a? + b2 — 2ab cos, se mantém valido se e s6 se cosE =0

Filipe Oliveira

Sucessoes

FOL Seiimo

e
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Tema: Convexidade, Trigonometria e a Nocao de Limite no Programa de Matematica A

T2

Sucessoes

Nocéo de limite de uma sucessao

A introdugdo da nogdo de limite marca o inicio da Andlise Matematica
propriamente dita.

* Esta nogdo pode ser vislumbrada logo a partir da
Antiguidade, na forma de um conceito mal definido
e intuitivamente muito mal compreendido.
(cf. Paradoxos de Zendo, séc. V a. C.)

PRE, -

Sucessoes

Nocéo de limite de uma sucesséo

pn<m<P
Pn By
2,828 427 4
3,061 467 3,313 708 49

3,121445 15 3,182 597 87

* Aproximagdo de 7 pelo método de exaustdo (Arquimedes, séc. Il a. C.)
3,136 548 42 3,151 724 90

© (©>
n=5 n=6
3,14033115 3,144118 32

Rl8o|e|N|a|uns|R

3,141 277 25 3,142 223 62
3,141 513 80 3,141 750 36
3,141 572 94 3,141 632 08
n=7 n=8 n=9

-

méenq de forma iterati mais precisa, sem no entanto se considerar
o limite das sucessdes (py,) e (P,).

g,

Sucessoes

Nogao de limite de uma sucessao

Uma defini¢do satisfatéria da nogdo de limite, que
esclareca o conceito e simultaneamente permita
utilizé-lo de forma segura e clara, aparece muito
tardiamente.

Bernhard Bolzano, 1816, O Teorema do Binémio.

Estes dois mil anos que a Humanidade demorou a afinar este conceito, até o
conseguir formular de forma adequada e operacional, deixam importantes avisos:

1. Trata-se de um conceito fugidio, em torno do qual é muito facil formar falsas
ideias e intuigdes.

2. Deve ser ensinado de forma cuidada e criteriosa, devendo evitar-se, em
particular, o recurso a intui¢des erradas, que sdo muito dificeis de corrigir
posteriormente.
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- e, -
Sucessoes

Nocéo de limite de uma sucessao

Dada uma sucessdo (u,,) e um real [, o que significa dizer que limu,, = [ ?

Algumas ideias falsas muito comuns entre alunos do 1.° ano universitario:
«Significa que os termos u,, estdo cada vez mais préximos de [»
ou

«Significa que os termos u,, se aproximam cada vez mais de »,
entre outras variantes.

Esta ideia é duplamente errada:

p I
* Por um lado, os termos da sucessdo de termo geral u,, = = estdo

. o g, §
cada vez mais préximos, por exemplo, de —1, mas llm; * —1.

ushts U

£

] P,
Sucessodes

Nocéo de limite de uma sucesséo

Dada uma sucessdo (u,,) e um real [, o que significa dizer que lim u,,

L?

Algumas ideias falsas muito comuns entre alunos do 1.° ano universitario:
«Significa que os termos u,, estdo cada vez mais proximos de [»
ou

«Significa que os termos u,, se aproximam cada vez mais de [»,
entre outras variantes.

Esta ideia é duplamente errada:

tem por
limite 0 e os termos da sucessdo aproximam-se e afastam-se
constantemente desse valor.

- 1+(-1)"
Por outro lado, a sucessédo de termo geral u,, = e -

e

s

Uy

B T, -
Sucessoes

Nogao de limite de uma sucessao

Dada uma sucess&o (u,,) e um real [, o que significa dizer que lim u,,

=1?

Algumas ideias falsas muito comuns entre alunos do 1.° ano universitario:

Uma variante:

«Significa que os termos u,, se aproximam cada vez mais de [

sem nunca atingir esse valor»

1 .
cup =g tende para | = 0 e, de facto, os termos desta sucessdo

aproximam-se cada vez mais deste valor sem nunca o atingir.
Mas,

A sucessdo constante u,, = 1 atinge o seu limite logo a partir do
primeiro termo.

(o
sin(nZ
A sucessdo u, = El 2) atinge o seu limite em todos os termos de

ordem par...
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T2

Sucessoes

Nocéo de limite de uma sucessao

Estes erros propagam-se a outros contetidos mais complexos, construidos a
partir da nogdo de limite:

«O grafico de uma dada fungdo ndo interseta uma sua assintota.»

«Se uma fungdo positiva f tem por limite 0 em +o0o, entdo é
decrescente.»

[5ige,

e,

Sucessodes

Nocéo de limite de uma sucesséo

O Programa em vigor é muito vago relativamente ao que os alunos devem
adquirir relativamente ao conceito de limite (e a muitos outros assuntos),
referindo apenas o “estudo intuitivo da nogdo de limite”.

A imagem de muitos outros programas, o novo Programa é mais conciso,
apontando para o ensino da defini¢do correta de limite.

Programa francés em vigor

Limite finie ou infinie d'une | ¢ Dans le cas d"une limite infinie, étant | Pour exprimer que u, tend vers ! quand »

suite, donnés une suitc croissante (i, ) etun | fend vers 490, on dit que : « tout intervalle
nombre réel 4, iner 4 I"aide d'un i if les
algorithme i rang & partir duguel valeurs u, & partir d*un certain rang ».
u, est supéricur i 4. ‘Pour exprimer que i, %end vers -+ quand

# fend vers + 20, on dit que : « fout
intervalle de la forme |4+ | contiens
toutes bes valeurs w, & partir d"un certain

Tang .
del et de spécialité de mathématiques, B.O. 2011
HB‘.;’._, |
Sucessbes
Nog&o de limite de uma sucessao
limu, =1
Up
i1-d ! i+d

Descritor SUC11-6.1
Diz-se que limu,, = [ se, paratodo o d > 0, existir uma ordem a partir da qual
U, €]l —d, L +d[

Isto &, existe uma ordem p € Ntalquen = p = |u, — | < d.

N3&o se trata de uma ideia dificil e é indtil proteld-la...
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B e, -
Sucessoes

Nocéo de limite de uma sucessao

As Metas Curriculares preveem um certo numero de demonstragdes
extremamente simples que permitem, em particular, adquirir de forma mais

segura a nogdo de limite:

SUC11-6.2: Provar que o limite de uma sucessdo, se existir, é tnico. ‘

Sejam I, e I, dois intervalos centrados respetivamente em a e b que ndo se
intersetam. Por exemplo, I, =la—71, a+r[el, =]b—71, b+,

onder = % |b — a| é um quarto da distancia de a a b.

a b

Os termos da sucessdo ndo podem pertencer, a partir de uma ordem p;, a um
dos intervalos e a partir de uma ordem p, ao outro.

Qualquer termo de ordem n simultaneamente superior a p; e a p, teria de

pertencer a ambos os intervalos, o que é impossivel...

N g,
Sucessodes

Nocéo de limite de uma sucesséo

SUC11-6.9:

s P P x an+b
Estabelecer, utilizando a definigdo, o limite de sucessoes da forma u,, = nrd

= 2n+1
Exemplo: Mostre que a sucessdo de termo geral u,, = = tende paral = 2.

a. Determine uma ordem a partir da qual u,, €]1,99; 2,01[.

Uy
1,99 2 201
e e > el S00<n+3 e 497<n
ta 100~ [n+3 100 n+3 100 2

b. Mostre que limu,, =2.

5 5 5
Sejad>0. lun—2/<de——<d ©=><n+3 ©--3<n

n+3 d d
c. A partir de que ordem 2 é uma aproximagao de w,, com erro inferior a 10752
% —3=1500000— 3 =499 997. A partir da ordem p = 499 998.
e,
Sucessodes

Nogao de limite de uma sucessao

Limites infinitos

O significado de limu,, = +co e de lim u,, = —oo é apresentado nos descritores
SUC11-6.5 e SUC11-6.6.

Diz-se que lim u,, = 400 se os termos u,, sdo superiores, a partir de certa ordem,
a qualquer numero real L > 0 prefixado, isto é:

Para todo o L > 0, existe uma ordem p € N tal que:
nzp=u,>L
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e,

Sucessoes

Nocéo de limite de uma sucessao

SUC11-6.9:

s s~ e ~ an+b
Estabelecer, utilizando a defini¢do, o limite de sucessdes da forma u,, =

cntd

Exemplo: u, =2n + 3

Um exemplo um pouco mais complexo: U, = n?—4n+2

a. Determine uma ordem a partir da qual u,, > 2000.

2000
Ug7

u, >2000 & (n—2)2—2>2000 < (n—2)2>2002 < n>v2002+2 ~ 46,7

b. Mostre que lim u,, = + .

SejaL > 0.
u,>Le n—2)2-2>1L o m-2)2>L+2 eon>VL+2+2

Funcodes

Filipe Oliveira

O Elkee

g,

Fungdes de variavel real
Limite segundo Heine

Seja f uma fungdo real de variavel reale [ € R.
Consideramos ainda um nimero real a pertencente a conjunto que explicitaremos mais tarde.

Definigdo Diz-se que «! é o limite de f quando x tende para a» se para toda a sucessao
(x,) com valores no dominio de f tal que:
e limx, =a

lim f(x,) =1

Definigdo bis Diz-se que «l é o limite de f quando x tende para a» se para toda a
sucessdo () com valores no dominio de f tal que:

¢ limx, =a

* paratodoon, x, #a

lim f(x,) =1
1. Ambas as versdes sdo casos particulares de uma nogdo mais geral de limite,
o «limite segundo uma base de filtro».

2. Qualquer uma delas é consensualmente aceite como adequada a introdugdo da nogao de
limite a nivel elementar, havendo preferéncia por uma ou por outra consoante os autores.

Iremos listar algumas das vantagens da utilizagdo da primeira defini¢do de limite no intuito
de esclarecer a razdo dessa escolha no contexto de um Programa do 11.° ano.

‘ Uma primeira observagdo: A primeira defini¢do é mais simples de formular! ‘
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T2

Funcdes de variavel real

Limite segundo Heine

Fixemos algum vocabulario e algumas notagdes.

Definigdo Diz-se que «![ é o limite de f quando x tende para a» se para toda a
sucessdo (x,,) de valores no dominio de f tal que:
e limx, =a

lim f(x,) =1

Nesta situagdo, diremos que «l é o limite de f em a». Notagdo [ = }iﬂ}lf(x).

Definigdo bis Diz-se que «l é o limite de f quando x tende para a» se para toda a
sucessdo (x,,) de valores no dominio de f tal que:

e limx, =a

* paratodoon, x, # a

lim f(x,) =1

Nesta situagdo, diremos que «l é o limite de f em a por valores diferentes».

Notagdo | = xlgrﬂ\ Jfi€9)8

Outras notagdes usuais para este limite: lim f(x), J}m f(x)
a

e,

Funcdes de variavel real

Limites

Em que pontos a € R ¢ licito, a partida, considerar o limite de uma dada fungéo f ?

Para calcular este limite, é necessario que exista pelo menos uma sucessdo de
elementos de Dy de limite a. (Caso contrario perde-se a unicidade do limite!)

Ao conjunto de pontos nessas condi¢Bes € usual chamar-se «aderéncia de Dy» (D7)

e 3os respetivos elementos «pontos aderentes a D ».

Séo os pontos a tais que qualquer vizinhanga de a interseta Dy. ‘

Dy

Dy

| Dr={xeR:va>0lx—dx+dlnD %9} |

Note-se que em particular Dy © D_f

T2

Fungdes de variavel real

Limites

Em que pontos a € R é licito, a partida, considerar o limite de uma dada fungdo f ?

Para calcular este limite, é necessario que exista pelo menos uma sucessdo de
elementos de Dy, todos distintos de a e de limite a.

Ao conjunto de pontos nessas condi¢Ses € usual chamar-se «derivado de Dy» (D'f) e

aos respetivos elementos «pontos de acumulagéo de Dy.

Sdo os pontos a tais que qualquer vizinhanga de a interseta Df\{a} ‘

Dy

D's

‘D' ={xeR: Vd>0,]x—d,x+d[an\{a}¢¢}‘
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s,

Fungdes de variavel real

Limites

Dy

Dy

D'y

E facil justificar que D'y  Dy.

A defini¢do de ponto de acumulagdo é mais complexa do que a de ponto aderente e a
experiéncia letiva mostra que se trata de um conceito menos acessivel aos alunos.

Este facto introduz uma complexidade suplementar no ensino destes conteddos sem
que dai advenha qualquer proveito.

eE,

Fungdes de variavel real

Limite segundo Heine

Estamos agora em condi¢des de indicar as duas defini¢des
alternativas, de forma completa:
Seja f uma funcdo real de varidvel reale | € R.

Defini¢do Dado a € D7 diz-se que «l é o limite de f quando x tende para a» se
para toda a sucessdo (x,,) com valores no dominio de f tal que:
* limx,=a

lim f(x,) =1

Defini¢do Dado a € D’f, diz-se que «l é o limite de f quando x tende para a por
valores diferentes» se para toda a sucessdo (x,) com valores no dominio de f tal
que:

¢ limx,=a

e paratodoon, x, #a

lim f(x,) =1

e,

Fungdes de variavel real

Limites

Exercicio Explicite o derivado e a aderéncia dos seguintes conjuntos:

1.D =] -3,7]U {10}

2.D = {1,2,4}

3.D={x= n

N

1

line

n
4_D={O}U{x=%:nEN}

5.D0=Q
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T2

Funcdes de variavel real

Limites

‘ Pequeno apontamento relativo ao dominio de fungdes ‘

Um pouco por todo o mundo, é muito usual, no Ensino Basico e Secunddrio,
definir-se uma funcdo a partir de uma expressdo que a defina, sendo o
respetivo dominio o conjunto dos nimeros para os quais a expressdo faz
sentido.

e,

Funcdes de variavel real

Limites

‘ Pequeno apontamento relativo ao dominio de fungdes ‘

JPERACOES SORBRE FUNGIES

& extracehes de vaiz. — Dadax duas

Determine o dominio da fungdo:

a.fx) =22

b.g(x):m+\/x—5

x-3

fog() = f(g(x) a4

hemulas:
Dyog = {x € Dy: g(x) € D}

mposigio

T2

Fungdes de variavel real

Limites

Ponto fundamental

O seguinte resultado, de grande utilidade pratica no célculo de limites, estd errado:

Propriedade Sejam f e g duas fungBes e a € R tais que os limites:

Jim fG) e Aim_ g (x)

existem.

Entéo:
Jim (£ + () = lim fGO+ Jim_g(o)

Jim fGgG) = lim fG)x lim g()

x—a
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s,

Fungdes de variavel real

Limites

Ponto fundamental

Exemplo: f(x) =vVx—1, g(x) =v1—x

Dy = [1,+0o[ lin}‘\/xT=0
=
Dy =] — ,1] xlini'vl—x=0

lin’}‘\/)(*l“’ lin}‘\/lf =0
x— x>

Mas ng_(Vx — 1+ V1 —x) ndo existe.

Dyvg=f{llelg Dfyg

Néo existe nenhuma sucess&o com valores no dominio de (Vx — 1 + V1 —x)
que tenda para 1 por valores diferentes de 1...

Fungdes de variavel real

Limites

Ponto fundamental

O resultado torna-se verdadeiro se substituirmos o limite por valores
diferentes pelo limite propriamente dito:

Propriedade Sejam f e g duas fungdes e a € R tais que os limites:

Jmf@) e limg(o

existem.
Entdo:

lim (£() + () = lim £(0) + lim g(x)

lim fGIg(x) = lim f£(x) X lim g(x)

e,

Fungdes de variavel real

Limites

Ponto fundamental

O mesmo problema propaga-se a continuidade, sendo muito aborrecido
que a soma de duas fungdes continuas ndo seja necessariamente
continua...

Com a definigdo usual:

Definigéo Seja f uma funcéo real de variével real e a € Dy.
Diz-se que «f é continua em a» se:
lim f(x) = f(a)
x—a
Afuncdo f diz-se ainda «continua» se for continua em todos os pontos do
respetivo dominio.

As funcdes definidas pelas expressdes f(x) = Vx — 1 e g(x) = V1 — x sdo
continuas, mas f + g ndo é continua:

1€Dryy exlgri‘(f + g)(x) nem sequer existe...
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e, -

Fungdes de variavel real

Limites

Ponto fundamental

Mais uma vez, o resultado torna-se verdadeiro se se considerar a outra
defini¢do de limite:

Propriedade Sejam f e g duas fungdes continuas em a.

Entdo, f + g é continua em a.

Em particular, a soma de duas fung6es continuas é continua.

g, -

Funcgdes de variavel real

Limites

‘ Cuidados a ter nesta troca de defini¢do de limite

Algumas fungdes “deixam de ter limite”. ‘

2
Exemplo: f(x) = {x + ;’ :2; : g

Tem-se lim f(x) = 3 mas lim f(x) ndo existe.
x—0* x—0

A definigdo de continuidade pode ser simplificada ‘

Dada uma fung&o f e um ponto a € Dy, se o limite = lim £ (x) existir, entdo é
x—a

necessariamente igual a f(a).

De facto, tomando a sucessdo (constante) x,, = a, lim f (x,) = f(a).

Defini¢do Seja f : Dy c R — Rea € Dy.

Diz-se que «f é continua em a» se existir o limite )}in}zf(x).
—
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NOTAS
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