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TABELA DE COTAÇÕES 

Nota ao professor: Caso pretenda utilizar o conjunto de itens apresentados como uma avaliaça o intercalar, sugere-se a seguinte 

tabela de cotaço es:  

 

 

PROPOSTAS DE RESOLUÇÃO 

1. Consideremos a seguinte figura, onde D  e  a projeça o ortogonal do ponto C  no lado  AB . 

 

Tem-se que 
5

cos
3

5 5
cos 6 2 5

3 6 3

BD BD
BD BD

BC 


=

=  =  =   = . 

Assim, pelo teorema de Pita goras: 

▪ ( )
22 2 2 2 2 226 2 5 36 4 5 16BC BD CD CD CD CD= +  = +  =  +  =  

▪ 
2

2 2 2 2 2 2

016

25 16 25 16 9 9 3
ADCD

AC AD CD AD AD AD AD AD
=

= +  = +  = −  =  =  =  

Logo, 3 2 5AB AD BD= + = + . 

Resposta: C 
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2. Tem-se que sen cos
2


 
 

− = − 
 

 e ( ) ( ) ( )cos 3 cos 2 cos cos       − = − − = − = − , pelo que: 

( )sen 2cos 3 0 cos 2cos 0 3cos 0 cos 0
2


      
 

− + −   − −   −    
 

 

Assim, como cos 0  , o a ngulo de amplitude   pertence ao primeiro quadrante ou ao quarto 

quadrante. Mas como  ,0  − , conclui-se que o a ngulo de amplitude   pertence ao quarto 

quadrante e, portanto, sen 0   e tg 0  . 

Logo: 

▪ sen 0 cos 0 sen cos 0         (o produto entre um nu mero positivo e um nu mero negativo e  

negativo) 

▪ tg 0 sen 0 tg sen 0       +   (a soma entre dois nu meros negativos e  negativa) 

▪ tg 0 cos 0 tg cos 0        

Portanto, nenhuma das opço es A, B e D e  a correta, pelo que a resposta correta devera  ser a C. 

Verificando: 

Como ( )cos sen cos sen   − = + −  e como sen 0 sen 0  −  , tem-se que: 

( )cos 0 sen 0 cos sen 0 cos sen 0       −   + −   −   

(a soma entre dois nu meros positivos e  positiva) 

 

Resposta: C 

 

3. Tem-se que: 

( )
2 2

1

2 2 21 1 1
sen cos sen 2sen cos cos sen cos 2sen cos

3 3 3
         

=

+ =  + + =  + + =   

                                              
1 1 2

1 2sen cos 2sen cos 1 2sen cos
3 3 3

      + =  = −  = −  

                                              
1

sen cos
3

  = −  

Logo, 

1

2 2

1

3

1 sen 1 sen cos sen cos 1
tg 3

sen 1tg cos cos sen sen cos

cos 3

    


     



=

=−

+
+ = + = + = = = −

−

 

Resposta: A 

 

 

 

 

 

 

 



3 
 

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta 
Matemática 360 10 | Matemática A | 11.º Ano   

© Raiz Editora, 2024. Todos os direitos reservados.  

 

 

 

4. Os vetores u  e v  sa o perpendiculares, pelo que 0u v = . Assim: 

( )4 2 3 6 8 4 3 6 8 0 4 3 6 4 3 6v u w v u v w v w v w − =   −  =   −  =  −  =   

 

                                                       
6 6 3 6 3 3

4 3 12 23

3

34
v w v w v w v w  = −    = −   = −   = −


 

 

Sendo   a amplitude do a ngulo formado pelos vetores v  e w , tem-se: 

 0,

3 3 3 3 5
cos 1 1 cos cos

2 2 2 2 6
v w v w

 


   


 = −    = −    = −  = −  =  

 

Resposta: A 

 

5. Um vetor diretor da reta r  e  
1

3, ,
2

r a
 

− 
 

 e um vetor normal ao plano   e  ( ), 3,12n b −  . 

A reta r  e  paralela ao plano   se r  e n  forem perpendiculares, isto e , se 0r n = . 

Assim, ( ) ( )
1

0 3, , , 3,12 0 3 3 6 0 3 3 6 3 6 2
2

r n a b b a b a a b a b
 

 =  −  − =  − − =  − =  − − =  − = − 
 

 

Logo, ( ) ( )
3 3

2 8a b− = − = − . 

Resposta: B 

 

6.1 Para todo o  ,x   − , tem-se 1 sen 1
2

x 
−   

 
. Assim, para 0k  : 

( )

( )
2

2 2 2

sen 2 2 sen 2 2 2 2
2 2k

k

g x

x x
k k k k k k k k k g x k

+ −
− −

   
−    − −  − +  + −  −   −   

   
 

(Em cada uma das passagens, a funça o toma todos os valores reais entre os extremos do intervalo.) 

Portanto, em funça o de k , o contradomí nio da funça o g  e   2,2 2k− − . Por outro lado, o 

contradomí nio da funça o g  e   2,4− , pelo que 2 2 4 2 6 3k k k− =  =  = .     
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6.2 Como 3k = , a expressa o analí tica da funça o g  fica ( ) 3 2 3sen 1 3sen
2 2

x x
g x

   
= − + = +   

   
. 

Assim, ( )
2

1 2 6sen cos 1 1 3seng x x x− =  − +
2

x
6sen cos 1x x

  
=    

  

1− 3sen 6sen cosx x x− =   

 

                                                        ( )0 6sen cos 3sen 3sen 2cos 1 0x x x x x = +  + =  

    

                                                        3sen 0 2cos 1 0x x =  + =  

 

                                                        
1

sen 0 cos
2

x x =  = −  

 

                                                        
2

2
3

0
2

2
3

xx k k x k
 

   = + = − += +  , k  

Logo: 

▪ se 0k = , enta o 
2 2

0
3 3

x x x
 

=  =  = − ; 0 ,
2




 
 − 
 

, 
2

,
3 2

 


 
 − 
 

 e 
2

,
3 2

 


 
−  − 

 
 

▪ se 1k = , enta o 
4

____
3

x x


=   = ;  ,
2


 

 
 − 
 

 e 
4

,
3 2

 


 
 − 
 

 

▪ se 1k =− , enta o 
4 8

3 3
x x x

 
= −  = −  = − ;  ,

2


 

 
−  − 

 
, 

4
,

3 2

 


 
−  − 

 
 e 

8
,

3 2

 


 
−  − 

 
 

Portanto, o conjunto-soluça o da equaça o no intervalo ,
2




 
− 
 

 e  
2

, ,0
3




 
− − 
 

. 

 

6.3 Tem-se que: 

▪

sen
cos 1 1 2 42

tg tg
2 sen tg tg 4 2

cos
2




 
 

   


 
− 

−   
− = = = −  = −  = − 

   − 
 

 

Assim, como  ,0  −  e tg 0  , conclui-se que o a ngulo de amplitude   pertence ao quatro 

quadrante, pelo que sen 0   e cos 0   

▪ ( ) ( )
sen

2 2
2 sen 1 3sen sen 1 3sen sen

2 2 2
g



   
     

−

+   
+ + + = + − = + + − =   

   
 

                                                  

cos

1 3sen sen 1 3cos sen
2




   

=

 
= + + − = + − 

 
  

 

 

 

 

π

0O

y

x1

2

2π

3

2π

3



5 
 

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta 
Matemática 360 10 | Matemática A | 11.º Ano   

© Raiz Editora, 2024. Todos os direitos reservados.  

 

 

 

Portanto: 

▪ como 2

2

1
1 tg

cos



+ = , tem-se que: 

2

cos

2

2 2 2 0

4 1 16 1 1 1 1 1
1 1 9 cos cos cos

2 9 9 3cos cos cos2 
  

   

 
+ − =  + =  =  =  =  = 
 

                

▪ como 
sen

tg sen tg cos
cos


   


=  =  , tem-se que: 

3

2

2

4 1 4 1 4 2 1 2 2
sen

3 3 2 32 2
 = −  = −   = −  = −  

Logo, ( ) ( )
1 2 3 2 3

2 sen 1 3cos sen 1 3 2
3 3 3

g      
 

+ + + = + − = +  − − = +  
 

. 

 

7.1 Vamos representar o reta ngulo num referencial a  nossa escolha, um que seja conveniente, por 

exemplo, um em que A  e  origem do referencial, ou seja, ( )0,0A , D  e G  pertencem ao eixo Oy , e E  e 

B  pertencem ao eixo Ox . 

Assim, se AE AG a= = , com 0a  , e dado que G  e  o ponto me dio de  AD , H  e  o centro do reta ngulo 

 ABCD  e 2AB AD= , enta o:   

( )4 ,0B a , ( )4 ,2C a a  ( )0,2D a , ( ),0E a , ( ),F a a , ( )0,G a  e ( )2 ,H a a  

 

Portanto,      

2 2 2 2 24 2 8 7
EBCDGF ABCD AEFG

A A A AB AD AE a a a a a a= − =  − =  − = − =  

Por outro lado: 

▪ ( ) ( ) ( )4 ,2 0, 4 ,GC C G a a a a a= − = − =   

▪ ( ) ( ) ( )4 ,0 2 , 2 ,HB B H a a a a a= − = − = −  

 ( ) ( ) ( )  
2 2 24 , 2 , 4 2 8 7

EBCDGF
GC HB a a a a a a a a a a a A =  − =  +  − = − = =  

 

 

 

y

x4a

2a

a

a
HF

E

G

C

B

D

A
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7.2.1 Como a amplitude do a ngulo OPB  e  
5

6


, a inclinaça o da reta AB  e  

5

6 6

 
 − = . 

 

Logo, o declive da reta AB  e  igual a 
3

tg
6 3

 
= 

 
, pelo que a equaça o reduzida da reta AB  e  da forma: 

3

3
y x b= + , com b  

Como o ponto ( )3, 2A − −  pertence a  reta AB , substituindo as suas coordenadas na equaça o, tem-se:  

( )3 3
2 3 2 2 1 1

3 3
b b b b− =  − + − = − + − = − +  = −  

Portanto, uma equaça o da reta AB  e  
3

3
1 3 3 3 3 3 3 0

3
y x y x y x


= −  = −  − + = . 

 

 

7.2.2 O ponto R  pertence a  reta AB , pelo que as suas coordenadas sa o da forma 
3

, 1
3

x x
 

−  
 

. 

Tem-se que: 

▪o declive da reta AB  e  
3

3
, pelo que ( )3, 3u  e  um vetor diretor da reta AB ; 

▪as retas RS  e AB  sa o perpendiculares se RS  e u  forem perpendiculares, ou seja, se 0RS u = . 

 

 

 

 

 

 

 

y

xO

π

6

5π

6

P

C

B

A

D
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Como 
7 3 3 7 3 3

, 2 , 1 , 1
3 3 3 3

RS S R x x x x
     

= − = − − − − = − − − −          
     

, tem-se: 

( )7 3 3 7 3 3
0 , 1 3, 3 0 3 3 1 0

3 3 3 3
RS u x x x x

     
 =  − − − −  =   − − +  − − =           

     
 

 

                                7 3 3 3 0 4 8 3 0 4 8 3 2 3x x x x x− − − − = − − = − =  = −  

 

Logo, as coordenadas do ponto R  sa o ( )3
2 3, 2 3 1

3

 
−  − −  
 

, ou seja, ( )2 3, 3− −  

 

8.1 O lugar geome trico dos pontos ( ), ,P x y z  do espaço que satisfazem a equaça o 0AP CP =  e  a 

superfí cie esfe rica de dia metro  AC : 

 
 

Como o ponto C  pertence ao eixo Oz , as suas coordenadas sa o da forma ( )0,0, z . Por outro lado, o ponto 

C  tambe m pertence ao plano ABC , pelo que, substituindo ( )0,0, z  na equaça o do plano, obte m--se 

2 0 0 2 8 2 8 4z z z + + =  =  = . Logo, ( )0,0,4C . 

Como A C CA C AC= + = − , as coordenadas do ponto A , sa o ( ) ( ) ( )0,0,4 4,4,2 4, 4,2− − = −  

Assim: 

▪ ( ) ( ) ( ), , 4, 4,2 4, 4, 2AP P A x y z x y z= − = − − = − + −  

▪ ( ) ( ) ( ), , 0,0,4 , , 4CP P C x y z x y z= − = − = −  

Logo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 4, 4, 2 , , 4 0 4 4 2 4 0AP CP x y z x y z x x y y z z =  − + −  − =  − + + + − − =   

                                  2 2 2 2 2 24 4 4 2 8 0 4 4 6 8 0x x y y z z z x y z x y z − + − + − − + =  + + − − − + =  

 

Portanto, uma equaça o cartesiana da superfí cie esfe rica de dia metro  AC  e : 

2 2 2 4 4 6 8 0x y z x y z+ + − − − + =  

 



8 
 

Carlos Andrade | José Carlos Pereira | Pedro Pimenta 
Matemática 360 10 | Matemática A | 11.º Ano   

© Raiz Editora, 2024. Todos os direitos reservados.  

 

 

 

Outra resolução: 

Para determinarmos uma equaça o cartesiana da superfí cie esfe rica de dia metro  AC , podemos 

começar por determinar o seu centro, que e  o ponto me dio do segmento de reta  AC . Para tal, 

precisamos das coordenadas do ponto C . 

Assim, se ao ponto C  adicionarmos metade do vetor CA , obtemos o ponto M , o centro da superfí cie 

esfe rica.  

Logo, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0,0,4 4,4,2 0,0,4 2, 2, 1 2, 2,3
2 2 2

M C CA C AC= + = − = − − = + − − = − . 

A medida do raio e  ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 2 0 2 4 3 4 4 1 9 3CM = − + + + − = + + = = . 

Portanto, uma equaça o cartesiana da superfí cie esfe rica de dia metro  AC  e : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 222 2 3 3 2 2 3 9x y z x y z− + + + − =  − + + + − =  

A equaça o ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 3 9x y z− + + + − =  e  equivalente a  equaça o 2 2 2 4 4 6 8 0x y z x y z+ + − − − + = . De 

facto: 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 22 2 3 9 4 4 4 4 6 9x y z x z y y z z− + + + − =  − + + − + + − + 9=   

                                                                                    2 2 2 4 4 6 8 0x y z x y z + + − − − + =  

 

 

8.2 Seja ( ), ,n a b c  um vetor normal ao plano ACD . 

 
 

Os vetores AC  e ( ) ( ) ( )2,0,0 0,0,4 2,0, 4CD D C= − = − − = − −  sa o dois vetores na o colineares paralelos 

ao plano ACD , pelo que: 

( ) ( )

( ) ( )

, , 4,4,2 0 4 4 2 0 4 4 2 00

, , 2,0, 4 0 2 4 0 2 40

a b c a b c a b cn AC

a b c a c a cn CD

   − = − + + = − + + =  =   
      

 − − = − − = − =  =   

 

                                         
( ) 4 10 0 4 104 2 4 2 0

2 22

b c b cc b c

a c a ca c

+ = = −−  − + + =    
     

= − = −= −    

 

                                         

10 5

4 2

2 2

c c
b b

a c a c

 
= − = − 

  
 

= − = − 

 

 

C

A
D
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Logo, tem-se 
5

2 , ,
2

c
n c c
 
− − 
 

, com  \ 0c . Fazendo 2c = −  (por exemplo), tem-se ( )4,5, 2n − , pelo 

que uma equaça o do plano ACD  e  da forma 4 5 2 0x y z d+ − + = . 

Como o ponto ( )0,0,4C  (por exemplo) pertente ao plano ACD , substituindo as suas coordenadas na 

equaça o do plano, obte m-se: 

4 0 5 0 2 4 0 8 0 8d d d +  −  + =  − + =  =  

∴ : 4 5 2 8 0ACD x y z+ − + =  

 

 

8.3 Consideremos a seguinte figura. 

 

O volume da pira mide e  dado por  

1 1
12 4

3 3
ABC

A DD DD DD   =   = , em que D  e  a projeça o ortogonal 

do ve rtice D  no plano ABC . 

Seja r  a reta perpendicular ao plano ABC  que conte m o ponto D . Assim, a reta r  interseta o plano 

ABC  no ponto D .  

Como a reta r  e  perpendicular ao plano ABC , o vetor  ( )2,1,2n , que e  normal ao plano ABC , e  um 

vetor diretor da reta r  e, portanto, como ( )2,0,0D − , uma equaça o vetorial de r  e : 

( ) ( ) ( ), , 2,0,0 2,1,2x y z k= − + , k  

 

Logo, um ponto gene rico da reta r  e  ( ),2 22 , kkk− + , pelo que, substituindo na equaça o de ABC , tem- 

-se: ( )
12 4

2 2 8 4 4 4 8 9 12
9 3

2 2 2k k kk k kk k k + +  =  − + + + = − + =  =  = . 

 

 

 

 

r

D'

C

A B

D

: 2 2 8ABC x y z+ + =

n
( )2,1,2n
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Portanto, as coordenadas de D  sa o 
4 4 4

2 2 , ,2
3 3 3

 
− +   
 

, ou seja, 
2 4 8

, ,
3 3 3

 
 
 

. 

Enta o 
2 2 2

2 4 8 64 16 64 144
2 0 0 16 4

3 3 3 9 9 9 9
DD

     
 = − − + − + − = + + = = =     

     
. 

∴    

1
4 4 4 16

3
ABCD ABC

V A DD DD =  = =  = . 

 

 

9. Consideremos a seguinte figura, em que F  e  o ponto de intersecça o do lado  AD  com o eixo Ox . 

 

A a rea do trape zio  ABCD  e  dada por 
2

AD BC
EF

+
 .  

Mas como 2AD AF= , 2BC BE=  e 1EF OF= − , tem-se que: 

  ( ) ( )( )
2 2

1 1
2 2

ABCD

AD BC AF BE
A EF OF AF BE OF

+ +
=  =  − = + −  

 

As coordenadas do ponto A sa o ( )cos ,sen  , com cos 0   e sen 0  , e as do ponto B sa o ( )1, tg , 

com tg 0  . Assim, senAF = − , tgBE = −  e cosOF =  e portanto: 

  ( )( ) ( )( ) ( )
sen

1 sen tg 1 cos sen 1 cos
cos

ABCD
A AF BE OF


    



 
= + − = − − − = − − − = 

 
 

                              
sen sen

sen sen cos
cos cos

 
  

 
= − + − + cos sen= −

s

sen
sen cos sen

co
 




+ − +  

                              ( )
2

2

stg

2

en

2

c

1 cos 1 sen
cos sen cos 1 s

s
en tg

co cs o
e

s
s

o
n



 
    

 
=−=

 − 
= − = = − = −  

   
 

F

αO

y

x
E

D

C

B

A


