TESTE N.° 4 — Proposta de resolugao

1. Seja B a amplitude do angulo cujo lado origem é o semieixo positivo das abcissas e o lado extremidade é

a semirreta 04, de tal forma que p = g +a (B € ]n%ﬂ[)

Determinemos as coordenadas dos pontos relevantes em funcéao de §:
A(cos B,sen B); B(cos B,tg B); D(1,tg B); E(—cos B, —sen B); F(0,—sen B)

A area da regido colorida pode ser calculada pela diferenga entre as areas dos tridangulos [ABD] e [OFE].

Assim:
(1—cos B)x(tg B—sen B)  tgB—sen B—cos Bxtg B+sen Bxcos
A[ABD] = > = > =
__ tgB—sen B—sen B+sen BxcosPB
2
__ tgB—2sen B+sen Bxcosf
- 2
—cos Bx(—sen B) sen Bxcos
A[OFE] = =

2 2

tg B—2 sen B+sen Bxcos  sen BxcosB _
2 2 -

__tgB-2senf _

2

A[ABD] - A[OFE] =

=%—sen6=

_ senf

_2cos[3_senB

Como setemque B = g + a, entao:

s
sen sen(-+ « -
—B—sen8=#—sen(—+a) =
2cos B 2cos(5+(x) 2
cosa
= — CoS A =
—-2sena
1
= — — COoS
2tga

2. Areta r tem inclinagao %“, pelo que m, = tg (%“) = —1.

Assim, a equagdo reduzida da retar é do tipoy = —x + b.
Como r interseta o eixo Ox no ponto abcissa 4, tem-seque 0 = -4+ b & b = 4.
Desta forma, a equacgdo reduzidadaretar é y = —x + 4.

Sejam (x, 0) as coordenadas do ponto B. Tem-se que:

BD=D-B= (O,g) —(x,0) = (—x,g)

BC=C—-B=(4,0)—(x,0)=(4—x0)
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Sabe-se que BD - BC = 45, pelo que:

5
(—x,i).(4—x,0)=45(:)—4x+x2=45<:>x2—4x—45=0

_ 4+y/(—4)%—-4x1x(—45)

Sx
2%x1
44+/196
Sx =
4+13
S x =—
2
Sx=-5vx=9

O ponto B tem abcissa negativa, logo x = —5 e as suas coordenadas sao (-5, 0).

5

. . - 0— 1

Determinemos, agora, o declive da reta s: 2222 = —2 ==
XB—Xp -5-0 2

Como a reta s interseta o eixo Oy no ponto D, de ordenada % aequacdo reduzidadaretar éy = %x + g

A é o ponto de intersecdo das retas r e s, pelo que se tem:
—x+4=%x+g(:)—2x+8=x+5
< 3x =3
Sx=1
Substituindo x por 1 na equagao da reta r, por exemplo:
y=—14+4=3
Assim, as coordenadas do ponto A4 sao (1, 3).
Seja a a amplitude do angulo DAC.
i5-i -5
[4D][|[Ac| @ e

cosa =

3

Assim, a = cos ™! ( 2

V5, V18

z

> ~ 108°.

Desta forma, a amplitude do angulo DAC, com arredondamento

as unidades, é 108°.

3. Opgao (C)

Calculo auxiliar
A =D A—(OS) (13)—(1 1)
- "2 R )

AC=C—-A=(40)—(1,3)=(3-3)
ER—( 1 1) (3,-3) = 3+3— 3
R Y S 27 2
1)2_\/3
2

I4¢] = V3 7 (37 = V8

0] = |2+ (-3) =3

Sejam (-2, 3, a) as coordenadas de um vetor diretor da reta r e (b, —2,4) as coordenadas de um

vetor normal ao plano £.
Uma vez que a reta r € paralela ao plano 8, tem-se que:
(-2,3,a).(b,-2,4)=0= —-2b—6+4a =0

& 2a—-b-3=0

& b=2a-3
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4. O ponto A pertence ao plano que contém a base do cone, pelo que:
a+2x3a—2QRa+1)—-4=0a+6a—4a—-2—-4=0
< 3a=6
Sa=2
Daqui se conclui que o ponto A tem coordenadas (2,6,5).
Como a abcissa do vértice V é igual ao quadruplo da sua cota, podemos concluir que as
coordenadas do vértice V sdo da forma (4z,y, z).
Sejam (1, 2, —2) as coordenadas de um vetor normal ao plano que contém a base do cone.
V=A+4+k(1,2,-2),keR
Desta forma, (4z,v,z) = (2,6,5) + k(1,2,-2) © (4z,y,z) = 2+ k,6 + 2k,5 — 2k), logo:

4z =2+k 45-2k)=2+k 20—8k=2+k
{y=6+2k(:>{ y=6+2k = y=6+2k
z=5—-2k z=5-2k z=5-—2k
9k = 18
Sy =6+2k
z=5-2k
k=2
Sy =6+2x2
z=5-2x%x2
k=2
= y:lO
z=1

Assim, as coordenadas do vértice V sdo (4,10,1).

VA=A-V=(2,65) —(4,10,1) = (-2,—4,4)

V| = /(=22 + (=4) + (4)2 =36 = 6

Assim, a equacgao reduzida da superficie esférica de centro no ponto A e que passa pelo vértice V é:
(x—=2)2+(@y—-6)+(z—-5)?*=36

5. Opgao (C)
A opgao (A) é falsa, pois:

Upg25 — Uppze = 3 — COS (20265n) - (3 — cos (zozzm)) =
=3 —cos(337m+>) — 3 +cos (337m+ ) =

= —CoS (3—7[) + cos (1‘[ + E) =
2 3
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A opgao (B) é falsa, pois:

u1=3—cos(g)=3—§

2m g 1 5
uz=3—cos<?):3—cos(§)=3—§=§

127
u12=3—COS<T>=3—COS(2T[)=3—1=2

u; < u, €u, > 1y, ,logo asucessio (u,) ndo é mondtona.

A opcgao (C) é verdadeira, pois:

vn e N,—1 < cos (%) <1, peloque,Vvn €N, 2 <3 —cos (%) < 4, logo a sucessao (u,) € limitada.

A opcéo (D) é falsa, pois ndo existe lim (3 — cos (%)) logo a sucessao (u,) ndo é convergente.

{Zug =3us; — 8 @{Z(ul +7r) =3(uy +4r) — 8 {Zul + 14r =3u; + 12r — 8

Wy +up =88 Tlwu +13r+u, +19r =88 2u, +32r = 88
(:){ u, =2r+8
u; +16r = 44

u, =2r+8
2r+ 8+ 16r =44

{
{u1=2r+8
{

)

)

18r = 36
U =2x2+8
r=2
{u1=12
r=2

)

=4

Termo geral da progressao aritmética: u, =12+ (n—-1) X2 © u, = 2n+ 10
Assim:
U, =68 2n+10=68= 2n=58 < n =29

29 € N, pelo que 68 é termo da progressao.

.2a+6—-(a+1)=6a+2—-(2a+6)=2a+6—-—a—-1=6a+2-2a—6
< 3a=9
©a=3
Assim,a+1=4,2a+6 =12 e 6a+ 2 = 20.Destaforma,r =12 -4 =8.
Assim, a raz&o da progressao geométrica (1,,) € igual a % = 2.
Uma vez que a soma dos sete primeiros termos de (v,,) € 384, tem-se que:
1-27 384
T 127

S7=U1X
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8. Opgao (D)

Opgéao (A): lim f:zl:i = lim nzgig) = lim "(Z:iiz) = +%o =0

Opcio (B): limﬁ? = lim (ﬁ)(%%) = lim (n+zr)'afm) = lim
Opgéao (C): lim (g)n =0
qmamoyum‘ﬁjl=hmfgggﬁ=nm"ﬁ:f)=+WT4°=_

9. 1—a); Il —c); - b); IV—c)

_14-3x7 _ 7
Q7 = 37+1 15
46  14-3n 46

Ih=—rm 57" n & 41(14 — 3n) = —46(2n+ 1)
neN
< 574 —123n = —-92n — 46
< 31n =620
on=20

14-3(n+1) 14-3n 11-3n  14-3n
p+1 — Ap = - = - =

2(n+1)+1  2n+1  2n+3  2n+1

_ (11-3n)(2n+1)-(14-3n)(2n+3) _
- (2n+3)(2n+1) -

22n+11-6n2-3n—-28n—-42+6n%+9n _

(2n+3)(2n+1)
-31
(2n+3)(2n+1)
-31

—a, = ,VneN
1= = o D+ 1)

vn €N, 2n+3)(2n+1) > 0, pelo que Vn € N, ———

(2n+3)(2n+1) <0

Desta forma, conclui-se que, como a,,.; — a, < 0,Vn € N, entdo (a,) € mondtona decrescente.

e T T
lm<Z>_lm14—3n_lm14—3n_
2Zn+1
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~ sy . . ~ 2 4 .
A soma de todos os termos da progressao geométrica de primeiro termo 1 e razéo ;€ obtida por:

1im<1><1'1(—§2)n>=1im<ﬂ)=ﬂ=3

1 1
3 3

10. 1im(ﬂ)—M—i=o

Wn - lim(wy) T e

Calculos auxiliares
lim(u,) = lim(\/n2 +3- n) =

. (VnZ+3-n)(VnZ+3+n)
=lim——~—————=
Vn2+3+n

lim(w,,) = lim(5™*1 — 3") =

=lim(5"(5—z—:))=

. n?+3-n? . n n
= = =m(5(5- (")) =
. 3
= lm e = = +oo(5-0) =
+00
=0
11. Opcéo (B)
1
. . 1+4n . n(—+4)
lim(u,) = lim (—) = lim—=2——==
Vn2+3 n2(1+n_32)
_on(z+4) 24
= lim —& = lim 2 =
n |1+ 1+
0
=y
1
. . . 12-3x - —
lim f(un) = ;m f(x) = gﬂm = Calculo auxiliar
12-3x=-3(x—4
= lim =& _ ’ ey
x—4 (x—4) (x+5) 1 1 =20
— lim = = 4 4 20
x—4 x+5 ‘ 1 5 0
— 3 —
~— T 9 x2+x—-20=(x—4)(x+5)
-1
T3
2 Calculos auxiliares
x“=2x+1
gx) x%2-2x+1 5 5
12. 22> 00 —2— > - == - *=2x+1=0x-1)?=0x=1
Fx) f(x) xf(x)
xf(x)=02x=0Vf(x) =0ox=0Vx=—-2Vx=3
x —0 =2 0 1 3 +oo
x2—2x+1 + - + - + 0 + + +
x - - - 0 + + + + +
f(x) + 0 + + + + + 0 -
x2-2x+1
W - n.d. - n.d + 0 + n.d. -
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Assim:

IS 0 0<x<3

JCI

C.S.=1]0,3[

13. Comecemos por determinar analiticamente as coordenadas do ponto A:

—2x+10
=0
xX—=2

©-2x+10=0Ax—-2+0

fx)=0s

Sx=5Ax#2
O ponto A tem coordenadas (5, 0).

As coordenadas do ponto B, em fungao de b, s&o (b, f(b)).

ﬁ=6,logo\/(b—5)2+(f(b)—02=6®\/(b—5)2+(f(b))2:6-

Utilizando x como variavel independente:

\[(x —5)2+ (f(0) =6

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:

Y1 =\/(x—5)2 +(f@)’, 2<x<6

y2=6
ylk
6 B
N1
0 21 2792 A 8 X

Assim, o valor de b, arredondado as milésimas, é 2,792.
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