TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

1. Opgao (A)
Seja a a amplitude do angulo cujo lado origem € o semieixo positivo das abcissas e o lado
extremidade é a semirreta OP.
P pertence ao 3.° quadrante, logo 180° < a < 270°.
P pertence a circunferéncia de centro na origem e raio 4, pelo que a sua abcissa, em fungao de
a, é 4 cos a.

Uma vez que a abcissa do ponto P é —2, entao:

2 1
4cosa=—2<=>cosa:—1=>cosa=—§

Desta forma, o = 240°.

O ponto B é obtido a partir do ponto P por uma rotagao de centro no ponto O e amplitude 90°,
logo as suas coordenadas, em fungdo de o, s&o (4 cos(a+ 90°),4 sen(a + 90°)), isto &,
(—4sen a, 4 cos ).

Como a = 240°, B tem coordenadas (—4 sen 240°, 4 cos 240°) = (@,4 x (— %)) = (2v3,-2).

Determinemos, agora, a area do triangulo [0AB]:
4x|-2|

4
2

2. Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos A e B, pontos de intersegéo dos graficos
de fedeg:
s
f(x) =g(x) © 2sen?(—x) + 4 = 7cos(—x+§) +1e2sen?x+4=7senx+1

& 2sen’x —7senx+3=0

7+ (=7)2-4%x2x%3

2X2

& senx =

7+5
& senx = T

1
& senx =3 V senx =7
N————
equacio impossivel

<:>x25+2k1'r \Y x=5?n+2k1'r, keZ

2T 5Tt T 51
xe]——,—[,logmc:— V x ==—.
33 6 6

F(E) = zsen (D) 4= 2 (2) +4-2
9
2

As coordenadas dos pontos A e B sédo (g—) e (5?“3) respetivamente.
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Determinemos, agora, as coordenadas dos pontos C e D.
O argumento da fungéo cosseno toma valores de um intervalo com amplitude superior a 2.
O contradominio da fung&o definida por y = cos (—x + g) é[-1,1].

. 2 5
Assim, Vx € ]—?“?“ :

—1Scos(—x+§)$1(:) —7S7cos(—x+§)£7
=) —6£7cos(—x+§)+1£8

Uma vez que os pontos C e D s&o pontos do grafico de g cuja ordenada € minima, concluimos
que ambos tém ordenada —6.
g(x) = —6 & 7cos (—x +E) +1=-6
2
T
& cos (—x +;) =-1
<:>—x+§:1'[+2k1'[, keZ
<:>—x=§+2kn, keZ
(:)x=—g+2kn, keZ
3n

[,Iogox=—EV X=—S42nesx=-v x=1
2 2 2 2

2m 5T
xe]-im
3°3

As coordenadas dos pontos C e D sao (—g —6) e (37“ —6), respetivamente.
Desta forma, a area do trapézio [ABCD] é igual a:

CE+ap(5-8) (2+6) = T2
2

2 2 2

4m 21

3 2
= 141

3.1 Opg¢ao (C)
Seja a a amplitude do angulo formado pelos vetores CAeCB.
CA.CB = ||CA| x ||CB|| x cos a & CA.CB = /40 x v40 x cos a
& CA.CB = 40 cos «

2
V40
ax(2 ) _ 4om

. o . . 40T
A area da regiao colorida & - logo .

Assim:

— 2m
CA.CB = 40cosa = 40 cos <?> =40 X (——) =-20
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3.2 sen (—[3 - g) = —cosf

O ponto C, centro da circunferéncia, tem coordenadas (2, 4).
D é um ponto da circunferéncia e tem ordenada igual a abcissa do ponto C, isto &, a sua
ordenada é 2.
Determinemos a abcissa do ponto D:
(x—2)2+Q2-4)2=40= (x—2)2+4 =40
o (x—2)2=36
Sx—2=-6V x—2=6
Sx=—-4V x=28
O ponto D tem abcissa negativa, logo as suas coordenadas sio (—4, 2).
CD=D-C=(-42)-(2,4) = (-6,-2)
O declive da reta CD é igual a :—2 = %

A reta t é perpendicular a reta CD, pelo que o seu declive é _Tl = —3.

3

Sendo f ainclinagéo da reta t, tem-se que tg B = —3.

tg?f+1= ! e (-3)2%2+1= !
g B ~ cos2 B ~ cos2 B

1
< 10 = o’ p

<:>c0528=1—10

ComotgB <0epe[0,m[, entdo cosB < 0, pelo que cos B = —\/% = —%.

Logo, sen (—B - g) = —cosf = @.

10

4.1 O ponto R pertence ao plano a, tem cota nula e a abcissa é simétrica da sua ordenada, logo
as suas coordenadas sao do tipo (—y,y,0).
Uma vez que R pertence ao plano a, tem-se que:
2y+6y+3x0—-8=0<8y=38
eoy=1
Assim, o ponto R tem coordenadas (-1, 1, 0).

Seja M o ponto médio de [RC].

~ —-14+6 1+10 043 5 11 3
As coordenadas de M sao ( S T) = (5,7,5).

Seja P um qualquer ponto de coordenadas (x, y, z) pertencente ao plano mediador de [RC].
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Tem-se que:

— 5 11 3
MP.RC=0(:)(x—z,y—T,z—E).%—(—1),10—1,3—0)=0

@(x—%,y—%,z—%).(%%?)):o

(:)7(x—§)+9(y—%)+3(z—§)=0
@7x—32—5+9y—%+3z—§=0
143

<:>7x+9y+32—7=0

© 14x+ 18y +6z—143 =0

4.2 Opcao (D)

Uma equacéo cartesiana do plano paralelo ao plano o € da forma —2x + 6y +3z+d = 0,
comd € R.

O ponto de coordenadas (1, —3,5) pertence ao plano, logo:
—2x1+6x(-3)+3x54+4d=0-2-184+15+d=0ed=5

Assim, uma equacéo cartesiana do plano paralelo ao plano a € que passa no ponto de
coordenadas (1,—3,5)é —2x+ 6y +3z+5=0.

4.3 Comecemos por determinar as coordenadas do ponto A.

Uma equacéo vetorial da reta perpendicular ao plano a e que contém o centro da superficie
esférica é (x,y,2) = (6,10,3) + k(—2,6,3),k € R, pelo que um ponto genérico desta reta é
da forma (6 — 2k, 10 + 6k,3 + 3k), com k € R.
Substituindo as coordenadas do ponto genérico da reta na equagao do plano a, obtém-se:
—2(6—2k)+6(10 +6k) +3(3+3k)—8=0= —12+4k+60+36k+9+9% —8=0

< 49k = —49

ok=-1
Assim, A(6 — 2 x (—1),10 + 6 x (—1),3 + 3 x (—1)), ou seja, A(8,4,0).
[AB] é um didmetro da superficie esférica, logo B = A + 24C.
AC=C—A=(6,10,3) — (8,4,0) = (-2,6,3)
Desta forma, B = (8,4,0) + 2(—2,6,3) = (8,4,0) + (—4,12,6) = (4,16, 6).

5. Opgao (B)
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6.u3=31(:)—3u2+5><2 31

& —3u, =21

Su, =-7
U, =-7 -3u; +5x1=-7

o —3u, = -12

cu =4
u=4a=4
vm=aen?-32=4on?>=36

on=6
Nt
nenN

Ovalorden é 6.

7. Opgao (D)
A sucessao (u,) nao & mondtona, pois, por exemplo, u; = —1,u, =1lewus; =—-1,logou; <u, e
Uy > Usz.
_ _2(n+D+1 2n+1
Vn+1 = Vn = 70005 n+s
_2n+3  2n+41
T n+6 n+s
_ (@n+3)(n+5)-(2n+1)(n+6) _
- (n+6)(n+5) -
_ 2n%+10n+3n+15-2n?-12n-n—6 _
- (n+6)(n+5) -
_ 9
T (n+6)(n+5)
i vneN
Vpg1 —Vp = +————,Vn
T T i+ 6)(n+5)
9
vn € N, (TL+6)(7’1+5) >0, pequueVnEN,m> 0.

Desta forma, conclui-se que, como v,,; — v, > 0,Vn € N, entdo (v,,) € monétona crescente.

8.1 Como cada semicircunferéncia, a partir da segunda, tem mais 2 unidades de didmetro do
que a semicircunferéncia anterior, entdo d,,.; — d,, = 2, para qualquer n > 1, sendo (d,) a
sucessao dos diametros das semicircunferéncias. Pelo facto de esta diferenca ser constante,
estamos perante uma sucessao (d,,), que € uma progressao aritmética e a sua razéo é 2.
Destaforma,d; =1ed,=1+2(n—1) =2n—1.

Sendo (¢,,) a sucessao que a cada termo faz corresponder o perimetro da correspondente

mx(2n-1)

semicircunferéncia, temos que ¢, = >
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nXxQn+1)—-1) wx@2n-1)
Chy1 —Cn = 2 - 2 =

=§x(2n+2—1—2n+1)=
=gx2 =, para qualquern > 1.

Como a diferenca entre dois quaisquer termos consecutivos é constante, a sequéncia dos

comprimentos das semicircunferéncias € uma progressao aritmética e a sua razao € .

X (2X1-1 i mX(2x50—-1 991t
8.2 C1=—( )=_;C50=—( )=_
2 2 2 2
m 991
5+

Seo = %x 50 = 251 x 50 = 1250

9. Seja (u,) a progressao aritmética de razédo r e (v,) a progressao geométrica de razéo 3.
Sabe-se que a soma dos dez primeiros termos da progressao aritmética é igual a 255, S,, = 255,
€ que a soma dos quatro primeiros termos da progressao geomeétrica € igual a 240, S, = 240.

Da segunda igualdade, tem-se que:
_ 24
S4=v1x%=240<:>v1><40=240

<=>v1:6

Como o primeiro termo de (u,) é igual a metade do primeiro termo de (v,,), entao:

U =6+2=3
Da primeira igualdade, tem-se que:
Si0 = 255 @%X 10 = 255
© 6+ 9r =51
& 9r =45
or=5

Assim, a raz&o da progressao aritmética é 5.
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