
 

                   Teste N.º 3 de Matemática A 11.º Ano                                                                  Expoente11 | Daniela Raposo e Luzia Gomes  
                     Com colaboração de Daniela Breda 

TESTE N.º 3 – Proposta de resolução 
 
1. Opção (A) 

2.  

Seja α a amplitude do ângulo cujo lado origem é o semieixo positivo das abcissas e o lado 

extremidade é a semirreta 𝑂𝑃ሶ .  

𝑃 pertence ao 3.º quadrante, logo 180° ൏ α ൏ 270°.  

𝑃 pertence à circunferência de centro na origem e raio 4, pelo que a sua abcissa, em função de 

α, é 4 cos α.  

Uma vez que a abcissa do ponto 𝑃 é െ2, então: 

4 cos α ൌ െ2 ⟺ cos α ൌ െ
2
4
⟺ cos α ൌ െ

1
2

 

Desta forma, α ൌ 240°. 

O ponto 𝐵 é obtido a partir do ponto 𝑃 por uma rotação de centro no ponto 𝑂 e amplitude 90°, 

logo as suas coordenadas, em função de α, são ൫4 cosሺα ൅ 90°ሻ, 4 senሺα ൅ 90°ሻ൯, isto é, 

ሺെ4 sen α, 4 cos αሻ. 

Como α ൌ 240°, 𝐵 tem coordenadas ሺെ4 sen 240°, 4 cos 240°ሻ ൌ ቆ
ସ√ଷ

ଶ
, 4 ൈ ቀെ

ଵ

ଶ
ቁቇ ൌ ൫2√3,െ2൯. 

Determinemos, agora, a área do triângulo ሾ𝑂𝐴𝐵ሿ: 

4 ൈ |െ2|

2
ൌ 4 

 

2. Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos 𝐴 e 𝐵, pontos de interseção dos gráficos 

de 𝑓 e de 𝑔: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⟺ 2 senଶሺെ𝑥ሻ ൅ 4 ൌ 7 cos ቀെ𝑥 ൅
π
2
ቁ ൅ 1 ⟺ 2 senଶ 𝑥 ൅ 4 ൌ 7 sen 𝑥 ൅ 1 

                                                                                    ⟺ 2 senଶ 𝑥 െ 7 sen 𝑥 ൅ 3 ൌ 0 

                                                                                         ⟺ sen 𝑥 ൌ
଻േඥሺି଻ሻమିସൈଶൈଷ

ଶൈଶ
 

                                                                                    ⟺ sen 𝑥 ൌ
଻േହ

ସ
 

                                                                                    ⟺ sen 𝑥 ൌ 3ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ୣ୯୳ୟçã୭ ୧୫୮୭ୱୱí୴ୣ୪

 ∨   sen 𝑥 ൌ
ଵ

ଶ
 

                                                                                   ⟺ 𝑥 ൌ
஠

଺
൅ 2𝑘π   ∨   𝑥 ൌ

ହ஠

଺
൅ 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ  

 

𝑥 ∈ ቃെ
ଶ஠

ଷ
,
ହ஠

ଷ
ቂ, logo 𝑥 ൌ

஠

଺
  ∨  𝑥 ൌ

ହ஠

଺
. 

𝑓 ቀ
π
6
ቁ ൌ 2 senଶ ቀെ

π
6
ቁ ൅ 4 ൌ 2 ൈ ൬

1
2
൰
ଶ

൅ 4 ൌ
9
2

 

As coordenadas dos pontos 𝐴 e 𝐵 são ቀ
஠

଺
,
ଽ

ଶ
ቁ e  ቀ

ହ஠

଺
,
ଽ

ଶ
ቁ, respetivamente. 
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Determinemos, agora, as coordenadas dos pontos 𝐶 e 𝐷. 

 O argumento da função cosseno toma valores de um intervalo com amplitude superior a 2π. 

 O contradomínio da função definida por 𝑦 ൌ cos ቀെ𝑥 ൅
஠

ଶ
ቁ é ሾെ1, 1ሿ. 

 Assim, ∀𝑥 ∈ ቃെ
ଶ஠

ଷ
,
ହ஠

ଷ
ቂ: 

     െ1 ൑ cos ቀെ𝑥 ൅
஠

ଶ
ቁ ൑ 1 ⟺  െ7 ൑ 7 cos ቀെ𝑥 ൅

஠

ଶ
ቁ ൑ 7 

                                 ⟺  െ6 ൑ 7 cos ቀെ𝑥 ൅
஠

ଶ
ቁ ൅ 1 ൑ 8   

Uma vez que os pontos 𝐶 e 𝐷 são pontos do gráfico de 𝑔 cuja ordenada é mínima, concluímos 

que ambos têm ordenada െ6. 

     𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ െ6 ⟺ 7cos ቀെ𝑥 ൅
஠

ଶ
ቁ ൅ 1 ൌ െ6 

                       ⟺ cos ቀെ𝑥 ൅
஠

ଶ
ቁ ൌ െ1 

                       ⟺െ𝑥 ൅
஠

ଶ
ൌ π ൅ 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ  

                       ⟺െ𝑥 ൌ
஠

ଶ
൅ 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ 

                       ⟺ 𝑥 ൌ െ
஠

ଶ
൅ 2𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ 

𝑥 ∈ ቃെ
ଶ஠

ଷ
,
ହ஠

ଷ
ቂ, logo 𝑥 ൌ െ

஠

ଶ
 ∨   𝑥 ൌ െ

஠

ଶ
൅ 2π ⟺ 𝑥 ൌ െ

஠

ଶ
  ∨   𝑥 ൌ

ଷ஠

ଶ
. 

As coordenadas dos pontos 𝐶 e 𝐷 são ቀെ
஠

ଶ
,െ6ቁ e ቀ

ଷ஠

ଶ
,െ6ቁ, respetivamente. 

Desta forma, a área do trapézio ሾ𝐴𝐵𝐶𝐷ሿ é igual a: 

 
ቀ
యಘ
మ

 ା 
ಘ
మ
ቁାቀ

ఱಘ
ల

 – 
ಘ
ల
ቁ

ଶ
ൈ ቀ

ଽ

ଶ
൅ 6ቁ ൌ

ଶ஠ ା 
మಘ
య

ଶ
ൈ

ଶଵ

ଶ
ൌ 

                                           ൌ
ସ஠

ଷ
ൈ

ଶଵ

ଶ
ൌ 

                                           ൌ 14π 

 

3.  

3.1 Opção (C) 

Seja α a amplitude do ângulo formado pelos vetores 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗  e 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ .𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ฮ𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ ฮ𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ cosα ⟺ 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ .𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ √40 ൈ √40 ൈ cosα 

                                                 ⟺ 𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ .𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 40 cos α 

A área da região colorida é  
ସ଴஠

ଷ
, logo 

஑ൈ൫√ସ଴൯
మ

ଶ
ൌ

ସ଴஠

ଷ
⟺ α ൌ

ଶ஠

ଷ
. 

Assim: 

𝐶𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ .𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 40 cosα ൌ 40 cos ൬
2π
3
൰ ൌ 40 ൈ ൬െ

1
2
൰ ൌ െ20 
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3.2 sen ቀെβ െ
஠

ଶ
ቁ ൌ െcosβ 

O ponto 𝐶, centro da circunferência, tem coordenadas ሺ2, 4ሻ. 

𝐷 é um ponto da circunferência e tem ordenada igual à abcissa do ponto 𝐶, isto é, a sua 

ordenada é 2. 

Determinemos a abcissa do ponto 𝐷: 

ሺ𝑥 െ 2ሻଶ ൅ ሺ2 െ 4ሻଶ ൌ 40 ⟺ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ ൅ 4 ൌ 40 

                                        ⟺ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ ൌ 36 

                                        ⟺ 𝑥 െ 2 ൌ െ6  ∨   𝑥 െ 2 ൌ 6 

                             ⟺ 𝑥 ൌ െ4  ∨   𝑥 ൌ 8 

O ponto 𝐷 tem abcissa negativa, logo as suas coordenadas são ሺെ4, 2ሻ. 

𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐷 െ 𝐶 ൌ ሺെ4, 2ሻ െ ሺ2, 4ሻ ൌ ሺെ6,െ2ሻ 

O declive da reta 𝐶𝐷 é igual a  
ିଶ

ି଺
ൌ

ଵ

ଷ
.  

A reta 𝑡 é perpendicular à reta 𝐶𝐷, pelo que o seu declive é 
ିଵ
భ
య

ൌ െ3. 

Sendo β a inclinação da reta 𝑡, tem-se que tg β ൌ െ3. 

tgଶ β ൅ 1 ൌ
1

cosଶ β
⇔ ሺെ3ሻଶ ൅ 1 ൌ

1
cosଶ β

 

                                    ⇔ 10 ൌ
ଵ

ୡ୭ୱమ ஒ
 

                                    ⇔ cosଶ β ൌ
ଵ

ଵ଴
 

Como tg β ൏ 0 e β ∈ ሾ0,πሾ, então cos β ൏ 0, pelo que cos β ൌ െ
ଵ

√ଵ଴
ൌ െ√ଵ଴

ଵ଴
. 

 Logo, sen ቀെβ െ
஠

ଶ
ቁ ൌ െcosβ ൌ √ଵ଴

ଵ଴
. 

 

 

4.  

4.1 O ponto 𝑅 pertence ao plano α, tem cota nula e a abcissa é simétrica da sua ordenada, logo 

as suas coordenadas são do tipo ሺെ𝑦, 𝑦, 0ሻ. 

Uma vez que 𝑅 pertence ao plano α, tem-se que: 

2𝑦 ൅ 6𝑦 ൅ 3 ൈ 0 െ 8 ൌ 0 ⇔ 8𝑦 ൌ 8 

                                       ⇔ 𝑦 ൌ 1 

Assim, o ponto 𝑅 tem coordenadas ሺെ1, 1, 0ሻ. 

Seja 𝑀 o ponto médio de ሾ𝑅𝐶ሿ.  

As coordenadas de 𝑀 são ቀ
ିଵା଺

ଶ
,
ଵାଵ଴

ଶ
,
଴ାଷ

ଶ
ቁ ൌ ቀ

ହ

ଶ
,
ଵଵ

ଶ
,
ଷ

ଶ
ቁ. 

Seja 𝑃 um qualquer ponto de coordenadas ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ pertencente ao plano mediador de ሾ𝑅𝐶ሿ.  
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Tem-se que: 

𝑀𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ .𝑅𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 0 ⇔ ൬𝑥 െ
5
2

, 𝑦 െ
11
2

, 𝑧 െ
3
2
൰ . ሺ6 െ ሺെ1ሻ, 10 െ 1, 3 െ 0ሻ ൌ 0 

                   ⇔ ቀ𝑥 െ
ହ

ଶ
,𝑦 െ

ଵଵ

ଶ
, 𝑧 െ

ଷ

ଶ
ቁ . ሺ7, 9, 3ሻ ൌ 0 

                   ⇔ 7 ቀ𝑥 െ
ହ

ଶ
ቁ ൅ 9 ቀ𝑦 െ

ଵଵ

ଶ
ቁ ൅ 3 ቀ𝑧 െ

ଷ

ଶ
ቁ ൌ 0 

                   ⇔ 7𝑥 െ
ଷହ

ଶ
൅ 9𝑦 െ

ଽଽ

ଶ
൅ 3𝑧 െ

ଽ

ଶ
ൌ 0 

                   ⇔ 7𝑥 ൅ 9𝑦 ൅ 3𝑧 െ
ଵସଷ

ଶ
ൌ 0 

                   ⇔ 14𝑥 ൅ 18𝑦 ൅ 6𝑧 െ 143 ൌ 0 

 

4.2 Opção (D) 

Uma equação cartesiana do plano paralelo ao plano α é da forma െ2𝑥 ൅ 6𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 𝑑 ൌ 0, 

com 𝑑 ∈ ℝ. 

O ponto de coordenadas ሺ1,െ3, 5ሻ pertence ao plano, logo: 

െ2 ൈ 1 ൅ 6 ൈ ሺെ3ሻ ൅ 3 ൈ 5 ൅ 𝑑 ൌ 0 ⇔ െ2 െ 18 ൅ 15 ൅ 𝑑 ൌ 0 ⇔ 𝑑 ൌ 5 

Assim, uma equação cartesiana do plano paralelo ao plano α e que passa no ponto de 

coordenadas ሺ1,െ3, 5ሻ é െ2𝑥 ൅ 6𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 5 ൌ 0. 

 

4.3 Comecemos por determinar as coordenadas do ponto 𝐴. 

Uma equação vetorial da reta perpendicular ao plano α e que contém o centro da superfície 

esférica é ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ6, 10, 3ሻ ൅ 𝑘ሺെ2, 6, 3ሻ, 𝑘 ∈ ℝ, pelo que um ponto genérico desta reta é 

da forma ሺ6 െ 2𝑘, 10 ൅ 6𝑘, 3 ൅ 3𝑘ሻ, com 𝑘 ∈ ℝ. 

Substituindo as coordenadas do ponto genérico da reta na equação do plano α, obtém-se: 

െ2ሺ6 െ 2𝑘ሻ ൅ 6ሺ10 ൅ 6𝑘ሻ ൅ 3ሺ3 ൅ 3𝑘ሻ െ 8 ൌ 0 ⇔ െ12 ൅ 4𝑘 ൅ 60 ൅ 36𝑘 ൅ 9 ൅ 9𝑘 െ 8 ൌ 0 

                                                                         ⇔ 49𝑘 ൌ െ49 

                                                                         ⇔ 𝑘 ൌ െ1 

Assim, 𝐴൫6 െ 2 ൈ ሺെ1ሻ, 10 ൅ 6 ൈ ሺെ1ሻ, 3 ൅ 3 ൈ ሺെ1ሻ൯, ou seja, 𝐴ሺ8, 4, 0ሻ. 

ሾ𝐴𝐵ሿ é um diâmetro da superfície esférica, logo 𝐵 ൌ 𝐴 ൅ 2𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐶 െ 𝐴 ൌ ሺ6, 10, 3ሻ െ ሺ8, 4, 0ሻ ൌ ሺെ2, 6, 3ሻ 

Desta forma, 𝐵 ൌ ሺ8, 4, 0ሻ ൅ 2ሺെ2, 6, 3ሻ ൌ ሺ8, 4, 0ሻ ൅ ሺെ4, 12, 6ሻ ൌ ሺ4, 16, 6ሻ. 

 

5. Opção (B) 

   𝑢௡ ൌ
ଶଷ

ହ
⇔

ହ௡ିହ

௡ାଵ
ൌ

ଶଷ

ହ
⇔ด
௡∈ℕ

25𝑛 െ 25 ൌ 23𝑛 ൅ 23 

                                    ⇔ 2𝑛 ൌ 48 

                                    ⇔ 𝑛 ൌ 24 
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6. 𝑢ଷ ൌ 31 ⇔ െ3𝑢ଶ ൅ 5 ൈ 2 ൌ 31 

             ⇔ െ3𝑢ଶ ൌ 21 

             ⇔ 𝑢ଶ ൌ െ7 

  𝑢ଶ ൌ െ7 ⇔ െ3𝑢ଵ ൅ 5 ൈ 1 ൌ െ7 

              ⇔ െ3𝑢ଵ ൌ െ12 

              ⇔ 𝑢ଵ ൌ 4 

  𝑢ଵ ൌ 4 ⇔ 𝑎 ൌ 4 

  𝑣௡ ൌ 𝑎 ⇔ 𝑛ଶ െ 32 ൌ 4 ⇔ 𝑛ଶ ൌ 36 

                                     ⇔ด
௡∈ℕ

𝑛 ൌ 6 

  O valor de 𝑛 é 6. 

 

7. Opção (D) 

     A sucessão ሺ𝑢௡ሻ não é monótona, pois, por exemplo, 𝑢ଵ ൌ െ1,𝑢ଶ ൌ 1 e 𝑢ଷ ൌ െ1, logo 𝑢ଵ ൏ 𝑢ଶ  e  

𝑢ଶ ൐ 𝑢ଷ. 

     𝑣௡ାଵ െ 𝑣௡ ൌ
ଶሺ௡ାଵሻାଵ

௡ାଵାହ
െ

ଶ௡ାଵ

௡ାହ
ൌ 

                     ൌ
ଶ௡ାଷ

௡ା଺
െ

ଶ௡ାଵ

௡ାହ
ൌ 

                ൌ
ሺଶ௡ାଷሻሺ௡ାହሻିሺଶ௡ାଵሻሺ௡ା଺ሻ

ሺ௡ା଺ሻሺ௡ାହሻ
ൌ 

                ൌ
ଶ௡మାଵ଴௡ାଷ௡ାଵହିଶ௡మିଵଶ௡ି௡ି଺

ሺ௡ା଺ሻሺ௡ାହሻ
ൌ 

                ൌ
ଽ

ሺ௡ା଺ሻሺ௡ାହሻ
 

𝑣௡ାଵ െ 𝑣௡ ൌ
9

ሺ𝑛 ൅ 6ሻሺ𝑛 ൅ 5ሻ
,∀𝑛 ∈ ℕ 

∀𝑛 ∈ ℕ, ሺ𝑛 ൅ 6ሻሺ𝑛 ൅ 5ሻ ൐ 0, pelo que ∀𝑛 ∈ ℕ, 
ଽ

ሺ௡ା଺ሻሺ௡ାହሻ
൐ 0. 

Desta forma, conclui-se que, como  𝑣௡ାଵ െ 𝑣௡ ൐ 0,∀𝑛 ∈ ℕ, então ሺ𝑣௡ሻ é monótona crescente. 

 

8.  

8.1 Como cada semicircunferência, a partir da segunda, tem mais 2 unidades de diâmetro do 

que a semicircunferência anterior, então 𝑑௡ାଵ െ 𝑑௡ ൌ 2, para qualquer 𝑛 ൒ 1, sendo ሺ𝑑௡ሻ a 

sucessão dos diâmetros das semicircunferências. Pelo facto de esta diferença ser constante, 

estamos perante uma sucessão ሺ𝑑௡ሻ, que é uma progressão aritmética e a sua razão é 2. 

Desta forma, 𝑑ଵ ൌ 1 e 𝑑௡ ൌ 1 ൅ 2ሺ𝑛 െ 1ሻ ൌ 2𝑛 െ 1. 

Sendo ሺ𝑐௡ሻ  a sucessão que a cada termo faz corresponder o perímetro da correspondente 

semicircunferência, temos que 𝑐௡ ൌ
஠ൈሺଶ௡ିଵሻ

ଶ
. 
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𝑐௡ାଵ െ 𝑐௡ ൌ
π ൈ ሺ2ሺ𝑛 ൅ 1ሻ െ 1ሻ

2
െ
π ൈ ሺ2𝑛 െ 1ሻ

2
ൌ 

                  ൌ
஠

ଶ
ൈ ሺ2𝑛 ൅ 2 െ 1 െ 2𝑛 ൅ 1ሻ ൌ 

                  ൌ
஠

ଶ
ൈ 2 ൌ π, para qualquer 𝑛 ൒ 1. 

Como a diferença entre dois quaisquer termos consecutivos é constante, a sequência dos 

comprimentos das semicircunferências é uma progressão aritmética e a sua razão é π. 

 

8.2 𝑐ଵ ൌ
஠ൈሺଶൈଵିଵሻ

ଶ
ൌ

஠

ଶ
 ; 𝑐ହ଴ ൌ

஠ൈሺଶൈହ଴ିଵሻ

ଶ
ൌ

ଽଽ஠

ଶ
 

𝑆ହ଴ ൌ

π
2 ൅

99π
2

2
ൈ 50 ൌ 25π ൈ 50 ൌ 1250π 

 

9. Seja ሺ𝑢௡ሻ a progressão aritmética de razão 𝑟 e ሺ𝑣௡ሻ a progressão geométrica de razão 3. 

 Sabe-se que a soma dos dez primeiros termos da progressão aritmética é igual a 255, 𝑆ଵ଴ ൌ 255, 

e que a soma dos quatro primeiros termos da progressão geométrica é igual a 240, 𝑆ସ ൌ 240. 

 Da segunda igualdade, tem-se que: 

   𝑆ସ ൌ 𝑣ଵ ൈ
ଵିଷర

ଵିଷ
ൌ 240 ⇔ 𝑣ଵ ൈ 40 ൌ 240 

                                      ⇔ 𝑣ଵ ൌ 6 

 Como o primeiro termo de ሺ𝑢௡ሻ é igual a metade do primeiro termo de ሺ𝑣௡ሻ, então: 

𝑢ଵ ൌ 6 ൊ 2 ൌ 3 

 Da primeira igualdade, tem-se que: 

𝑆ଵ଴ ൌ 255 ⇔
3 ൅ 3 ൅ 9 ൈ 𝑟

2
ൈ 10 ൌ 255 

                     ⇔ 6 ൅ 9𝑟 ൌ 51 

                     ⇔ 9𝑟 ൌ 45 

                     ⇔ 𝑟 ൌ 5 

 Assim, a razão da progressão aritmética é 5. 

 


