TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

1. Opgéo (C) Calculos auxiliares
Para a € [—n, —g [ verifica-se que —1 < sena < 0. o k?=2k+1=0 o (k-1*=0
k=1

Assim, para que a equagdo sena = k? — 2k seja possivel

em[—n,—g[,temque—l<k2—2kso. +U+

Isto é: !
k?=2k>-1 A k*=2k<0 e k2-2k=0kk-2)=0
S k?-2k+1>0 A k*?=2k<0 ©k=0V k=2

& keIR\{1} A k€[0,2]

o k €[0,2\{1} \0\_/2/ t,

2.1. Pretende-se determinar os valores de x tais que f(x) = g(x):
3senx = /3 tgx senx < 3senx — V3 tgx senx = 0
& senx(3 —V3tgx) =0
esenx=0 V 3—+3tgx =0

-3
Sx=kmk€Z V tgx =5

ox=knkeZ v tgx=\/§

ox=kmkel v x=§+kn,kez

2.2. A
y
A(0,0)
B(m, 0)
f 4 P(x, 3senx)
A B .
0 x T x

Seja A a fungdo que a cada valor de x faz corresponder a area do triangulo [ABP].

A() =L isto 6, A(x) =22
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Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, determinemos o maximo desta fungéo.

A
y

4,71

Tt X 3senx
nET

v

0o 1,57 T ox

A area do tridngulo de area maxima € 4,7 u.a.

3.1. Opcao (A)
Sabemos que tga = %

Como tg?a+ 1 = Co; vem que:

s2a’

Q) 1= mr1 =
5 " cos?a 25 " cos?a
34 1

25 cosZa

2 25
S cos‘a ==
34

Como sen?a + cos?a = 1, tem-se que:

25 25
senfa+=2=1osena=1-=
34 34

2 9
< sen“a = —
34

9
S seno =+ [—
34

& seno = + 3
T =32

3v/34
& seno = + =1

3v34
34

tga > 0, entdo a € [0,90°[, logo sena > 0.

Conclui-se que sena = , pois, sendo a a inclinagdo de r, tem-se que o € [0,180°[ e como

3.2. Seja T(0,1) e C; e C, os centros das circunferéncias.

3 . , N
Comom, = - um vetor diretor da reta r é, por exemplo, o vetor u de coordenadas (5, 3).

Sabemos que T—CI e T—C£ sdo vetores perpendiculares a i e de norma 2v34.
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Assim, sabemos que 7‘?1) e ﬁ; séo da forma k(3,—-5),k € IR e: !
1(3k, —5Kk)|| = 2v/34 < VOkZ + 25k2 = 2V/34
& V34k2 = 24/34
& 34k? = 4 x 34
e k=4
©k=2V k=-2
Assim, por exemplo, TC, = (6,—10) e TC, = (—6,10).
C,=T+TC = (0,1) + (6,—10) = (6,—9) e
C,=T+TC, = (0,1) + (—6,10) = (—6,11)

e A(x,0,0),x €IR
Como A pertence ao plano ABC, entédo 3x + 0+ 0 = 6, logo x = 2.
A(2,0,0)
e C(0,y,0),y €IR
Como C pertence ao plano ABC, entdo 0 + 2y + 0 = 6, logo y = 3.
€(0,3,0)
AC=(0-22+B-02+(0-02=VEi+9=VI3
AB=B-27+(2-02+(-7-0?=VI+4+49 =54
BC=y(0-32+B-22+(0+7)2=V9+1+49=159

Como AC # AB # BC, conclui-se que as bases do prisma ndo sao triangulos equilateros.

4.2. Opcao (B)

B(3,2,-7), logo o ponto G, ponto simétrico de B em relagéo ao plano xOz, tem coordenadas
(3,-2,-7).

Raio = 0G = /(3 —0)2+ (-2—0)2 + (-7 - 0)2 =
— T 4749 =
=62
Condicdo que define a superficie esférica de centro G e raio 0G:

(x—=3)2+@+2)2%+(z+7)?% =62

S
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4.3. O vetor de coordenadas (3,2,1) € um vetor normal ao plano ABC, logo é um vetor diretor de
qualquer reta perpendicular ao plano ABC, como é o caso da reta CD.
Assim, uma equacéo vetorial da reta CD podera ser:
(x,v,z) =(0,3,0) + k(3,2,1),keR
Como o ponto H pertence a reta CD, entéo é da forma (3k, 3 + 2k, k), para algum k € R.

Para que o tridangulo [OBH] seja retangulo em B, tem de se verificar BO-BH =0

Calculo auxiliar
BO = (0,0,0) — (3,2,—7) = (=3,-2,7)
= (3k,3+ 2k, k) —(3,2,-7) = Bk — 3,2k + L,k + 7)

Assim:
BO-BH=0& (-3,-2,7)-3k—3,2k+1L,k+7)=0
& —9k+9—4k—2+7k+49=0

& —6k = —-56
ok=2
3
Logo, as coordenadas de H sdo (3 3 +2x2 28) isto é, H (28 & 23—8)

44.D=C+CD

Sabe-se que CD é um vetor da forma k(3,2,1),k € R\{0} e com norma 11, que é a altura do
prisma. Assim,||k(3,2,1)| = 11.

|3k, 2k, k)|l = 11 = / (3k)2 + (2k)? + k2 = 11
14k2 = 11

& 14k? = 112

121
14

(=>k=i’£
14
Sk=+—=

T

11V14
14

= k=

Sk=+

Por observagao da figura, k > 0 e, assim, CD = (33f,221‘iﬁ, nl‘iﬁ).

Logo:

D =C+CD = (0,3,0) + (2202, 22012 104 _ (3312 5 22v14 10T

14 14 14 14 ' 14
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5.

6.

Opcgao (B)

e A sucessao (u,) é convergente, pois:

2n+1 1
lim(u,) = lim( ) = lim (2 + —) =2
n n

e A sucessao (u,) € limitada, pois 1 < u,, < 2020,vn € IN.

Observe-se que:
—sen <2020,entdo 1 < u,, < 2020;

—sen > 2020,entdo 2 < u,, < 3.

e A sucessao (u,) ndo é mondtona, pois, por exemplo, uzg19 = 2019, uy0,0 = 2020 € Uygy =2 +

isto €, Uz019 < Uzg20 A Uz020 > U2021-

Calculo auxiliar

1
0<-<1
n

1
2<2+-—-<3
n

1
2021’

Opgéo (D)

Sea —1,a e a+ 3 sao os primeiros termos de uma progressao geométrica, entao ﬁ = aT”
Logo:

a?=(@@-1D@+3)ea’=a’+3a—-a—-3©3=2a

3

ea=-
2

7. Seja (u,,) a progressao aritmética tal que u; +u, + -+ uyg = 50 € Uyq + Uyy + -+ + Uy = —50.

y

Assim, sabemos que:

Uy + Uy _
——=—x20=50 @{ W + Uy =5
Uz1 + Uy %20 = —50 Upy + Ugg = =5
2
{2u1+19r=5
2uqy +59r = =5
e {s0r=-10 ©
2u1=£
o P e
r=—-
4
Logo:
uytu (-3
SSO=%X80=%X80=—400
AA
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uy + (uy +19r) =5

(uy +20r) + (uy +39r) = -5

2uy =5—-19r

{5 —19r + 59r = -5

2u; =5-19x (-3)

Calculo auxiliar
119

= + 79r = 39+79 ( 1) =
= = — X[|—=)=

4
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