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TESTE N.º 2 – Proposta de resolução 
 
1. Opção (C) 

A afirmação I é falsa. 

𝐷 ൌ ቄ𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 െ
π
5
്
π
2
 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤቅ 

 

 

 

 

A afirmação II é verdadeira. 

O contradomínio da função definida por 𝑦 ൌ senሺ2𝑥  1ሻ é ሾെ1, 1ሿ. 

O contradomínio da função definida por 𝑦 ൌ senଶሺ2𝑥  1ሻ é ሾ0, 1ሿ. 

O contradomínio da função definida por 𝑦 ൌ െ5 senଶሺ2𝑥  1ሻ é ሾെ5, 0ሿ. 

O contradomínio da função definida por 𝑦 ൌ 4 െ 5 senଶሺ2𝑥  1ሻ é ሾെ1, 4ሿ. 

 

2. As coordenadas do ponto 𝐴, em função de α, são ሺ2 cosα , 2 sen αሻ. Uma vez que o segmento de 

reta ሾ𝐴𝐶ሿ é um diâmetro da circunferência e que a circunferência está centrada na origem, as 

coordenadas do ponto 𝐶, em função de α, são ሺെ2 cosα ,െ2 sen αሻ. O ponto 𝐵 pertence ao semieixo 

positivo 𝑂𝑥 e a reta 𝐵𝐶 é paralela ao eixo 𝑂𝑦, logo as coordenadas do ponto 𝐶, em função de α, são 

ሺെ2 cosα , 0ሻ. 

De tudo isto, podemos concluir que 𝐵𝐶തതതത ൌ 2 sen α e que a altura do triângulo ሾ𝐴𝐵𝐶ሿ, em função de α, 

é igual a െ2 cosα  ሺെ2 cosαሻ ൌ െ4 cosα. 

Seja 𝐴 a função que define a área do triângulo ሾ𝐴𝐵𝐶ሿ em função de α.  

𝐴ሺαሻ ൌ
2 sen α ൈ ሺെ4 cosαሻ

2
ൌ െ4 sen α cosα 

Para um determinado valor de α, sabe-se que tg ሺπ െ αሻ ൌ
ଵ

ଶ
, isto é, tg α ൌ െ

ଵ

ଶ
. 

  tgଶ α  1 ൌ
ଵ

ୡ୭ୱమ 
⇔ ቀെ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
 1 ൌ

ଵ

ୡ୭ୱమ 
 

                             ⇔
ହ

ସ
ൌ

ଵ

ୡ୭ୱమ 
 

                             ⇔ cosଶ α ൌ
ସ

ହ
 

  Como α ∈ ቃ


ଶ
,πቂ, cosα ൌ െට

ସ

ହ
ൌ െ

ଶ√ହ

ହ
. 

    tg α ൌ
ୱୣ୬ 

ୡ୭ୱ
⇔ sen α ൌ െ

ଵ

ଶ
ൈ ቀെ

ଶ√ହ

ହ
ቁ ⇔ sen α ൌ √ହ

ହ
 

  Assim, 𝐴ሺαሻ ൌ െ4 ൈ √ହ

ହ
ൈ ቀെ

ଶ√ହ

ହ
ቁ ൌ

଼

ହ
. 

Cálculos auxiliares 

𝑥 െ
π
5
ൌ
π
2
 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ ⇔ 𝑥 ൌ

π
2

π
5
 𝑘π,𝑘 ∈ ℤ 

                                  ⟺ 𝑥 ൌ


ଵ
 𝑘π,𝑘 ∈ ℤ , logo 𝐷 ൌ ℝ\ ቄ𝑥: 𝑥 ൌ



ଵ
 𝑘π,𝑘 ∈ ℤቅ. 
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3. 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 7 ⇔ ൫2 െ senሺπ െ 𝑥ሻ൯
ଶ
 senଶ ቀ

ଷ

ଶ
 𝑥ቁ ൌ 7 

                   ⇔ ሺ2 െ sen 𝑥ሻଶ  cosଶ 𝑥 ൌ 7 

                   ⇔ 4 െ 4 sen 𝑥  senଶ𝑥  cosଶ 𝑥 ൌ 7 

                   ⇔ 4 െ 4 sen 𝑥  1 ൌ 7 

                   ⇔ െ4 sen 𝑥 ൌ 2 

                   ⇔ sen 𝑥 ൌ െ
ଵ

ଶ
 

No intervalo ሿെπ, 0ሾ: 

   sen 𝑥 ൌ െ
ଵ

ଶ
⇔ 𝑥 ൌ െπ 




 ∨ 𝑥 ൌ െ




  

                     ⇔ 𝑥 ൌ െ
ହ


 ∨ 𝑥 ൌ െ




  

C.S. = ቄെ
ହ


,െ




ቅ 

 

4. Opção (A) 

ሺ2𝑢ሬ⃗  �⃗�ሻ ∙ ሺ�⃗� െ 𝑢ሬ⃗ ሻ ൌ 2𝑢ሬ⃗ ∙ �⃗� െ 2𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑢ሬ⃗  �⃗� ∙ �⃗� െ 𝑢ሬ⃗ ∙ �⃗� ൌ 

                                 ൌ 𝑢ሬ⃗ ∙ �⃗� െ 2 ൈ ‖𝑢ሬ⃗ ‖ଶ  ‖�⃗�‖ଶ ൌ 

ൌ ‖𝑢ሬ⃗ ‖‖�⃗�‖cos ൬
3π
4
൰ െ 2 ൈ ൫√2൯

ଶ
 4ଶ ൌ 

   ൌ √2 ൈ 4 ൈ ቀ
ି√ଶ

ଶ
ቁ െ 4  16 ൌ 

ൌ െ4 െ 4  16 ൌ 

ൌ 8 

 

5. Seja 𝑎 ∈ ℝା tal que 𝐵𝐶തതതത ൌ 𝑎. 

 Como 𝐵𝐶തതതത ൌ 2𝐴𝑂തതതത, então 𝐴𝑂തതതത ൌ


ଶ
 e, como 𝐵𝐶തതതത ൌ

଼

ଷ
𝑂𝐵തതതത, então 𝑂𝐵തതതത ൌ

ଷ

଼
. 

 𝐷𝐶തതതത ൌ 𝑂𝐵തതതത ൌ
ଷ

଼
  

 Uma vez que o trapézio ሾ𝐴𝐵𝐶𝐷ሿ tem área 40, tem-se que: 

 
ሺைതതതതାைതതതതሻାതതതത

ଶ
ൈ 𝐵𝐶തതതത ൌ 40 ⟺

ቀ
ೌ
మ
ା
యೌ
ఴ
ቁା

యೌ
ఴ

ଶ
ൈ 𝑎 ൌ 40 

                                    ⟺
ହ

଼
ൈ 𝑎 ൌ 40 

                                    ⟺ 𝑎ଶ ൌ 64 

𝑎 ∈ ℝା, logo 𝑎 ൌ 8. 

Assim: 

 𝐵𝐶തതതത ൌ 𝑂𝐷തതതത ൌ 8 

 𝐴𝑂തതതത ൌ ଼

ଶ
ൌ 4 
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 𝑂𝐵തതതത ൌ ଷൈ଼

଼
ൌ 3   

 𝐷𝐶തതതത ൌ 3 

𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൫𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ∙ ൫𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ൌ 

                  ൌ 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 

                  ൌ 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  0  0  𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ     

                  ൌ 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ   

                  ൌ ฮ𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ ฮ𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ cos 0°  ฮ𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ ฮ𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ cos 180° ൌ 

                  ൌ 3 ൈ 4 ൈ 1  8 ൈ 8 ൈ ሺെ1ሻ ൌ 

                  ൌ െ52 

 

6. 𝑁𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑁𝑀ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 10 ⟺ ฮ𝑁𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ ฮ𝑁𝑀ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൈ cos ቀ


ଶ
െ αቁ ൌ 10 

                       ⟺ 10 sen α ൈ 2 ൈ 5 ൈ sen α ൌ 10 

                       ⟺ senଶα ൌ
ଵ

ଵ
 

 

    senሺെαሻ ൈ cos ቀ
ଷ

ଶ
െ αቁ  cosሺπ  αሻ ൈ sen ቀ



ଶ
 αቁ ൌ െsen α ൈ ሺെsen αሻ  ሺെ cosαሻ ൈ cosα ൌ 

                                                                               ൌ senଶα െ cosଶα ൌ 

                                                                               ൌ senଶα െ ሺ1 െ senଶαሻ ൌ 

                                                                               ൌ െ1  2 senଶα ൌ 

                                                                               ൌ െ1  2 ൈ
ଵ

ଵ
ൌ 

                                                                               ൌ െ
ସ

ହ
 

 

7.  

7.1 Opção (D) 

A reta 𝑠 é paralela à reta 𝑟, pelo que têm o mesmo declive, ou seja, െ3 . 

Assim, um vetor diretor da reta 𝑠 deverá ser colinear com o vetor de coordenadas ሺ1,െ3ሻ. 

Apenas as opções (C) e (D) apresentam uma equação vetorial em que o vetor usado é colinear 

com o vetor de coordenadas ሺ1,െ3ሻ. 

Verifiquemos, agora, em qual das opções o ponto 𝐴, de coordenadas ሺ4,െ3ሻ, verifica as 

condições apresentadas. 

(C) ሺ4,െ3ሻ  ൌ ሺ7, 4ሻ  𝑘ሺ1,െ3ሻ 

      ቊ 4 ൌ 7  𝑘
െ3 ൌ 4 െ 3𝑘

⟺ ቊ
𝑘 ൌ െ3
𝑘 ൌ



ଷ
 

      Como os valores de 𝑘 obtidos são distintos, concluímos que o ponto 𝐴 não pertence à reta. 

𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 0, pois 𝐷𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ⊥ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 
 

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 0, pois 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ⊥ 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ . 

sen α ൌ
ฮ𝑁𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
2 ൈ 5

⟺ ฮ𝑁𝑆ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ 10 sen α 
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(D) ሺ4,െ3ሻ  ൌ ሺ6,െ9ሻ  𝑘ሺെ1, 3ሻ 

      ቄ 4 ൌ 6 െ 𝑘
െ3 ൌ െ9  3𝑘

⟺ ቄ𝑘 ൌ 2
𝑘 ൌ 2

 

      Como os valores de 𝑘 obtidos são iguais, concluímos que o ponto 𝐴 pertence à reta. 
 

7.2 Comecemos por definir a equação reduzida da reta perpendicular à reta 𝑟 e que contém o ponto 𝐴: 

𝑚 ൌ െ
1
𝑚

ൌ
1
3

 

𝑦 ൌ
1
3
𝑥  𝑏 

Substituindo na equação da reta anterior 𝑥 e 𝑦 pelas coordenadas do ponto 𝐴 respetivas, 

obtemos: 

െ3 ൌ
1
3
ൈ 4  𝑏 ⟺ 𝑏 ൌ െ3 െ

4
3
⟺ 𝑏 ൌ െ

13
3

 

Assim, a equação reduzida da reta pretendida é 𝑦 ൌ
ଵ

ଷ
𝑥 െ

ଵଷ

ଷ
. 

O ponto de interseção das duas retas corresponderá ao ponto 

de tangência da circunferência pedida. 

Logo:  

൝
𝑦 ൌ െ3𝑥 െ 11

𝑦 ൌ
1
3
𝑥 െ

13
3

⟺ ቊ

_____________

െ3𝑥 െ 11 ൌ
1
3
𝑥 െ

13
3
⟺ ൛

_____________
െ9𝑥 െ 33 ൌ 𝑥 െ 13 

                                                                 ⟺ ൛
_____________
10𝑥 ൌ െ20 

                                                                 ⟺ ቄ𝑦 ൌ െ3 ൈ ሺെ2ሻ െ 11
𝑥 ൌ െ2

 

                                                                 ⟺ ቄ𝑦 ൌ െ5
𝑥 ൌ െ2

 

Assim, as coordenadas do ponto de tangência são 𝑇ሺെ2,െ5ሻ. 

Determinemos, agora, o raio da circunferência, a partir da distância entre os pontos 𝐴 e 𝑇. 

𝑑ሺ,்ሻ ൌ ඥሺെ2 െ 4ሻଶ  ሺെ5  3ሻଶ ൌ √36  4 ൌ √40 

A equação reduzida da circunferência de centro no ponto 𝐴 e que é tangente à reta 𝑟 é: 

ሺ𝑥 െ 4ሻଶ  ሺ𝑦  3ሻଶ ൌ ൫√40൯
ଶ
⟺ ሺ𝑥 െ 4ሻଶ  ሺ𝑦  3ሻଶ ൌ 40 

 

7.3 𝐵 é o ponto de interseção da reta 𝑟 com o eixo 𝑂𝑦, pelo que as suas coordenadas são ሺ0,െ11ሻ.  

 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐵 െ 𝑂 ൌ ሺ0,െ11ሻ െ ሺ0, 0ሻ ൌ ሺ0,െ11ሻ 

 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴 െ 𝑂 ൌ ሺ4,െ3ሻ െ ሺ0, 0ሻ ൌ ሺ4,െ3ሻ 

ฮ𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ 11 

ฮ𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ඥ4ଶ  ሺെ3ሻଶ ൌ √25 ൌ 5 

𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0,െ11ሻ. ሺ4,െ3ሻ ൌ 0  33 ൌ 33 
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Seja α a amplitude, em graus, do ângulo 𝐵𝑂𝐴: 

 cosα ൌ
ைሬሬሬሬሬሬ⃗ .ைሬሬሬሬሬሬ⃗

ฮைሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮฮைሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
⟺ cosα ൌ

ଷଷ

ହൈଵଵ
⟺ cosα ൌ

ଷଷ

ହହ
 

 Assim, α ൌ cosିଵ ቀ
ଷଷ

ହହ
ቁ ൎ 53°. 

 

8.  

8.1 Opção (B) 

Determinemos as coordenadas do ponto 𝐴: 

𝐴 pertence ao eixo 𝑂𝑥, pelo que as suas coordenadas são do tipo ሺ𝑥, 0, 0ሻ. 

𝐴 pertence ao plano 𝐴𝐵𝐶, logo, substituindo as suas coordenadas na equação do plano, 

obtemos 3𝑥  2 ൈ 0  0 ൌ 6 ⟺ 𝑥 ൌ 2. 

As coordenadas do ponto 𝐴 são ሺ2, 0, 0ሻ. 

Assim, as coordenadas do ponto médio de ሾ𝐴𝐷ሿ são obtidas por: 

൬
2  12

2
,
0  10

2
,
0  4

2
൰ ൌ ሺ7, 5, 2ሻ 

Como se pretende a equação de um plano paralelo a 𝑥𝑂𝑧, que contém o ponto de coordenadas 

ሺ7, 5, 2ሻ, a opção correta é 𝑦 ൌ 5. 
 

8.2 Opção (D) 

𝑃 é um ponto pertencente ao plano 𝑥𝑂𝑧, de abcissa igual à sua cota, pelo que as suas 

coordenadas serão do tipo ሺ𝑧, 0, 𝑧ሻ. Substituindo as coordenadas do ponto 𝑃 na equação do 

plano 𝐴𝐵𝐶, obtemos: 

3 ൈ 𝑧  2 ൈ 0  𝑧 ൌ 6 ⟺ 4𝑧 ൌ 6 ⟺ 𝑧 ൌ
3
2

 

As coordenadas do ponto 𝑃 são ቀ
ଷ

ଶ
, 0,

ଷ

ଶ
ቁ. 

Seja o vetor de coordenadas ሺ3, 2, 1ሻ um vetor normal ao plano 𝐴𝐵𝐶 e 𝑛ሬ⃗ ஒ um vetor normal ao 

plano apresentado em cada uma das opções. Uma vez que se pretende uma equação de um 

plano β, perpendicular ao plano 𝐴𝐵𝐶, então 𝑛ሬ⃗ ஒ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ 0. Além disso, o ponto de 

coordenadas ቀ
ଷ

ଶ
, 0,

ଷ

ଶ
ቁ tem de pertencer ao plano. Assim: 

(A) 𝑛ሬ⃗ ஒ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ ሺ1,െ2, 3ሻ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ 3 െ 4  3 ് 0 

(B) 𝑛ሬ⃗ ஒ é colinear a ሺ3, 2, 1ሻ, logo 𝑛ሬ⃗ ஒ. ሺ3, 2, 1ሻ ് 0. 

(C) 𝑛ሬ⃗ ஒ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ ሺ1,െ1,െ1ሻ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ 3 െ 2 െ 1 ൌ 0 

       Verifiquemos se o ponto de coordenadas ቀ
ଷ

ଶ
, 0,

ଷ

ଶ
ቁ pertence ao plano:  

      
ଷ

ଶ
െ 0 െ

ଷ

ଶ
 3 ൌ 0 ⇔ 3 ൌ 0, falso 

       Logo, o ponto não pertence ao plano. 
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(D) 𝑛ሬ⃗ ஒ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ ሺെ6, 3, 12ሻ. ሺ3, 2, 1ሻ ൌ െ18  6  12 ൌ 0 

       Verifiquemos se o ponto de coordenadas ቀ
ଷ

ଶ
, 0,

ଷ

ଶ
ቁ pertence ao plano:  

     െ6 ൈ
ଷ

ଶ
 3 ൈ 0  12 ൈ

ଷ

ଶ
െ 9 ൌ 0 ⇔ 0 ൌ 0, verdadeiro 

     Logo, o ponto pertence ao plano. 
 

8.3 𝐶 pertence ao eixo 𝑂𝑦, pelo que as suas coordenadas são do tipo ሺ0,𝑦, 0ሻ. 

𝐶 pertence ao plano 𝐴𝐵𝐶, logo, substituindo as suas coordenadas na equação do plano, 

obtemos: 

3 ൈ 0  2𝑦  0 ൌ 6 ⟺ 𝑦 ൌ 3  

As coordenadas do ponto 𝐶 são ሺ0, 3, 0ሻ. 

𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐷 െ 𝐶 ൌ ሺ12, 10, 4ሻ െ ሺ0, 3, 0ሻ ൌ ሺ12, 7, 4ሻ 

𝐹 ൌ 𝐵  𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, – 7ሻ  ሺ12, 7, 4ሻ ൌ ሺ15, 9,െ3ሻ 

ฮ𝐶𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ ൌ ඥ12ଶ  7ଶ  4ଶ ൌ √209 

Assim, a equação reduzida da superfície esférica de centro em 𝐹 e que contém o ponto 𝐵 é: 

ሺ𝑥 െ 15ሻଶ  ሺ𝑦 െ 9ሻଶ  ሺ𝑧  3ሻଶ ൌ 209 

 

9. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto 𝐴. 

O vetor de coordenadas ሺ1,െ2, 1ሻ é um vetor normal ao plano α, logo é um vetor diretor de qualquer 

reta que lhe seja perpendicular. 

Assim, uma equação vetorial da reta perpendicular ao plano α, e que contém o centro da superfície 

esférica de coordenadas ሺ1, 5, 3ሻ, é: 

ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1, 5, 3ሻ  𝑘ሺ1,െ2, 1ሻ, 𝑘 ∈ ℝ 

Um ponto genérico da reta é do tipo ሺ1  𝑘, 5 െ 2𝑘, 3  𝑘ሻ, com 𝑘 ∈ ℝ. 

Substituindo as coordenadas do ponto genérico na equação do plano α, obtemos: 

     1  𝑘 െ 2ሺ 5 െ 2𝑘ሻ  ሺ3  𝑘ሻ െ 6 ൌ 0 ⇔ 1  𝑘 െ 10  4𝑘  3  𝑘 െ 6 ൌ 0 

                                                               ⇔ 6𝑘 ൌ 12 

                                                               ⇔ 𝑘 ൌ 2 

Para 𝑘 ൌ 2, obtemos as coordenadas do ponto 𝐴: ሺ1  2, 5 െ 2 ൈ 2, 3  2ሻ ൌ ሺ3, 1, 5ሻ 

Logo, 1 é a distância do ponto 𝐴 ao plano 𝑥𝑂𝑧. 


