TESTE N.° 2 — Proposta de resolugao
1. Opgao (C)
A afirmagao | é falsa.

Df={x€]R{:x—g¢g+k‘rt,kEZ}

Calculos auxiliares
T

=-+kmk€Z =-+-+tkmk€eZ
—_—— = =9 = — 4 —
XTgTg T *=275 ’

71 71
c»xzﬁwm,kez,|ogon=R\{x:x=E+kn,kez}.

A afirmacao Il é verdadeira.

O contradominio da fungéo definida por y = sen(2x + 1) é [—1, 1].

O contradominio da fungado definida por y = sen?(2x + 1) é [0, 1].

O contradominio da fungao definida por y = —5 sen?(2x + 1) é [-5,0].

O contradominio da fungado definida por y = 4 — 5sen?(2x + 1) é [—1,4].

2. As coordenadas do ponto A, em fungao de a, sdo (2cosa, 2 sen a). Uma vez que o segmento de
reta [AC] € um didmetro da circunferéncia e que a circunferéncia esta centrada na origem, as
coordenadas do ponto C, em fungdo de a, sdo (—2 cos o, —2 sen a). O ponto B pertence ao semieixo
positivo Ox e a reta BC é paralela ao eixo 0y, logo as coordenadas do ponto C, em fungao de «, sdo
(—=2cosa,0).

De tudo isto, podemos concluir que BC = 2 sen a e que a altura do tridngulo [ABC], em fungéo de a,
éiguala —2cosa + (—2cosa) = —4 cosa.
Seja A a funcéo que define a area do tridngulo [ABC] em funcéo de a.

2sena X (—4cosa)
Alo) = 5 = —4 sen a cos o

Para um determinado valor de «, sabe-se que tg (m — ) = % isto é,tga = — %

tartegio () rn g
tg a+1_cosza® 2 +1 cos? a

5 1
S ==
4  cos?a
2 4
& COoS O(=E
T 4 2v/5
Como a € ]—,1‘[[, cosa=— |-=——,
2 5 5
se 1 25 V5
tg0(=Co e sena = —- (—T)(:)senOL:?

; _ V5 2V5\ _ 8
Assim, A(a) = —4 X=X (— T) =-
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_ _ )2 2 (31 _
3. f(x)—7<:>(2 sen(m x)) + sen (2 +x)—7
& (2—senx)?+cos’x=7
o 4—4senx +sen?x +cos?x=7
S 4—4senx+1=7
& —4senx =2
1
Ssenx = —-
2

No intervalo ]—m, 0[:

1 TT TC
senx =——-&x=—-TmT+-VXxX=—-—
2 6 6
51 i
Sx=——Vx=—-
6 6
[ 5T _~™
QS—{ 6,6}
4. Opcao (A)

RU4AV) W-—W)=2uV-20-u+v-v—-u-v=

u-v =2 x 1l + 190 =

3n 2
lallizleos (5) -2 x (v2)° +42 =

=¢§x4xF§)—4+16=

=—4-4+16=
=8

5. Seja a € R* tal que BC = a.

Vel 3a

Como BC = 240, entdo A0 = % e, como BC = gﬁ entdo OB = 5

DC=0B=2
8

Uma vez que o trapézio [ABCD] tem area 40, tem-se que:
a0, 30

2 xq =40

(A0+0B)+DC < BC = 40 < (2 82

(:)%‘lxazélo
= a? =64

a € R*, logo a = 8.

Assim:

3
Sl O

Nl Q
Il S
Bl

(e0]
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e DC=3
DB-AD = (DC + CB) - (A0 + 0D) =

=DC-A0+DC-0D +CB-A0 +CB-0D = DC-0D = 0, pois DC L OD.

=DC-A0+0+0+CB-0D = @'ﬁ=0,p0isﬁ)lﬁ.

=DC-A0 +CB-0D =
= ||DC|| x ||AO|| x cos 0° + ||CB|| x |[0D|| x cos 180° =
=3%x4x1+8x%x8x(-1)=

= —-52

6. NS NM = 10 & ||NS]| x [[NM]| x cos (X - «) = 10
INS]
2x5

& 10sena X2 x5 xsena =10 sen a = & ||NS|| = 10sen a

s 1
& sen‘o = —
10
sen(—a) X cos (3711 — 0() + cos(m+ a) X sen G + a) = —sena X (—sena) + (—cosa) X cosa =
= sen’a — cos?a =
= sen?a — (1 — sen?a) =
= -1+ 2sen’a =

1

4
5

7.
7.1 Opcao (D)
A reta s é paralela a reta r, pelo que tém o mesmo declive, ou seja, —3 .
Assim, um vetor diretor da reta s devera ser colinear com o vetor de coordenadas (1, —3).
Apenas as opgdes (C) e (D) apresentam uma equagao vetorial em que o vetor usado € colinear
com o vetor de coordenadas (1, —3).
Verifiguemos, agora, em qual das opgdes o ponto A, de coordenadas (4,—3), verifica as
condigdes apresentadas.
(C) (4,-3) =(7,4) +k(1,-3)
{ 4=7+k @{k=—73
—3=4-3k k=3
Como os valores de k obtidos s&o distintos, concluimos que o ponto A ndo pertence a reta.
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(D) (4,-3) =(6,-9) + k(-1,3)

{—34:—69_+k3k {: z g

Como os valores de k obtidos s&o iguais, concluimos que o ponto A pertence a reta.

7.2 Comecemos por definir a equacao reduzida da reta perpendicular a reta r e que contém o ponto A:

1 1

m=— m—r =3

1
y=3% +b
Substituindo na equacgao da reta anterior x e y pelas coordenadas do ponto A respetivas,
obtemos: ; oA
—3=1><4+b<=>b=—3—f<=>b=—E

3 3 3 //\ R

Assim, a equagéao reduzida da reta pretendida é y = %x — ? © A !
O ponto de intersec¢do das duas retas correspondera ao ponto T
de tangéncia da circunferéncia pedida.
Logo:

y=-3x—11 1 13
{ 1 13 (:){_3x_11:_x——‘:’{—9x—33=x—13

y=3X77% 3 3
= {10x = —20
(:){y:—3><(—2)—11
x=-2
(:){yz—S
x =-2

Assim, as coordenadas do ponto de tangéncia sdo T(—2,—5).

Determinemos, agora, o raio da circunferéncia, a partir da distancia entre os pontos A e T.
diary =+ (-2 =42+ (-5+3)2 = V36 + 4 = V40

A equacao reduzida da circunferéncia de centro no ponto A e que é tangente a reta r é:

(x—4)?%+ (y+3)% = (V40)" & (x— 4)% + (y + 3)? = 40

7.3 B é o ponto de intersegao da reta r com o eixo 0y, pelo que as suas coordenadas sao (0, —11).
0B =B-0=(0,-11) —(0,0) = (0,—11)
0A=A-0=(4-3)—(0,0) = (4,-3)
0] = 11
[04]| = V42 + (=3)2 =V25 =5

0B. 04 = (0,—11).(4,—3) =0+ 33 =33
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Seja a a amplitude, em graus, do angulo BOA:

OB.0A 33 33
S oS =——& coso = —

COS A = =77
|[loB]||||oA]| 5x11 55

. 4 (33
Assim, a = cos ™! (g) ~ 53°.

8.
8.1 Opc¢ao (B)
Determinemos as coordenadas do ponto A:
A pertence ao eixo Ox, pelo que as suas coordenadas séo do tipo (x, 0, 0).
A pertence ao plano ABC, logo, substituindo as suas coordenadas na equagdo do plano,
obtemos3x+2x0+0=6 < x =2.
As coordenadas do ponto 4 séo (2,0,0).
Assim, as coordenadas do ponto médio de [AD] sao obtidas por:
(2+12 0+10 0+4>_(7 5,2)
2 ] 2 ] 2 - )
Como se pretende a equagao de um plano paralelo a xOz, que contém o ponto de coordenadas
(7,5,2), aopgao correta é y = 5.
8.2 Opc¢ao (D)
P é um ponto pertencente ao plano x0z, de abcissa igual a sua cota, pelo que as suas
coordenadas serdo do tipo (z,0,z). Substituindo as coordenadas do ponto P na equagao do
plano ABC, obtemos:
3

3><2+2><0+Z:6<=>4Z:6<=>Z=§
As coordenadas do ponto P séo G 02)
Seja o vetor de coordenadas (3,2,1) um vetor normal ao plano ABC e ?13 um vetor normal ao
plano apresentado em cada uma das opgdes. Uma vez que se pretende uma equagédo de um
plano B, perpendicular ao plano ABC, entdo 7g.(3,2,1) = 0. Além disso, o ponto de
coordenadas G 02) tem de pertencer ao plano. Assim:
(A) 75.(3,2,1) =(1,-2,3).(3,2,1) =3-4+3 #0
(B) 17ig € colinear a (3,2, 1), logo 7g.(3,2,1) # 0.
(C) 75.(3,2,1) =(1,-1,-1).(3,2,1) =3-2-1=0

Verifiquemos se o ponto de coordenadas (% 02) pertence ao plano:

~—0-2+3=0&3=0,falso

Logo, o ponto ndo pertence ao plano.
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(D) 1g.(3,2,1) =(=6,3,12).(3,2,1) = -18 +6+12 =0
Verifiqguemos se o ponto de coordenadas (% 0%) pertence ao plano:

—6x§+3x0+12x§—9=0<:>0=0,verdadeiro

Logo, o ponto pertence ao plano.

8.3 (C pertence ao eixo 0y, pelo que as suas coordenadas sao do tipo (0,y,0).
C pertence ao plano ABC, logo, substituindo as suas coordenadas na equagao do plano,
obtemos:
3x04+2y+0=6=y=3
As coordenadas do ponto € s&o (0,3,0).
CD=D-C=(12,10,4) — (0,3,0) = (12,7,4)
F=B+CD=(3,2,-7)+(12,7,4) = (15,9,-3)

|CD|| = V122 + 72 + 42 = V209

Assim, a equacao reduzida da superficie esférica de centro em F e que contém o ponto B é:
(x—15)2+(y—9)?2+ (z+3)% =209

9. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto A.
O vetor de coordenadas (1, —2, 1) é um vetor normal ao plano a, logo € um vetor diretor de qualquer
reta que Ihe seja perpendicular.
Assim, uma equacao vetorial da reta perpendicular ao plano a, € que contém o centro da superficie
esférica de coordenadas (1,5, 3), é:
(x,v,2z) =(1,53)+k(1,-2,1),keR

Um ponto genérico da reta é do tipo (1 + k,5 — 2k,3 + k), com k € R.
Substituindo as coordenadas do ponto genérico na equagéo do plano «, obtemos:
1+4k—2(5-2k)+(B3+k)—-6=01+k—-10+4k+3+k—6=0

6k =12

k=2
Para k = 2, obtemos as coordenadas do ponto 4: (1 +2,5—-2x%2,3+2)=(3,1,5)

Logo, 1 é a distancia do ponto A ao plano x0z.
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