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Proposta de teste de avaliacio [MAIO2021] A A7/’Z

M aten‘\é“Ca

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo ¢ pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

Na figura, estdo representados, num referencial o.n. Oxyz , o quadrado [ABCD] , contido no
plano « , definido pela equacdo 3y +4z+5=0, bem como o ponto £, de cota positiva.
Sabe-se que

e ospontos 4 ¢ C tém coordenadas (-2,1,-2) e

(8, -7, 4), respetivamente;

. [ABCDE ] ¢ uma piramide quadrangular regular de altura

igual a 15.

1.1. Seja P o ponto de intersegdo da reta AC com o plano yOz.

Determine a distancia do ponto P a origem do referencial.

1.2. Determine as coordenadas do ponto £ .

Na figura, estdo representados: c
e uma circunferéncia de centro O e raio r;

e dois pontos, 4 ¢ B, da circunferéncia;

¢ o0 angulo ao centro AOB de amplitude x radianos ( xXe ]0 , TC[) .

Sejam:
e d ocomprimento da corda [A4B];

e ¢ o comprimento do arco correspondente AB;

~ . c
e f afunclo que a cada valor de x faz corresponder o quociente R
X

2sin(xj
2

2.2. Determine lirr(} /(x) e interprete o resultado obtido no contexto da situagao apresentada.
xX—>

2.1. Mostre que f(x)= ,xelo,nf.
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Proposta de teste de avaliacio [MAIO2021] &KMo 7/”’$
Matematicd é
3. Considere a fungdo f definida, em R, por f(x)=1-sinx.

O valor de ;mg

f(n-l—h)—f(rc) s
h

@a -l B 0 © 1 D 2

Considere, para um certo nimero real &, as fungdes f e g, de dominio R", definidas por

f(x)zx2 Inx e g(x)=k+f(2x).
4.1. Seja r areta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
a) Determine a equacao reduzida da reta 7.
b)  Sabe-se que areta » também ¢ tangente ao grafico da fun¢do g, num tinico ponto de
abcissa x, €0, 1] .
Determine o valor de x, recorrendo a calculadora grafica.
Na sua resposta deve:

e apresentar a equagao que lhe permite resolver o problema;

e reproduzir o grafico da fungao ou os graficos das fungdes que tiver necessidade de

visualizar na calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial;

e apresentar o valor de x,, arredondado as centésimas.

4.2. Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de

pontos de inflexao.

4.3. Considere k =1 e determine lim g(x)

TG

Para um certo niimero real &, seja g a fungdo, de dominio R, definida por:

e rx—1

—— se x<0
g(x)=7 2x

xe?—x se x>0

5.1. Sabe-se que a fungdo g ¢ continua no ponto 0.

Qual é o valor de & ?

@A -l ®B) 0 © o 1

1
2
5.2. O grafico da funcdo g tem uma assintota obliqua quando x — +o .

Determine a equagao reduzida dessa assintota.
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Proposta de teste de avaliacao [MAI02021] WKMo 7/22
Matemét'\ca

6. Considere, para um certo numero real a, a funcao

de dominio R definida por f(x)=(x+a)e". ’ A
Sabe-se que que o ponto do graficode f com

abcissa a € um ponto de inflexao.

O valorde a é: a o " x
Aa -1 B) 2 \/

<© -3 D 4

7.  Na figura, estd representado um tabuleiro retangular dividido em doze quadrados iguais, dispostos em

trés linhas e quatro colunas.

O000
0000
0000

Pretende-se colocar sobre este tabuleiro, situado a nossa frente, doze pecas de igual tamanho e feitio,

das quais quatro sdo brancas ¢ oito sdo cinzentas.
Cada casa do tabuleiro ¢ ocupada por uma s6 peca.

Supondo que as pegas sdo colocadas ao acaso, qual ¢ a probabilidade de pelo penos uma coluna ficar

com pelo menos duas pecas brancas?

9 46 36 19
A = ®) - © = @) =

8. Sejam E um conjunto finito, P uma probabilidade em # (E ) esejam A e B dois acontecimentos
possiveis e equiprovaveis (A ,BeP (E )) .

Sabe-se que P(4|B)=0,25 ¢ P(4nB)=0,3.

Qual é o valor de P(4)?

A 0,2 3B 0,3 <o 0,4 M 0,5

e 4



Proposta de teste de avaliacao [MAI02021] & ﬂmoqi/’z;

M aten‘\é“‘;a

. , . . z, i
9. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere os elementos z, e z,, tais que —~=¢e 3.
y4
1

9.1. Se |z1 |=1, entdo |z2 -z | ¢ igual a:

3 1
A 2 B) — © 1 ® =
2 2
9.2. Mostre que z, +2z; =z,z,.
Sugestio: Comece por mostrar que z> +z> =e 3 z
~ " 1
10.  De uma sucessdo (v, ) de termos positivos, sabe-se que v, =v,,, +— , VneN.
n
Qual das afirmagoes seguintes ¢ verdadeira?
(A) (vn) ¢ uma progressao aritmética.
(B) (v,) éum infinitamente grande.
(©) (v,) éconvergente.
24 ~ 23
(D) Sev,=—,entdo vy=—.
25 25
FIM
Cotacdes:
Item
Cotagdo (em pontos)
LL | 120 | 201 | 22.| 3. |4la)|4lb)| 42. | 43. | 51. | 52. | 6. 7. | & | 91.| 92. | 10. | Total
15 15 10 | 10 | 10| 10| 15 | 15 | 15 | 10 | 10 10 | 10| 10| 10| 15| 10 | 200
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Proposta de teste de avaliacao [MAI02021]

D)

N

maximo |

Matematicd .

N

FORMULARIO

GEOMETRIA

Comprimento de um arco de circunferéncia: or

( « : amplitude, em radianos, do angulo ao centro; 7 : raio)

Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema

ar?

2

Area de um setor circular:

(« : amplitude, em radianos, do angulo ao centro, r : raio)

Area lateral de um cone: ©rg

(7 : raio da base; g : geratriz)
Area de uma superficie esférica: 47,2

(7 : raio)
Volume de uma pirimide: é x Area da base x Altura

Volume de um cone: % x Area da base x Altura

Volume de uma esfera: 4 nr (r:raio)
3

PROGRESSOES
Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (u):

~ . J u, +u
Progressao aritmética: ——»

Xn

1-7"

Progressio geométrica: u,
1-r

TRIGONOMETRIA

sin(a+b)=sina cos b+sin b cos a

cos(a+b):cosa cos b—sina sin b

COMPLEXOS

n inf

(o) =pre

0+ 2kn

ype’ =\”/pieT (ke{O, e n=1} e neN)

' Porto
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REGRAS DE DERIVACAO
(u+v)’=u’+v’

(u v)’=u’v+u v'

u
u' .
(log, u) = ina (aeR \{1})
LIMITES NOTAVEIS

lim (Hljn:e (neN)

n
lim 225 — g

x—0 X

lim <=1

x—0 X

lim ln—xzo

x40 x

lim =+ (peR)



Proposta de teste de avaliacao [MAI02021]

1.1.

1.2.
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Proposta de resolucio
A(-2,1,-2) e C(8,-7,4)
AC=C—-A4=(8,-7,4)-(-2,1,-2)=(10, -8, 6)
Equacéo vetorial da reta AC:
(x,y,2z)=(-2,1,-2)+k(10,-8,6), keR
Coordenadas de um ponto genérico da reta AC':
(x, Vv, z)=(—2+10k, 1-8k%, —2+6k), keR
O plano yOz ¢ definido pela equagdo x=0.
O ponto de coordenadas (—2 +10k,1-8k, -2+ 6k), k € R, pertence ao plano yOz se

—2+10k=0<:>k=£<:>k=l
10 5

As coordenadas do ponto P obtém-se para k = 1 :

—2+10x1,1—8x1,—2+6x1j=(o,—3,—f Logo, P[0,~3, -4
5 5 5 5 5 5 5

2 2
d(0,P)= 02+(_3j J{_fj _ |2 16 25
5 5 25 25 \25

O vetor i (0, 3, 4) ¢ normal ao plano ABC.

(9]

Seja M o ponto médio de [AC].

M -2+8 1-7 -2+4
2 2 2

, , j, ouseja, M (3,-3,1)

O vetor ME é colinear com # e tem norma igual a 15:
ME = ki AlME] =15
liil =V0* +3° +4* =\o+16 =/25 =5
ME = kit AlME| =15 = [kii] =15 <
olkl|i|=15 < lklx5=15<lk=3<
Sk=-3vk=3
Se k=-3, ME=-3ii=-3(0,3,4)=(0, =9, -12) ¢
E=M +ME=(3,-3,1)+(0, -9, -12)=(3, 12, -11)
Se k=3, ME=3&=3(0,3,4)=(0, 9,12) ¢
E=M+ME=(3,-3,1)+(0, 9,12)=(3, 6,13)

Como o ponto E tem cota positiva, entdo E(3, 6,13).

aximo
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Proposta de teste de avaliacio [MAI02021] nggn’;{?};‘ﬂ/é

NS

d
Lz i (EJ i—rsm( J@d 2rsm(xJ
2 2 2 ¢
B
2rsm(xj 2sm( j
A

Logo, f(x)= K@

[\

2.2, lim f(x)=lim X —lim = -
x—0 x—0 . X x—0 . X . X
2sin [j 2sm(j sm(j
2 2 i 2
im
X x—0 z
2
lim 3 1 Sex—0,y-0
y—0 y

Quando x — 0, o comprimento do arco AB tende a igualar o comprimento do segmento de

reta [ AB], pelo que o quociente g tende para 1.

3. f’(x)z(l—sinx)lz—cosx
limf(1t+h)—f(1t)

h—0 h

=f'(n)=—cosn=—(-1)=1

Resposta: (C)

4.1. a) f(x)zx2 In x

f(1)=1"ml1=0

f'(x)z(xz)’ Inx +x* (lnx)’ =2xlnx+x2xl:2xlnx+x
x

f'(1)=2><1><1n1+1=0+1=1
Coordenadas do ponto de tangéncia: (1, 0)
Declive dareta r: m= f'(1)=1

r: y—0=1><(x—1)<:>y=x—1
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Matematicd
b) Seareta » também ¢ tangente ao grafico da fungdo g, num ponto de abcissa

x,€10,2[, entdo g'(x,)=1.

g'(x)=(k+ £ (2x)) =0+(2x) f(2x)=

=2[2x2xIn(2x)+2x |=8xIn(2x)+4x
Em alternativa:
g(x) =k+ f(2x) =k+ (2x)2 ln(2x) =k+4x ln(2x) .
g’(x) =k'+ (4x2 )’ In (Zx) +4x° [1n(2x):|' =

=8x1In(2x)+4x’ ><2i =8xIn(2x)+4x

X

A solugdo da equagio g'(x)=1<> 8xIn(2x)+4x =1, no intervalo ]0, 1], ¢ o valor

de x, que se pretende.
y4
Recorrendo a calculadora grafica,
determinou-se, no intervalo referido, a
abcissa do ponto de interse¢ao dos

graficos das fungdes definidas por

y, =8xIn(2x)+4x e y, =1, tendo-se | .
: —
obtido o resultado indicado. OM“ 1 x

Portanto, x, ~0,41.

42. f'(x)=2xInx+x
f"(x)z(lenx)’ +x'=(2x)' Inx+ 2x(1nx)’ +1=

=21nx+2x><l+1=21nx+2+1=21nx+3
X

3
f”(x)=0<:>21nx+3=0<:>1nx=—%<:>x=e 2

3
X |—o0 e'i +00
f” _ 0 +
f a) P.L ()]

3
O grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em }—oo , € 2[ e a concavidade

3 3
voltada para cima em } e, + oo[ . O ponto de abcissa e ? ¢ um ponto de inflexao.

e 9
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Proposta de teste de avaliagio [MAI02021] M\:!}g’g@‘i ]/4
4.3. f(x) =x"Inx

g(x)=1+f(2x)=1+(2x) In(2x) = 1+4x* In(2x)

g(x) . 1es(2x) M@

lim =
o fx) e f(x) e Flnx
4x*In(2 In(2
= lim | ) _ jim —— 14 lim (29)
s+l x7 Inx x Inx o x?lnxy e Inx
:L+4limm:0+4hm E+l —
400 x>+ In x x>+ In x
=4><(1n—2+1j=4><(0+1)=4
+00
e +x—1
— se x<0
5. g(x): 2x

xet—x  se x>0

5.1. Se g ¢continuaem x =0, entdo existelim g (x).
0

x>

. eax—1l (eRo1 e -1 1
lim g(x)=lim ————=lim +— |=1lim +—=
x—0" x—0" X x—0" X X =0 2x 2
11 e ~1 1 k. e'-1 y=hx
=Ly xkli —— 42 =
2 0 fx 2 20y Sex—>0,y—>0
1 1+k
LA P bl
2 2
li = li _x)= _0=0=
lim g(x) lim (xe x) 0xe’"-0=0=g(0)

Se g ¢é continuaem x =0, entdo T=O<:>k=—1.

Resposta: (A)

5.2. Seja y=mx+b aequacgdo da assintota ao grafico da fun¢do g quando x — +o0o .

2-x
m = tim £ i 2T (¢ -1)=e"~1=0-1=-1
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00

b= lim [g(x)—mx} = lim (xe2”“—x+x) = lim (er’x)(ZO)

X—>+00 X—>+00 X—>+0

. 2 2 4. X 2 4.
=11m(xe e")ze lim —=¢” lim =

X

X—>+00 X—>+00 e X—>+00 e
X
1 1
2 2 2
=e"x —=¢'x—=¢ x0=0
. € +00
lim —
x—>+0  x

y=-x ¢ aequagdo pedida.
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Proposta de teste de avaliacio [MAI02021] M ce h ]/é
6. f(x)=(x+a)ex

f'(x)=(x+a) e+ (x+a)(e) =e'+(x+a)e’ =(1+x+a)e’

f(x)=(1+x+a) e+ (l+x+a)(er) =

=c¢"+(l+x+a)e" =(1+1+x+a)e’ =(x+a+2)e"
f"(a)=0e(a+a+2)e’ =0 (2a+2)e" =0 2a+2=0=a=-1
Resposta: (A)

7. O acontecimento contrario do acontecimento

A : “Pelo menos uma coluna fica com pelo menos duas pecas brancas”
¢ 0 acontecimento

A “Cada coluna fica com uma e uma s6 peca branca”.

Calculemos a probabilidade de A:

Numero de casos possiveis:

C, =495 (E o ntimero de maneiras de colocar as quatro pegas brancas nos 12 lugares do
tabuleiro. O lugar das pecas cinzentas fica univocamente determinado.)

Numero de casos favoraveis:

3x3x3x3=3"=81 (Em cada coluna ha trés maneiras de colocar uma pega branca.)
P(g)zﬁzi
495 55
- 9 46
P(A4)=1-PlA)=1-—=—
( ) ( ) 55 55

Resposta: (B)
8.  P(4)=P(B), P(4|B)=0,25¢ P(AnB)=0,3
P(4nB)=0,3 P(4UB)=0,3<
< 1-P(A4UB)=0,3< P(4UB)=0,7

P(ANB)
P(B)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(4NB)

P(A4|B)=0,25< =0,25 < P(AN B)=0,25P(B)

0,7=P(B)+P(B)-0,25P(B)

<0,7=1,75P(B) < P(B)= 10’775 < P(B)=0,4

P(A)=P(B)=0,4

Resposta: (C)
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A Aximo /
Proposta de teste de avaliacio [MA102021] M\:!ggnﬁxfz; A7/Z
z, _ i3 _J3
9. 91. —==e’<oz,=¢7z
Z Im(z)4
iz ir A
|z,|=le?z|=|e’|X|z|=1x| z | =| z | 1
B
Se|zl|:lentﬁo|zz|:|zl|:l :
Sejam, no plano complexo, 4 e B os afixos de ! ‘5'
z, € z,, respetivamente. >
1 2 p o Re(z)

Entdo, como z, = e z,, vem AOB :g rad .
Se OA=|z|=|z,|=0B e AOB =§ rad , entdo o tridngulo [O4B] ¢ equilatero.

Logo, |z, — z, |:E:1.

Em alternativa:

|z2 zl|— eigzl—z1 = zl(eig—l)‘= zl(congrisin——lj‘:
1 3. 1 3. 1Y (V3Y)
=|z,| —+—1-1 —|zl| -——+—1 =|Z1| —— |+ — =
2 2 2 2 2

1 3
:|Zl| Z-l—z =|21|X1=|Zl|=1
Resposta: (C)

Y (iE)z P2
9.2. 212+222=le+ e’z =212+ e’) z =zlz+e 3 212=

. 2n
=zlz(1+e 3 )=zl2 (1+cos%+isin%j=zl2 [1—%+£ij=

2 2
Logo, z; +z; =zz,.

1

10. v =v =——,VneN
n

n n+l n

1
+—,VneNoy, -
n
Logo, VneN, v, —v, <0, ouseja, (v,) ¢édecrescente.

Por outro lado, se (v, ) ¢ uma sucessdo de termos positivos, entdo v, >0, Vne N, ou seja, (v, ) é

minorada.

Podemos, portanto, concluir que (vn ) € convergente, porque toda a sucessdo decrescente e minorada

¢ convergente.

Resposta: (C)
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