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1. Introducao
A optimizacdo em redes foca-se no estudo e resolucdo de problemas que possam ser
representados através de uma rede. Sdo exemplos disso, problemas de planeamento
de producao, problemas de rotas, etc.

2. Definicoes

Considere-se V um conjunto finito de vértices (ou nodos) e A um conjunto de arcos,
contido em V X'V. Designa-se por Grafo ao par ordenado G=(V, A).

A explicitacdo de um grafo pode ser feita de forma extensiva, enumerando o conjunto
de vértices e de arcos ou por meio de uma representacdo grafica, tal como se ilustra no
exemplo que segue.

Exemplo:
Dados V={1,2,3,4,5,6} e A={(1,2), (1,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,6), (5.3), (5.4), (6,5)},
G=(V, A) é um grafo, o qual pode ser representado graficamente do seguinte modo:

Outras representacdes deste grafo podem ser obtidas. Para tal, basta posicionar os
vértices de forma diferente.

Considere-se ainda, P um conjunto de pesos associados aos arcos. Designa-se por Rede
ao terno ordenado R=(V, A, P). Tal como grafos, também as redes podem ser definidas
explicitamente e por representacao grafica.

Exemplo:
Dados V={1,2,3,4,5,6}, A={(1,2), (1,3), (2,4), (3,4), (3,5), (4,6), (5,3), (5,4), (6,5} ¢

P={p12, P13, P24, P34, P35> P46> P53> P54» Pes}t, R=(V, A, P) € uma rede, a qual pode ser
representada graficamente do seguinte modo:
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Numa rede pode considerar-se mais do que um peso associado a cada arco. Por
exemplo, um dos pesos pode representar um custo, enquanto que outro pode referir-se a
uma duragdo.

Nas definicdes anteriores, considerou-se que as ligacdes entre os vértices t€m um
determinado sentido, designando-se por isso por arcos. Existem contudo situacdes em
que ndo interessa considerar o sentido — por exemplo, se as ligagdes representarem redes
de telecomunicacdes — ou em que importa considerar, em simultdneo, ambos os tipos de
liga¢do, com e sem sentido — por exemplo, num mapa de estradas. As ligacdes em que
ndo interessa considerar o sentido dd-se o nome de arestas. Surgem assim as definicdes
que se seguem.

Considere-se V um conjunto finito de vértices (ou nodos), A um conjunto de arcos e E
um conjunto de arestas.

Designa-se por Grafo nao Orientado ao par ordenado G=(V, E).

Exemplo:
Dados V={1,2,3,4} e E={(1,2), (1,3), (2,3), 3,4)}, G=(V, E) ¢ um grafo ndo
orientado, o qual pode ser representado graficamente do seguinte modo:
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Note-se uma aresta (a,b) pode ser também designada por aresta (b,a).
Designa-se por Grafo Misto ao par ordenado G=(V, AUE).

Exemplo:
Dados V={1,2,3,4}, A={(1,3)} e E={(2,3), (3,4)}, G=(V, AUE) é um grafo misto, o
qual pode ser representado graficamente do seguinte modo:
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Notas:
1. Cada aresta (i,j) pode ser representada por meio de 2 arcos — o arco de i para j e
o arco de j para i. Sendo assim, a explicitacdo do conjunto de arestas pode ser
feita através da enumeracgdo de arcos;

2. Seja (i,j) um arco de um grafo G=(V,A). Os vértices i e j sd@o os extremos do
arco, sendo i o vértice ou extremo inicial e j o vértice ou extremo final do arco.
Seja (a,b) uma aresta de um grafo ndo orientado. Os vértices a e b sdo os
extremos da aresta.

Nalgumas situagdes, existe interesse em estudar ndo o grafo/rede por completo mas
apenas uma parte dele, que resulte de se considerar um subconjunto de arcos/arestas
e/ou vértices.

Considere-se entdo grafo G=(V, A) e os subconjuntos V; € Ve A; c A. Define-se:

Subgrafo gerado por V; é o grafo Gy;=(V}, A}) cujos vértices sdo todos os elementos
de V; e os arcos (ou arestas) sao os elementos de A cujos extremos pertencem a V; (i.e.,
A]Z{(Vi, Vj)E A: Vi, Vi€ Vl})

Nota

Dado o grafo G=(V, A), o subgrafo gerado por V; € V obtém-se eliminando os
vértices que ndo pertencem a V; e considerando apenas os arcos (ou arestas) que
ligam vértices pertencentes a V.

Grafo Parcial gerado por A; é o grafo Ga=(V, Aj) cujos vértices sdo todos os
elementos de V e os arcos (ou arestas) sdo os elementos de A;.

Nota
Dado o grafo G=(V, A), o grafo parcial gerado por A; < A obtém-se considerando
todos os vértices de V e apenas os arcos (ou arestas) de A;.

E juntando as duas defini¢des anteriores numa s6, obtém-se a definicdo de Subgrafo
Parcial gerado por Vi e A; que ndo é mais que um grafo parcial Gy, a1 =(V1, A})
gerado pelos vértices de V| e os arcos (ou arestas) de A; cujos extremos pertencem a
V.

Exemplo:
Considere o grafo G=(V, A) com a seguinte representacdo grafica:
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= O subgrafo gerado por V|={1, 2} tem a seguinte representacado grafica:
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= O grafo parcial gerado por A;={(2, 3), (3, 4)} tem a seguinte representacao
gréfica:
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= O subgrafo parcial gerado por V={2, 3, 4} e A;={(2, 3), (3, 4)} tem a
seguinte representacao grafica:
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Tal como foi anteriormente referido, a optimizacdo em redes faz o estudo de problemas
que podem ser representados por meio de uma rede. No estudo desse tipo de problemas,
podem surgir situagdes em que seja necessdrio determinar um subconjunto de vértices
e/ou arcos. Estas situacdes conduzem as seguintes definicoes:.

Cadeia entre dois nodos s e t: uma sequéncia de arcos que ligam esses dois nodos, em
que os arcos consecutivos tém que ter um extremo em comum. Os nodos s e t
designam-se por extremos da cadeia. Chama-se Ciclo a uma cadeia cujos extremos
coincidem

Caminho de s para t: uma sequéncia de arcos entre s e t em que, para cada par de arcos
consecutivos, o vértice final do primeiro arco tem que ser igual ao vértice inicial do seu
sucessor na sequéncia. Chama-se Circuito a um caminho cujos extremos coincidem.



Grafo Conexo: se existir uma cadeia entre qualquer par de vértices. Se o grafo nao for
conexo € possivel identificar subgrafos conexos, designados por componentes conexas,
tal como se ilustra no exemplo que se segue.

Exemplo:

=  Grafo conexo:

= Grafo ndo conexo, no qual existem duas componentes conexas:
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Note-se que ndo existe nenhuma cadeia entre D e os restantes nodos. No
entanto, os subgrafos gerados, respectivamente, por {A, B, C} e por {D}
840 conexos.

3.Problema da Arvore de Suporte de Custo Minimo

Considere o grafo G=(V, A), em que V representa o conjunto de vértices e A um
conjunto de arestas, ¢ A; < A. Chama-se Arvore de Suporte do grafo G ao grafo
parcial Go1=(V, A|) em que as arestas de A; permitem estabelecer uma e uma sé cadeia
entre qualquer par de nodos de V.

Dada uma rede que representa uma situacao real, de forma intuitiva podemos dizer que
a determinagdo de uma Arvore de Suporte corresponde a seleccionar o nimero minimo
de ligacdes (arestas) que devem ser estabelecidas de forma a garantir que, de qualquer
vértice da rede, € possivel aceder a qualquer outro vértice da mesma rede.



Note-se que cada grafo pode conter um nimero exponencial de drvores de suporte, tal
como € ilustrado no exemplo que se segue.

Exemplo:
Considere o grafo G=(V, A) com a seguinte representacdo grafica:
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Este grafo admite varias drvores de suporte, das quais se apresentam as seguintes:
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Se a cada aresta estiver associado um peso, € entdo possivel determinar arvores de
suporte com diferentes pesos totais. Chama-se Arvore de Suporte de Custo Minimo a
arvore de suporte para a qual a soma dos pesos das arestas ¢ minima.

Resultado
Dado um grafo conexo G=(V, A) em que V € constituido por N nodos, sdo validas as
seguintes afirmagdes:

i) Uma arvore de suporte de G € um grafo conexo sem ciclos.
i) Uma arvore de suporte de G € um grafo conexo com N-1 arestas.



3.1 Determinaciio da Arvore de Suporte de Custo Minimo

Para determinar a arvore de suporte de custo minimo associada a rede conexa R=(V, A,

C) pode aplicar-se o Algoritmo de Kruskal ou o Algoritmo de Prim.

Algoritmo de Kruskal

Em termos gerais, o Algoritmo de Kruskal comeca por considerar IVl componentes
conexas e vai inserindo arestas, até obter uma tGnica componente conexa.

Definindo Gs=(Vs,Ts) como sendo o grafo que representa a arvore de suporte de custo
minimo da rede R=(V, A, C), o Algoritmo de Kruskal é constituido pelos seguintes

passos:
PASSO 1
= Vg=V,;

» Ts= (Nao existem arestas no grafo Gg);
=  (Cs=0 (O custo da arvore Gg ¢é nulo).

PASSO 2
*  Ordenar arestas por ordem ndo decrescente dos respectivos custos (ou pesos).

PASSO 3
= Seleccionar a aresta do topo da lista de arestas e adicionar ao conjunto Ts
desde que a inclus@o desta aresta ndo origine um ciclo em Ggs. Retirar a aresta
da lista ordenada. Adicionar a Cg o custo da aresta.

PASSO 4
= Se Gg € uma arvore de suporte entdao STOP;
= Sendo voltar ao PASSO 3.

Exemplo de Aplicacao:
Considere a rede R=(V, A, C) com a seguinte representacao grafica:
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= Resumo de aplicacdo do Algoritmo de Kruskal:

Arestas | Custos Estado da Conjunto Ts Custo de
aresta Gs
(A, O 2 Adicionada {(A,O)} Cs=0+2=2
(D, E) 2 Adicionada {(A,C), (D,E)} Cs=2+2=4
(A, B) 3 Adicionada {(A,C), (D,E), (A,B)} | Cs=4+3=7
B, O) 3 Excluida (a sua {(A,O), (D,E), (A,B)} Cs=7




inclusdo criava

um ciclo)
Adicionada e
(C D) 4 STOP (TS ]é tem {(A,C), (D,E)’ (A’B), CS:7+4:1
5—1=4 arestas) CD} !
(B, D) 5 _ _ ~
(B,E) 5 _ _ ~

= Arvore de suporte de custo minimo obtida pelo Algoritmo de Kruskal:
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(custo da arvore de suporte é Cs=11)

Algoritmo de Prim

Em termos gerais, o Algoritmo de Prim comeca por considerar uma Gnica componente
conexa, contendo apenas um vértice e vai alargando a componente conexa, por inser¢ao
de vértices e arestas, até que tenha V| vértices.

Definindo Gs=(Vs,Ts) como sendo o grafo que representa a arvore de suporte de custo
minimo da rede R=(V, A, C), o Algoritmo de Prim € constituido pelos seguintes passos:

PASSO 1: Inicializacio
=  Vs={v,} onde v¢ é um nodo (ou vértice) qualquer de R;
» Ts=C (Nio existem arestas no grafo Gg);
=  (Cs=0 (O custo da arvore Gg ¢é nulo).

PASSO 2: Determinagdo do vértice vj= mais “perto” de Gg
* Seleccionar a aresta (v,vjx) de menor custo (ou peso) ¢, entre as arestas (v,vj),
com ve Vs e Vi V.

PASSO 3: Aumento de Gg
" Vs=VsuU {vj}eTs=TsuU {(v,vj) };
. CS = CS + C.

PASSO 4: Teste
= Se Gg € uma arvore de suporte entdao STOP;
= Sendo voltar ao PASSO 2.

Exemplo de Aplicacao:
Considere a f* rede R= (\}/ C)coma segy,t epresentacao grafica:
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= Resumo de aplicacdo do Algoritmo de Prim considerando Vs={B} (o primeiro
nodo a incluir em Vg pode ser um qualquer da rede R):

Vértice mais | Conjunto Vg Conjunto T Custo de
“perto” de Gs

Gs

C {B, C} {(B,O)} Cs=0+3=3

A {B,C, A} {(B,C),(C,A)} Cs=3+2=5

D {B,C, A, D} {(B,C),(C,A),(C,D)} Cs=5+4=9
{B,C),(C,A),(CD),(D.E)}

E {B,C,A,D,E} | e STOP (Ts ja tem 5-1=4 | Cs=9+2=11
arestas)

= Arvore de suporte de custo minimo obtida pelo Algoritmo de Prim:

Q Q Q
NL L

\—4—1 D

N

(custo da arvore de suporte € Cs=11)

Nota: Como se pode observar, a aplicacdo dos dois algoritmos pode gerar solugdes
diferentes, no entanto, o custo tera que ser igual.

4.Problema do Caminho mais Curto

Considere a rede R=(V, A, P) em que P representa o conjunto de “custos” associados
aos arcos (ou arestas) de A. Chama-se Caminho mais Curto entre os vértices s e t ao
caminho entre s e t para o qual a soma dos custos dos arcos (ou arestas) € minima.

Em termos praticos, determinar o Caminho mais Curto entre os vértices s e t
corresponde a seleccionar as ligacdes (arcos ou arestas) que devem ser estabelecidas de
forma a aceder, da forma mais eficiente, a um ponto de destino t a partir de um ponto de
origem s.

Para além do problema base, podem ser consideradas suas variantes:

10



* Dado um vértice s, o problema de determinar o caminho mais curto entre s e
todos os outros vértices da rede R=(V, A, C);

= O problema de determinar o caminho mais curto entre todos os pares de vértices
darede R=(V, A, C).
4.1 Determinacdo do Caminho mais Curto

Para determinar o caminho mais curto entre s e t pode recorrer-se a algoritmos iterativos
que atribuem etiquetas aos vértices.

Estes algoritmos podem ser divididos em dois grupos:

= Algoritmos de fixacdo de etiquetas — aplicdveis sempre que ndo existem
circuitos de custo negativo — Algoritmo de Dijkstra e suas variantes;

= Algoritmos de correc¢do de etiquetas — aplicdveis quer existam ou nao
circuitos de custo negativo — Algoritmo de Floyd.

Nota

Nesta Unidade Curricular apenas serd estudado o Algoritmo de Dijkstra, o qual
determina o caminho mais curto entre um vértice s € V e todos os outros vértices da
rede R=(V, A, C). Salienta-se, ainda, que o Algoritmo de Dijkstra s6 pode ser aplicado
em redes que ndo contenham arcos de custo negativo.

Algoritmo de Dijkstra (Fixacdo de Etiquetas)

Admitindo que se pretende determinar o caminho mais curto entre um vértice s € V e
todos os outros vértices da rede R=(V, A, C), o Algoritmo de Dijkstra é constituido
pelos seguintes passos:

PASSO 1: Inicializacio
= S={s}, onde S € o conjunto dos vértices que t€m etiqueta permanente;
= S=V-S;
= TI(s)=0, onde II(i) é o comprimento do caminho mais curto entre s e i, obtido
até ao momento;
= p(s)=s, onde p(i) é o vértice antecessor de 1 no caminho mais curto entre s e i.
= TI(1) = c(s,1) se (s,1) €A, II(i)=+o0 se (s,i) € A, p(i)=s.

PASSO 2: Determinagio do vértice j*e S
= R IIG*) =MD TIG);
je S
* S=Su{j*h
. 5=5-(j)
» Se S=U entdo STOP;

NOTA: No caso de se pretender o caminho mais curto entre o vértice s € um
vértice t, substitui-se o critério de paragem anterior por: Se te S entdo STOP;

11



= Sendo ir para o PASSO 3.

PASSO 3: Actualizagdo das etiquetas
: min . . ) .
= TIG) =j€ (Tj* mg) {I1(G), TI(G*)+cj+}, onde Tj« € o conjunto de sucessores
directos de j*;
= p(j) = j*, se I1(j) foi melhorado;
= Voltar ao PASSO 2.

Observacao
Pode existir mais que um caminho mais curto entre s e t, mas o algoritmo de Dijkstra s

permite determinar um deles.

Exemplo de Aplicacao:
Considere a rede R=(V, A, C) com a seguinte representacao grafica:

(i) s (2
N E
NP Zf 1f A,,/
2SN e *\/10

(3 —10—> 4
N \_

= Resumo de aplicacdo do Algoritmo de Dijkstra — determinagdao do caminho mais
curto entre s e t:

j s” 1 2 3 4 t Informagio
H(]) 0 5/ (o) 10 [ee) (o) S={S};
M ey _5. 3%_1. Q
pP() S S S S S S JES 1G)=5; j*=1; S={s.1}
InG) | - - 107 10 s | Ver Célculos Auxiliares (i)
MM yi_10)- %= Q—
p(]) _ _ 1 S S S JES H(])_lo’ J*_29 S_{S71’2}
IG) | - - - 107 oo 35 | Ver Célculos Auxiliares (ii)
MM =10 %=3- I
p(]) — — — S S 2 JES H(])_loa J*_3’ S_{S,1’2,3}
IGg) | - - - - 20" 35 | Ver Calculos Auxiliares (iii)
MM 190 %—4- S
p(]) _ _ _ _ 3 2 JES H(])_zo’ J*_49 S_{S71’273’4}
InG) | - — - - — 307 | Ver Célculos Auxiliares (iv)
Igg T1(j)=30; j*=t; S={s,1,2,3,4,t}
R
STOP porque te S.
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Calculos Auxiliares
(i) I1(2)= min{I1(2); II(1)+ cj2 }=min{ee; 5+5}=10 (logo, p(2) = 1);
I1(3)= min{II(3); I1(1)+ c;3}=min{10; 5+20}=10 (logo, p(3) ndo sofre alteracdo);

(ii) TI()= min{TI(t); TI(2)+ c5 }=min{es; 10+25}=35 (logo, p(t) = 2);
(iii) TI(4)= min{TI(4); TI(3)+ c34}=min{eo; 10+10}=20 (logo, p(4) = 3);
(iv) TI(t)= min{TI(t); TI(4)+ c4}=min{35; 20+10}=30 (logo, p(t) = 4).

Caminho mais Curto entre s e t

=  Custo: [I(t)=30 ¢ p(t)=4,p(4)=3, p(3)=1

N D D 0
=  Caminho: \/rlO’wo—K /—o—»\ /

Note-se que a aplicacdo do algoritmo de Dijkstra também permite determinar os
caminhos mais curtos entre s e todos os nodos que estiverem etiquetados, com etiqueta
permanente, quando o algoritmo terminar. No exemplo anterior, apds a aplicacdo do
algoritmo € mesmo possivel determinar o caminho mais curto entre s e todos os
restantes nodos, dado que todos eles se encontram etiquetados, com etiqueta
permanente,

Notas
a) Para determinar o caminho mais curto entre um vértice s e todos os outros vértices
aplica-se o algoritmo de Dijkstra em que a condic@o de paragem é todos os vértices

estarem etiquetados com etiqueta permanente (também se pode aplicar o algoritmo
de Floyd).

b) Para obter o caminho mais curto entre todos os pares de vértices determina-se, para
cada vértice da rede, o caminho mais curto a todos os outros vértices utilizando o
algoritmo de Dijkstra (também se pode aplicar o algoritmo de Floyd).

Questoes:

1. E se, na determinacdo do caminho mais curto entre dois vértices, for necessario
passar por um ponto intermédio da rede? E por um arco da rede?
2. E se se quiser determinar o caminho mais longo?

S.Problemas de Fluxos numa rede

Nalguns problemas de redes, a cada arco/aresta encontra-se associado uma capacidade
que representa a quantidade maxima de um certo bem — fluxo — que pode passar nessa
ligacdo, numa determinada unidade de tempo. Por exemplo, o nimero maximo de
veiculos que pode circular numa determinada estrada, por unidade de tempo, de forma
que ndo exista congestionamento de trafego. Esses problemas sdo designados por
problemas de fluxos. Nesta UC iremos estudar dois deles: o problema do fluxo méximo
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e o problema do fluxo de custo minimo. Em ambos considera-se um nodo inicial que
gera fluxo e um nodo final ou destino que absorvera o fluxo gerado pela origem. Antes
de prosseguirmos, destaca-se aqui alguma da notacdo que ird ser utilizada.

Dada a rede R=(V, A, U), denota-se por:

* uj; a capacidade do arco (i, j)e A (assume-se que u;j >0);

* Xj a varidvel que representa a quantidade de fluxo que estd a passar no arco
(1, )€ A (assume-se que 0<xj; < u;j);

* Arco saturado: qualquer arco (i,j) em que X;j = ;j;

= cadeia de aumento de fluxo: qualquer cadeia em que seja possivel aumentar
o fluxo entre o nodo origem e o nodo destino.

E também importante realcar que o estudo destes problemas requer a assumpgio das
seguintes hipoteses:

Hipoétese 1 — Principio de conservacio de fluxo:
Exceptuando os vértices inicial e final, o fluxo que entra num vértice é sempre igual ao
fluxo que dele sai.

Hipoétese 2:
A rede R=(V, A, U) tem apenas um vértice inicial e outro final.

Hipoétese 3:
A capacidade de cada arco (1, j)e A, u;j, € um valor inteiro.

No caso da segunda ou da terceira hipdtese ndo se verificar, é possivel efectuar
alteracdes de forma a obter uma nova rede que satisfaca estas hipoteses.

5.1 Fluxo maximo numa rede

Considere a rede R=(V, A, U) em que U representa o conjunto de capacidades
associadas aos arcos de A. Chama-se Fluxo Maximo entre os vértices s e t a
quantidade médxima, de um certo bem, que pode ser enviada entre os vértices s e t.

5.1.1. Determinacio do Fluxo Maximo

Para determinar o fluxo maximo entre os vértices s e t recorre-se ao Algoritmo de Ford-
Fulkerson. Em termos gerais, o Algoritmo de Ford-Fulkerson consiste em identificar
sucessivas cadeias de aumento de fluxo entre os vértices s e t. Para construir as cadeias
de aumento de fluxo, o algoritmo utiliza um processo de etiquetagem de vértices:

= Vértice inicial
s=71 o que significa que ao vértice s podem chegar oo unidades de fluxo vindas
de nenhum vértice.

= Restantes vértices
Caso 1: A "B "2 o que significa que ao vértice B podem chegar 2 unidades
de fluxo vindas do vértice A;
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Caso 2: A P31 7B o que significa que pelo vértice A podem deixar de se
enviar 3 unidades de fluxo para o vértice B.

Algoritmo de Ford-Fulkerson
Admitindo que se pretende determinar o fluxo maximo entre os vértices s e t da rede
R=(V, A, U), o Algoritmo de Ford-Fulkerson é constituido pelos seguintes passos:

PASSO 0
Atribuir a cada arco um fluxo admissivel (em geral atribui-se o fluxo nulo).

PASSO 1
Etiquetar o nodo origem s com a etiqueta [ —, o].

PASSO 2

Encontrar um arco (i,j) para o qual:
Caso 1: o nodo i esteja etiquetado e o nodo j ndo esteja etiquetado e X;j<ujj, ou
seja, que o fluxo que estd a passar no arco (i,j) ndo atinge ainda a capacidade do
arco; ou
Caso 2: o0 nodo j esteja etiquetado e o nodo i ndo esteja etiquetado e x;;>0;

Se tal arco ndo existir entdo ir para o PASSO 5.

PASSO 3
* Se Caso 1 entdo etiquetar o nodo j com [a;, bj], em que a= +i e
bj:min(bi, uij—xij);
* Se Caso 2 entdo etiquetar o nodo i com [a;, b;], em que ai= —j e bi=min(b;, x;);
= Se o nodo final t ja estd etiquetado entdo ir para o PASSO 4;
= Sendo repetir o PASSO 2.

PASSO 4
= Foi determinada uma cadeia de aumento de fluxo entre s e t. Incrementar o
fluxo na cadeia de aumento de fluxo na quantidade b,. Comecando pelo nodo
t: a. Fazer i=t; b. Se o nodo i foi etiquetado com [+k, b;] entdo incrementar o
fluxo no arco (k,i) na quantidade b;. Se, pelo contririo, foi etiquetado com
[k, b;i], decrementar o fluxo no arco (i,k) na quantidade by;c. Fazer i=k; 4.

Repetir os passos b,c até atingir o nodo s.
* Ir para o PASSO 1.

PASSO 5
= O fluxo maximo foi determinado. STOP.

Exemplo de Aplicacao:
Considere a rede R=(V, A, U) com a seguinte representacdo gréfica:
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em que o valor indicado junto aos arcos representa, a capacidade do arco

Resumo de aplicagdo do Algoritmo de Ford-Fulkerson: determinacdo do fluxo
maximo entre os nodos M e F. Comecemos por atribuir o fluxo nulo a todos os arcos.
Como se verifica o principio de conservacao de fluxo e nenhuma das capacidades é
excedida, o fluxo é admissivel. Nas redes seguintes os valores a, b junto dos arcos
representam, respectivamente, a capacidade do arco e o valor do fluxo nesse arco

» F(fluxo que passa na rede)=0;

» Cadeia de Aumento de Fluxo (C.A.F.) entre M e F:

[+M,8 2 \73 o—> 4 \ [+2,3]

/[_/O?]\/ " 0 / £ /

\& k/ /
7,0 4,0 [(+4,3]
S /:\/

C.AF. entre M e F: (M,2), (2,4) e (4,F) (fluxo que passa na cadeia é 3) =
F=0+3=3 (fluxo que passa na rede entre os vértices M e F);

» Actualizagdo da rede:

| M (S T \ F |
N R _/
7,0 -10 4,0

» Cadeia de Aumento de Fluxo (C.A.F.) entre M ¢ F:
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[+M, 5] ( 3, 3—N/>

\\T[uq //>\
4 [+3,4]
7 o\fslo 4,0
O\
3

C.AF. entre M e F: (M,2), (2,1), (1,3) e (3,F) (fluxo que passa na cadeia é
4) = F=3+4=7 (fluxo que passa na rede entre os vértices M e F);

» Actualizagdo da rede:

» Cadeia de Aumento de Fluxo (C.A.F.) entre M ¢ F:

Ay
[-Iw] 8' 7
o<
[+4,3]
7,0 54 4,4
v

Ny
Q [+M,7]

C.AF. entre M e F: (M,3), (1,3), (1,4) e (4,F) (fluxo que passa na cadeia é
3) = F=7+3=10 (fluxo que passa na rede entre os vértices M e F);

» Actualizagio da rede:
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e
E
‘k“& P /v

(4)

M,e

Na rede actualizada ja ndo é possivel construir uma C.A.F entre M e F=
STOP.

» Valor do Fluxo Maximo entre M e F: F=10.

> Sistema Optimo de Fluxos (valor apresentado junto a cada arco representa o
fluxo que estd a passar por esse arco):
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5.1.2. Corte de Capacidade Minima

Relacionado com o problema da determinacdo do fluxo méximo estd um outro
problema, e ndo menos importante, que se designa por problema do corte de capacidade
minima

Seja G =(V, A) um grafo e s e t os vértices origem e destino, respectivamente.
Considere-se S um subconjunto de vértices que contém o vértice s € ndo contém o
vértice t e T=V-S (ou seja, T € o conjunto complementar de S). Chama-se Corte (C) em
G ao conjunto de arcos que tém o extremo inicial em S e o extremo final em T. A
remogao destes arcos torna impossivel qualquer caminho de s para t.

Dado que a cada arco estd associada uma capacidade, chama-se capacidade do corte C
a soma das capacidades dos arcos que o compdem.

Note-se que numa rede com N vértices, podem ser definidos 2™ cortes.

Exemplo:
Considere a rede R=(V, A, U) com a seguinte representacdo gréfica, em que o valor
indicado junto aos arcos representa a capacidade do arco:

()
/\, /\2
'//s\/: w/ \\ 4 \ryt\
\/\4 \_‘1/ /k;//
\//L >

O

— e N
)

Neste exemplo, sdo cortes: Cl={(s,1), (s,2), (s,3)}; C2={(s,2), (s,3), (1,3), (1,)};
C3={(2,1), (L,H), B.0}; (...,

Sendo as suas capacidades: capacidade do corte C1=3+5+ 4=12; capacidade do corte
C2= 5+4+1+4=14; capacidade do C3=2+ 4+ 5=11. O ntmero total de Cortes €, neste
exemplo, N2=p32=8

A relac@o entre o problema do fluxo maximo e o corte de capacidade minima é expressa
na proposicao e no teorema que seguidamente se enunciam.

Proposicao
Num problema de fluxo méximo na rede R=(V, A, U), qualquer fluxo entre o vértice

origem s e o vértice destino t ndo pode exceder a capacidade de qualquer corte em
G=(V, A).

Teorema do Fluxo Maximo — Corte de Capacidade Minima
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O valor do fluxo maximo na rede R=(V, A, U) é igual a capacidade do corte de
capacidade minima no grafo G=(V, A).

Note-se que pode existir mais do que um corte de capacidade minima.
Exemplo:

Considere novamente a rede R=(V, A, U), em que o valor indicado junto aos arcos
representa a capacidade do arco:

(s H}
\/\/

= O corte de capacidade minima no grafo G=(V, A) tem valor 10 e € constituido
pelos arcos: (s,1), (s,3), (2,1) e (2,t).

= Atendendo ao Teorema do Fluxo Maximo-Corte de Capacidade Minima, o
valor do fluxo maximo entre s e t na rede R=(V, A, U) é igual a 10.

Nota

De facto, aplicando o Algoritmo de Ford-Fulkerson, o valor do fluxo maximo
entre s e t na rede R=(V, A, U) € igual a 10, sendo o sistema 6ptimo de fluxos
dado por:

S
\/ ™ /

(o valor indicado junto aos arcos representa o fluxo que passa no arco)
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5.1.3. Importancia do Corte de Capacidade Minima

Considere uma rede R=(V, A, U), para a qual se pretende aumentar o valor actual do
fluxo maximo entre o vértice origem s e o vértice destino t. Para este efeito, é necessario
aumentar a capacidade de arcos da rede R, para aumentar a capacidade do corte ou dos
cortes de capacidade minima. Eventualmente, apenas serd necessario aumentar a
capacidade de alguns arcos do corte de capacidade minima.

Exemplo:
Considere novamente a rede R=(V, A, C), em que os valores a, b indicados junto aos
arcos representam, respectivamente, a capacidade do arco e o valor do fluxo nesse
arco que permite atingir o fluxo maximo entre s e t de valor 10:

53 1,1 2,2
2 e N o
| S ) \ ) 4}\\ |
& X L

4,4 1,1

Admita que se pretende aumentar o valor do fluxo méximo entre s e t em 1 unidade.
Para este efeito, pode-se, por exemplo, aumentar a capacidade do arco (2,1) em 1
unidade. De facto, se a capacidade do arco (2,1) passar a ser 2, é possivel construir
uma C.A.F. entre s e t que permite transportar mais uma unidade de fluxo: (s,2), (2,1)
e (1,t). Deste modo, obtém-se o sistema de fluxos que permite atingir o fluxo
maximo entre s e t de valor 11 (o fluxo que passa em cada arco corresponde ao
segundo valor junto ao arco):

/\ /\
-

N “H\/ ‘“‘;/
\/ \/

Aumentou-se a capacidade do arco (2,1), que é um dos arcos do corte de capacidade
minima. Este € constituido pelos arcos (s,1), (s,3), (2,1) e (2,t).
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Caso se pretenda aumentar o valor do fluxo maximo entre s e t em mais de uma
unidade, ndo € suficiente aumentar a capacidade do arco (2,1). Por exemplo, se o
objectivo € que o valor do fluxo méximo passe a ser 12 entdo, pode-se, por exemplo,
aumentar em 1 unidade a capacidade dos arcos (2,1) e (2,t). De facto, se as
capacidades dos arcos (2,1) e (2,t) passarem a ser 2 e 3, respectivamente, ¢ possivel
construir duas C.A.F. entre s e t, em que cada uma delas permite transportar mais
uma unidade de fluxo:

= C.AF.1:(s2),(2,1)e(1,p);
» C.AF2:(s2),(20.

Deste modo, obtém-se o sistema de fluxos que permite atingir o fluxo maximo entre
s e t de valor 12 (o fluxo que passa em cada arco corresponde ao segundo valor junto

ao arco): .
)
A/\
55 2,2
0 2N W e

u\ ' N / L

11

\/ \/

Sera possivel aumentar o valor do fluxo maximo entre s e t se a capacidade do arco
(2,1) passar de 2 para 3? Nao. Com o aumento da capacidade do arco (2,1) de 1 para 2
o corte {(s,1), (s,3),(2,1), (2,t)} passou a ter capacidade igual a 11, tal como o corte
{(2,0), (1,1), (3,t)}. Passaram a existir dois cortes de capacidade minima, em vez de um
e, consequentemente, para se aumentar o fluxo serd necessario aumentar a capacidade
destes dois cortes.

Questdo:
Como identificar um corte de capacidade minima?

Esta identificacdo pode ser feita com recurso a aplicacio do Algoritmo de Ford-
Fulkerson. Este algoritmo termina quando ndo € possivel etiquetar o nodo final. Todos
os nodos que podem ser etiquetados sao incluidos no conjunto S e os que ndo podem ser
etiquetados sdo incluidos no conjunto T. Estes dois conjuntos permitem definir um corte
de capacidade minima. Para ilustrar esta situacao, consideremos a rede dada no exemplo
anterior:
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Facilmente se conclui que, por aplicacdo do Algoritmo de Ford-Fulkerson, apenas os
nodos s e 2 podem ser etiquetados, ou seja, ndo € possivel determinar uma cadeia de
aumento de fluxo entre s e t. Sendo assim, para definir um dos possiveis cortes de
capacidade minima, basta fazer S={s,2} e T=={1,3,t}. Considerado agora os arcos
pertencentes a rede e cujo nodo inicial pertenca a S e o nodo final a T, verifica-se que
existem apenas trés arcos nesta situagdo, a saber (s,1),(s,3), € (2,1). O conjunto destes
trés arcos, € entdo um corte de capacidade minima (o fluxo méximo na rede é 10 e a
capacidade deste conjunto de arcos € também 10)

5.1.4. Formulacao em Programacao Linear

Dada uma rede R=(V, A, U), considere x;j; a varidvel que representa o fluxo que passa
no arco (i,j) e u; a capacidade desse arco. Designando por F o fluxo total que passa do
vértice origem s ao vértice destino t, o problema de Fluxo Mdximo pode ser formulado
em Programacdo Linear do seguinte modo:

Max Z=F

8. a: Y xg— 2 xis=F (a quantidade de fluxo no vértice s é F)
i (s,))EA i: (1,s)eA

> x4— X xi=-F (a quantidade de fluxo no vértice t € F)
i (ti)leA i (0eA

Y Xji— > Xij =0,jeV:j#s,t (todos os vértices diferentes de s e t sdo
i: G)eA i: (ij)eA pontos de passagem de fluxo)
xij<ui ,(G0,)) e A (a quantidade de fluxo que passa em cada

arco respeita a sua capacidade)
Xij > O, (1, _])G A
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5.1.5. Algumas Questoes
Para terminar, apresentam-se duas questoes:
Questao 1: O que fazer se a rede apresentar mais do que um vértice origem?

Sabendo que numa determinada localidade existem 2 vias de entrada possiveis e
uma Unica via de saida. Conhecem-se as vias de comunicacdo entre as vias de
entrada e de saida bem como o trafego maximo, por unidade de tempo, que nelas
pode circular sem que exista engarrafamento. Qual o trafego maximo que pode dar
entrada nesta localidade, por unidade de tempo, para que se consiga evitar
engarrafamentos?

Questao 2: O que fazer se um ou mais vértices tiverem restricoes de
capacidade?

Existe uma rede vidria entre uma localidade A e uma localidade B que obriga a
passagem por outras localidades intermédias. Sabendo que, numa dessas localidades
intermédias, o trafego vidrio por hora terd que ser limitado, qual o impacto desta
alterac@o no trafico que pode circular, por hora, entre a localidade A e a localidade
B?

5.2. Problema de Fluxo de Custo Minimo numa rede

Considere a rede R=(V, A, P) em que P=(C,U), representando C o conjunto de custos
unitarios associados aos arcos de A e U o conjunto das capacidades associadas aos arcos
de A. Chama-se Fluxo de Custo Minimo entre os vértices s e t de valor 0 a forma
mais econdmica de enviar 0 unidades de fluxo, de um certo bem, do vértice origem s
para o vértice destino .

A titulo 1lustrativo, os

e Problemas de Transportes e Transbordo;

= Problemas de Planeamento de Produgao
sdo exemplos de problemas que podem ser interpretados como um Problema de Fluxo
de Custo Minimo.

5.2.1. Determinacao do Fluxo de Custo Minimo de valor 6

Para determinar o fluxo de custo minimo entre os vértices s e t recorre-se ao Algoritmo
de Busacker-Gowen.

Algoritmo de Busacker-Gowen
Admitindo que se pretende determinar o fluxo de custo minimo entre os vértices s e t de
valor 0 na rede R=(V, A, P), e considerando as estruturas:

24



= R*=(V*, A* P*), que representa a rede incremental, onde cada elemento, U.ij*ZO
. . . . . . *
e inteiro, da matriz U*, representa a capacidade do arco (i, j) € A* e ¢;; 20
representa o custo do arco (i, j) € A*;

= VF € a varidvel que representa o valor do sistema de fluxos construido até ao
momento;

= f ¢ a varidvel que representa o valor do fluxo corrente;
O Algoritmo de Busacker-Gowen € constituido pelos seguintes passos:

PASSO 1: Inicializacao
= R*=R; VF=0; f=0.

PASSO 2: Criacao do fluxo corrente

=  Determina-se o caminho mais curto (ou mais econémico, etc.) entre s € t na
rede R*;

= Envia-se, pelo caminho determinado, o maior fluxo possivel (ou o necessario
para atingir o valor 0, i.e., 6—VF). Tal valor € designado por f;

= VF=VF+f;

= Se VF=0 entdo determinou-se o fluxo de valor ©® com custo minimo e STOP;

= Sendo ir para o PASSO 3.

PASSO 3: Actualizacido da rede incremental R*
= A rede R* tem a mesma estrutura basica da rede R;
= QOs valores das capacidades, Ujj*, e dos custos, Cij*, sdo actualizados da
seguinte forma:

% seno arco (i, j) circula uma quantidade ndo nula de fluxo, x;j, entdo
— U= 0 — Xy
—  S€ Xj= Ujj entao Cij=+0;
. . . .. * %
— criar um arco ficticio (j,1) e fazer u; = xjje cji = — ¢jj;

= Voltar ao PASSO 2.

Exemplo de Aplicacao:
Considere a rede R=(V, A, P) com a seguinte representacdo gréifica:

()
N

1,15 1,15 3,10

/M /*\ \7\

[ 1 ——3,15——> 3 }—1, 10— 5 |

\J\ N /x/

2,20 1,20

N
N
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em que os valores a, b indicados junto aos arcos representam, respectivamente, o
custo unitdrio do arco e a capacidade desse arco.

= Resumo de aplicacdo do Algoritmo de Busacker-Gowen: determinacio do fluxo
de custo minimo entre os nodos 1 e 5 de valor =20

» R'=R; VF=0;f=0; 6=20;

» Caminho mais curto (c+c) entre 1 e 5 na rede R 1—-2—3—5; custo
unitario=1+ 1+1=3; f=min{15, 15, 10}=10; VF=0+10=10<0 (avancar para
Passo 3);

> Actualizacio da rede incremental R

A

P 2 )
-1, 10/\FJ/\
1’5 1, i —1,10 >
VI -1, 10\7 \

315—» 3

O 07\ Y
2, 20\/ \/

> c+c entre 1 € 5 na rede R 1—2—5; custo unitario =1+ 3=4; f=min{5,
10}=5; VF=10+5=15<0 (avancar para Passo 3);

> Actualizacio da rede incremental R

(ks

L —3,5

1,5

a P /i \_‘1 ) -1, 1N \

315—» 3

&/;m Oj /
- A

4

\_/

> c+centre 1 e 5narede R: 1 —3--»2 —5; custo=3—1+ 3=5; f=min{ 15, 10,
5}=5; VF=15+5=20=6 =STOP;
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» O fluxo de custo minimo entre os vértices 1 e 5 de valor 6=20 tem
custo =3X10+4x5+5x5=1x15+3x5+1x5+3x10+1x10=75, sendo o
sistema Optimo de fluxos (valor junto a cada arco representa o fluxo que estd
a passar por esse arco) dado por:

€ Sﬂx}m%
\/ ™ /

5.2.2. Formulac¢ao em Programacao Linear

Dada uma rede R=(V, A, P), em que P=(U,C), considere x;; a varidvel que representa o
fluxo que passa no arco (i,j), ¢jj 0 custo unitdrio (=0) por transitar no arco (i,j) € u; a
capacidade desse arco. Designando por 6 o fluxo que passa do vértice s ao vértice t, o
problema de Fluxo de Custo Minimo entre os vértices s e t de valor 6 pode ser
formulado em Programacao Linear do seguinte modo:

Min z = ¥, jyea CijXij

s. a 2> Xsi— 2 Xis=0 (a quantidade de fluxo no vértice s € 0)
i: (s,))EA i: (1,s)eA

> X4— 2 xit=-9 (a quantidade de fluxo no vértice t € 6)
i (ti)eA i: ,H)eA

3 Xji— > x1j=0,j€ V:j#s,t (todos os vértices diferentes de s e t sdo
i: i) A i: (,j)eA pontos de passagem de fluxo)

xij<uwi, (1,j) € A (a quantidade de fluxo que passa em cada
arco respeita a sua capacidade)

Xij >0 , (I,J)EA
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5.2.3. Problemas que podem ser formulados como um Problema de Fluxo de
Custo Minimo

De entre os problemas que podem ser formulados como um Problema de Fluxo de
Custo Minimo, destacam-se o Problema do Caminho mais Curto, o Problema do Fluxo

Miximo, o Problema de Transportes e o Problema de Afectacao.

Problema do Caminho mais Curto

Dada uma rede R=(V, A, C) em que C representa o conjunto de “custos” associados aos
arcos de A. O problema de determinar o caminho mais curto entre s e t corresponde a
determinar o fluxo de custo minimo entre s e t, de valor 6=1, na rede em que se
considera que:

= a capacidade de cada arco (i,j)e A € igual a 1 (Nota: a capacidade pode ser
qualquer valor superior ou igual a 1);
* 0 custo unitério de cada arco (i,j)€ A € igual ao seu “custo” c;;.

Exemplo:
Considere a rede R=(V, A, C) em que o valor junto a cada arco representa o
comprimento que lhe estd associado:

O caminho mais curto entre M e F corresponde ao fluxo de custo minimo entre M e F
de valor 6=1 na seguinte rede:

Ve /\\\ Y
/’\2 w 31— 4 /«
8,1 411/ 3’1/\ 7 8'i
/( TN TN
[ M | (1 [ F
Y A
7,1 >1 3,1

onde, os valores indicados junto aos arcos representam, respectivamente, o custo
unitario do arco e a capacidade desse arco.
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Problema do Fluxo Maximo

Dada uma rede R=(V, A, U) em que U representa o conjunto de capacidades associadas
aos arcos de A. O problema de determinar o fluxo méximo entre s e t corresponde a
determinar o fluxo de custo minimo entre s e t, de valor 0 , onde 6 € um limite superior
do valor do fluxo maximo na rede R:

= se considera que o custo unitdrio em cada arco (i,j)e A € igual a zero; e que
= se cria um arco entre a origem s € o destino t com custo unitdrio de valor +oo e
com capacidade ilimitada.

O valor do fluxo méaximo entre s e t serd dado por 0-—Valor do fluxo que passa no
arco (s,t), ou seja, 0-x.

Exemplo:
Considere a rede R=(V, A, U) em que o valor junto a cada arco representa a
capacidade que lhe estd associada:

O fluxo méximo entre M e F corresponde ao fluxo de custo minimo entre M e

F de valor, por exemplo, 6=12 (0 pode assumir qualquer valor superior ou igual ao
min{upp+ums; Wpt+usp}=min{8+7, 8+3}=11) na seguinte rede:
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onde, os valores indicados junto aos arcos representam, respectivamente, o custo
unitdrio do arco e a capacidade desse arco.

Problema do Transportes

Considere um Problema de Transportes com m origens e n destinos, em que:
= cada origem i tem a; unidades disponiveis de um certo bem;
* cada destino j necessita de bj unidades do bem;

* 0 custo unitério de transporte da origem i para o destino j € ¢jj;

m n
" 2aj=2b;.
-1 =

Para formular o Problema de Transportes como um Problema de Fluxo de Custo
Minimo € necessario construir a rede R=(V, A, P) em que:

= 0s vértices de V sdo as m origens, os n destinos, o vértice inicial s e o vértice
final t;

= osarcos de A sio: (s, 1), i=1,...,m; (i, j), i=1,...,m, j=1,...,n; e (j, t), j=1,...,n;
= 0s arcos (s, i) tém custo unitdrio nulo e capacidade a;;
= osarcos (1, ), i=1,....m; j=1,...,n, tém custo unitdrio c;; e capacidade infinita;

= 0s arcos (j, t) ttm custo unitdrio nulo e capacidade b;.

A rede R=(V, A, P) pode assumir a seguinte representacio grafica:
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Na rede R=(V, A, P), o Problema de Transportes corresponde a determinar o fluxo de

m n
custo minimo entre s e t de valor g = .Zl a; = Zl b i
1= J:

Problema de Afectacao

Considere um Problema de Afectagdo com n tarefas e n agentes, em que o custo de
afectar a tarefa i ao agente j € ¢y, 1, j=1,...,n.

Para formular o Problema de Afectacdo como um Problema de Fluxo de Custo Minimo
€ necessdrio construir a rede R=(V, A, P) em que:

= 0s vértices de V sdo as n tarefas, os n agentes, o vértice inicial s e o vértice final
t;

= osarcos de A sdo: (s, 1), 1=1,...,n; (1, ]), 1, j=1,...,n; e (j, t), j=1,...,n;
= 0s arcos (s, 1) tém custo unitdrio nulo e capacidade 1;
= osarcos (i, ]), 1, j=1,...,n, t€m custo unitario ¢;; € capacidade infinita;
= 0s arcos (j, t) tém custo unitdrio nulo e capacidade 1.

A rede R=(V, A, P) pode assumir a seguinte representacio grafica:

\
Chny +90 ’\ _ /

Na rede R=(V, A, P), o Problema de Afectacdo corresponde a determinar o fluxo de
custo minimo entre s e t de valor 6=n.
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