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CaADERNO 1

1. Tem-se que A e B sdo acontecimentos incompativeis, pelo que:

ANB=@=P(ANB)=0 e P(AUB)=P(A)+P(B)
Assim, como P(AUB)=0,9 e P(K):O,B@ P(A)=0,7, vem que:

P(AUB)=0,9<P(A)+P(B)=0,9<0,7+P(B)=0,9<P(B)=0,2

_. P(ANB - _
Portanto, P(A|B)= ( T )ZP(A) P(AmB):oj 0:0’—7=Z.
P(B) 1-P(B) 1-02 08 8
Resposta: D
2,
2.1. Tem-se que:
» P(X=-1)=P(X=2)=a=d
. yzi<:>—1><a+0><b+1><c+2><d=£<:>—a+c+2a:£<:>a+c=i
12 12 a=d 12 12
5 5 7
*a+b+c+d=1<a+c+b+d=1 < —+b+a=1<a+b=1-—<a+b=—
a=d 12 12
a+c:ﬁ
Logo, P(-1< X <0)=P(X =-1)+P(X =0)=a+b=é
Resposta: C

I
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T (#nt 7« T 7t mt 2«
= 2C08| ——| ——— =2cos| Z-Z 4+ 2 |=2cos| -+ 2
sena:cos(%—a] 2 6 6 2 6 6 6 3

= 2C0S (Zt—z—”+27z) ZCOS(ﬂ—t+4—ﬂj
6 3 6 3

cosa=cos(a+27)

4 . . 4
Logo, como 0< ?ﬂ <27 afase deste oscilador harménico é ?ﬂ .

Resposta: C

3.1. Como com o passar do tempo o nimero de girafas na reserva tende para 1000, vem que lim G( ) 8.

t—>+o0

Assim, como 0<G< A= A-G>0,vemque

>0, pelo que:

o—=l+ele—= 1t G= -=G(t)= At

1+e 3 1+e 3 1+e 3
Logo, lim G(t)= lim At: A A A
toroo ot - = 1+e 1+0

Portanto, como lim G(t)=8,vemque A=8.

t>+o

3.2. Pretende-se determinar o instante t de modo que G =3H , ou seja, pretende-se determinar t de modo que:

3 11
In[ 3H j :In( H )
8-3H 6-2H

3 11
Utilizando o editor de fungbes da calculadora, vamos definir y, = In(83§Nj ey,= In[e%) na janela

[0,3]x[0,20]:
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td
3
tzln{ 8H }
8_3H
T O SN
Y
11
t:ln( H )
6-_2H
o] 23~c d~265 Y

3 11
Assim, os gréfico das fungdes t= In( 3;|Hj e t= In(6 HZHJ intersectam-se nos pontos de coordenadas

(c,a),com c~2,3 e a~555,e (d,b),com d~2,65e b~14,48.
Como 0,55x12=6,6 e 0,48%x12=5,76, vem que o numero de girafas na reserva & o friplo do numero de

hipop6tamos em Julho de 2015 e em Junho de 2024.

4. Seja r a razao da progressdo geométrica (u, ).

n

A soma dos n primeiros termos de (un) é dada por S, =u, x 11—_r , pelo que a soma de todos os seus termos é dada
—-r

. . 8 . .
por limS, . Como limS, :E’ vem que (Sn) € convergente e portanto tem-se necessariamente —1<r <1 (caso

contrério, (S,) seria divergente).

Assim, IimSnzlim(ulxl_r j:ulxliml_r __2 x(1-limr") = ix(1—0)=

2
1-r 1-r 1-r “ler<t]l—r 1-r

Logo, %:2912x5=8(1—r)<:>10:8—8r c>8r=—2<:>r=—§©r=—% e portanto, como a razéo é

negativa, a sucessao (un) nao é monotona, pelo que a afirmacéo | é falsa.

4
Por outro lado, U, =u, xr* =2x E—lj =2x 1 = i pelo que a afirmagéo |1 é verdadeira.
4 256 128

Resposta: C
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5. Tem-se que:

= b é 0 zero da fungdo f , pelo que f(b)zO@Iog4(ab):0<:>ab=4°<:>ab:1<:>a=%

. .1 1 ,
= a abcissa do ponto B é b’ mas como a = b’ vem que a sua ordenada é dada por:

f (1): f(a)=log,(axa)=log,(a’) = 2log,a

A altura do tridngulo [ ABC] é dada por f (%) =f(a)=2log,a e BC = % =a é a medida do comprimento da sua

base, pelo que a area do tridngulo [ ABC] ¢ dada por:

== 1
BCXf[bj ax Zlog,a
A{ABC] = 2 = 7

=alog, a

=

A érea do rectangulo [ODEF | & dada por OD xOF =>=x3=3a.

O

1 1 1
Assim, = =A4log,a=3d<a=4*<a=64.Como a==<b==,vemque b=—.
Asec) = Poves) = A log, a=34 < b g e 64

Resposta: B

6.1. Vamos comegar por agrupar num bloco as trés bolas brancas e num outro bloco as trés bolas pretas. Assim, dentro
do bloco das bolas brancas, estas permutam entre si de 3! maneiras distintas e dentro do bloco das pretas, estas
permutam entre si de 3! maneiras distintas.

Como ndo podem haver bolas brancas e bolas pretas em posicdes consecutivas, os dois blocos tém de ocupar

posicdes entre as bolas azuis, pelo que os dois bloco podem ocupar duas das posigdes entre cinco, trés entre as quatro
azuis mais as duas nas pontas:

l bola azul l bola azul l bola azul l bola azul l

Portanto, das cinco posigdes escolhem-se duas para os dois blocos. O nimero de maneiras de o fazer é °C, . Para

cada uma destas maneiras, os dois blocos permutam entre si de 2! maneiras distintas.
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Finalmente, as quatro bolas azuis permutam entre si de 4! maneiras distintas nas restantes quatro posigdes.

Logo, uma resposta ao problema & °C, x 21x 31x 3!x 41=17280.

6.2. P(Y NZ | X) designa a probabilidade de na segunda extrac¢do uma das bolas retiradas ser branca e a outra ser

preta, sabendo que na primeira extracgéo foi retirada uma bola azul.

Assim, como a bola retirada na primeira extrac¢ao foi azul, essa bola voltou a ser colocada no saco e acrescentaram-se
mais n bolas azuis ao saco, pelo que no seu interior ficam n+10 bolas, trés brancas, trés pretas e n+ 4 azuis.

Nestas condicdes vao extrair-se, simultaneamente e ao acaso duas bolas, pelo que:

(n+10) (n +10)(n+9)M (n+10)(n+9)

2i(n+10-2)! 2! (n+8)t 2

= 0 nimero de casos favoraveis é °C, x °C, =9

= 0 niimero de casos possiveis & "°C, =

Assim:

P(YmZ|X)=0,O75<:>+=i©2 18 :3©18x40=3(n2+19n+90)©
(n+10)(n+9) 40 " n*+9n+10n+90 40

2

<-:3>6X4OZ n*+19n+90 < n” +19n-150=0<>n*+19n-150=0

~19+ \[19° — 4x1x(~150) o —19%6T | -19+31
2x1 2 2

< n=

-19-31 N -19+31

<n= v nN= <n=-25 v n=6

.. Como neN,vemque n=6.

7.1. Afungdo h é continuaem x=1 se limh(x)=limh(x)=h(1).

x—1" x—1"

Tem-se que:
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0
2 - (5) Xx—1)(x+4 -
 limh(x) = lim X342 im U= )=—Iim1—xxlim(x+4)=
X1 X—1~ sen(l—x) D) xo1” sen(l_x) X1 sen(l_x) =1
= —lim-) x(1+4)=—%x5=—;x5=—5
xal’:yg/:il—xao* o0 seny I|m7y 1
y—0* y
Limite notavel
5
: f()-7x e P46-7x 0 e 147-7x . e¥P-1 . Tx-T7
= limh(x)=lim = lim = lim = lim —lim =
x—1* x—1* X—=1 x—1* X—1 6=—1+7 x—>1" X—-1 x—1" X—=1 x>t x—1
2(x-1) _ 7
—2xlim&——=—lim M:le—h—s
x—>1* 2(x-_1) o1 =T
%K—J
Xx—>1"=2(x-1)—>0"
Limite notavel
= Como limh(x)= limh(x)=h(1)=-5,vem que a fungao h & continuaem x=1.
Xx—1" x—1"
i) Tem-se que x2+3x—4:0ﬁx:1 v x=—4,peloque X* +3x—4=(x—-1)(x+4).
7 2x-2 7 2(x-1) x-1 x-1)2 x-1
7.2.Temse que f(x)<— < e’ +6<- eV 16<7e o () —7e +6<0
e e
x-1 x-1)2 x-1 2
Fazendo y=e*",vemque (e*) —7e**+6<0<y* ~7y+6<0.
7+J(=7) —4x1x6 +
Célculo auxiliar: y* -7y+6=0&y= ( 2) . c>y:7_;/£c>y=1 v y=6
X

Como a fungao g(y): y> -7y +6 é quadratica e o seu grafico tem a concavidade voltada para baixo, entdo as
solugdes da inequagao y> —7y+6<0 so os valores de y tais que y < |1,6].

\ /g(y)—y27y+6

Assim, Y —7y+6<0<y>1 A y<6 < e >e’ A e <e" < x-1>0 A x-1<In6=
y=e

S x>1 A X<1l+Inbex>1 A x<|ne+|n6<:>1<x<|n(6e)

. O conjunto solugéo da inequagdo é |1,In(6e)] .
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CADERNO 2

8. As opcOes B e D ndo podem ser as correctas pois:

= como a fungcdo g’ tem um maximo em x=-2 e é derivdvel em x=-—2, vem que a sua derivada nesse ponto é

nula, isto &, g”(~2)=0, peloque (g'(-4)-g"(0))xg"(-2)=(g'(-4)—g"(0))x0=0.

= como o grafico da fungdo g’ tem um ponto anguloso em x=1, vem que g’ ndo é derivavel em x =1 e portanto

g"(1) néo existe, pelo que (g"(—4)—g’(0))xg"(1) também no existe.
Analisando as restantes opgoes:

»para 0<x<3, g'(x) <0, pelo que g é decrescente em [1,3].

Logo, como 1,2 €[1,3] e 1<2,vemque g(1)>g(2)<=g(1)-g(2)>0.

Por outro lado, a recta tangente ao grafico de g’ no ponto de abcissa 0 tem declive negativo, pelo que a sua derivada

énegativaem x=0,isto é, g"(0)<0.

Portanto, (g(1)—g(2))xg"(0)<0, pelo que a opgao A n4o ¢ a correcta.

| S
>0 <0

»para —4<x<0, g'(x)>0, pelo que g é decrescente em [4,0].
Logo, como —3,-2[-4,0] e —3<—2,vemque g(—3)<g(-2)<=g(-3)-g(-2)<0.

Por outro lado, a recta tangente ao grafico de g’ no ponto de abcissa —1 tem declive negativo, pelo que a sua

derivada é negativaem x=-1, isto é, g”(—l) <0.

Portanto, (g(-3)—g(-2))xg"(~1)>0, pelo que a opgao C é a correcta.
<0 <0

Resposta: C
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9.1. Tem-se que:

= 0 ponto B tem ordenada 2, pois A(0,2) e o lado [ AB] é paralelo ao eixo Ox. Assim, como o ponto B(Xg,2)

pertence a recta BC, vem que 2=§+1c>4= Xg 2 X, =2= B(2,2).
2

= 0s lados [BC] e [CE] sdo perpendiculares e como o declive da recta BC é igual a % vem que o declive da recta

CE e dado por m; = o
BC

=-2,peloque CE:y=-2x+b.Como o ponto P(5,6) pertence a recta EC,

NP~

vemque 6=—2x5+b<b=16 eportanto CE:y=-2x+16.

= C é o ponto de interseccao entre as rectas BC e CE, pelo que:

~

y=241 _oX+16=241 [—4x+32=x+42 [-5x=-30 x=6

y=-2x+16 y=-2x+16 y=—-2x6+16=4

y=-2x+16 y=-2x+16

= 0 ponto E tem ordenada 8, pois F(0,8) e o lado [EF] é paralelo ao eixo Ox. Assim, como o ponto E (x,8)

pertence a recta CE, vem que 8=—2x; +16 < 2x. =8> x. =4=E(4,8).

Finalmente, para z=0, tem-se que 0=5kXx+Kky <> —ky=5kx = y =—-5x. Assim, como a recta de

k>0<—-k<0=—-k=0
equagdo y=-5x (recta de nivel 0), ndo é paralela a nenhum dos lados do poligono [ABCEF] a solucdo 6ptima
deste problema ¢ atingida num dos seus vértices (pretende-se maximizar a fung&o objectivo), pelo que:

Vértice z=5kx+ky

A(0,2) z=5kx0+kx2=2k

B(2,2) z=5kx2+kx2=12k

C(6,4) Z=5k x6+k x4=34k k >0= 34k > 28k >16k >12k > 2k
E(4.8) z=5kx4+kx8=28k

F(0,8) z=5k x0+k x8=16k

Resposta: B
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9.2. Tem-se que:

- D, ={xeR:-1< f(x-1)<1}

Como, —1< f(x)slc»xz%,pelo que 1< f(x-1)<le x—12%c>x2§.
Portanto, D, ={xeR:-1< f(x—l)sl}:B,+oo[.

“para x € D, :[g,+oo[,vem que —1< f (x—1)<1, e portanto:

~1< f(x-1)<le 0<arccos( f (x—1)) < < 0<2arccos( f (x-1)) <27 <
< —r<2arccos(f(x-1))-7r<27-7
< —r<2arccos(f (x-1))-r<re-7<g(X)<7

Logo, D; =[-7,7].

g

. D =B,+o{e D, =[],

Resposta: B

10.

10.1. Tem-se que:

= um vector normal do plano « é n, (1,2,—1)
« f:4a°x+2ax=ay-a‘z < (4a2 + Za)x —ay+a‘z=0, pelo que um vector normal do plano S é:
fi (4a2 +2a,-a, a“)

Como os planos « e S déo perpendiculares, vem que os vectores i, e 1, também o s&o, pelo que f, -fi, =0.
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Assim:

i, M, =0 (12,-1)-(4a° +2a,-a,a*)=04a"+ 24 - 2d —a' =0 = a’(4-a°)=0c

o ﬂz

<a’=0 v 4-a’=0<=a*=0 v a’*=4

—a=0v a=+Jde<a=0v a=-2 v a=2

Como aeR\{0},vemque a=-2 v a=2.

10.2. Na figura esta uma representagéo do plano « , da superficie esférica centrada em A(2, 2,—2) e que é tangente

ao plano « num ponto B, do cubo em cuja superficie esférica esta inscrita e da recta r, perpendicular a « que contém

0 ponto A:

Como a recta r é perpendicular ao plano ¢, um vector director de r pode ser i, (1,2,—1), pelo que uma equagéo

vectorialde r é (x,y,2)=(2,2,-2)+k(12,-1), keR.

B é o ponto de interseccdo da recta r com o plano « (como a superficie esférica é tangente a o no ponto B, vem que o é
perpendicular ao raio [ AB] ). Assim, fazendo a intersecgéo, tem-se:

(xy,2)=(2,2-2)+k(1,2,-1), keR
X+2y—-2=2

<~

Xx=2+k

y=2+2k

z=-2-k
Z+k+2(2+2k)-(-2-k)=Z

Xx=2+k

y=2+2k
z=-2-k
k+4+4k+2+k=0
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X=2+K x=2-1 x=1
y=2+2k y=2+2x(-1) |y=0
o = o = B(1,0,-1)
z=-2-K z=-2+1 z=-1
6k =—6 k=-1 k=-1

Portanto, a medida do comprimento da aresta do cubo € iguala 2AB = ZHEH :

Como AB=B—A=(10,-1)-(2,2-2)=(-L-2,1), vem que 2”@“:2\/(—1)2 +(-2)" +22 =26.

. A medida do volume do cubo é igual a (2«/@)3 =23 x(\/g)3 =8><(\/6)2 x 6 =8x6x+/6 =486 .

11. Tem-se que lim (g(x)—2x+4)=0< lim (g(x)—(2x—4))=0, pelo que a recta de equagdo y =2x—4

X—>+00 X—>+00

¢ assimptota obliqua do grafico de g, quando X — +co.

Assim, lim M=2:> lim ==L ¢ lim (9(x)—2x)=—4, pelo que:

X+ X xa+oog(x) 2 x>+
9(x) 9(x) li X)—2x
fim 2= im | &= im X tim es a2 L L e L
x—>+oog(x)e X x4 g(x) X x—>+oog(x) X—>+00 2 2 2e
Resposta: A
12. Fazendo z =x+ yi,com X,y € R, vem:
2+2Z7-2Re(z)=X+Yi+2(X—yi)—2X=X+Yyi+ 2% —2yi— 28 =x—yi=1
Portanto, z+27 —2Re(z)=w&Z=weZ=—2 +6i = z2=—2-/6i
. —/6 T Az
Assim, sendo € um argumento de w, tem-se que tg@:—zzﬁ e 8e3.°Q, pelo que 9=§+7r=?.
Portanto, um argumento da solu¢do da equagéo 4?7[ .
Resposta: C
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13. Tem-se que:

.37

- 8i% =81 =8xi% xi® =8xi® x(~i)=-8x(i*) xi=-8x1°xi=—8i=8e 2
Portanto, as raizes sextas de 8i*’ s&o dadas por:

3z+4km 3z+4km

F 862 —\/§e(3 +2k”] 623ei( 12 j:\/iei( [P

)k {012,345}

Az

Assim, para k =0, vem \/Eeilz x/_e“,para k=1, vem \2¢e 2 3 -para k=2, vem «2¢e 2 : para k =3, vem

157 197 237

NI =\/§e4,parak 4,vem \J2¢e 2 :para k =5,vem \2¢ 2 .

Al Az

Portanto, A & o afixo de /2 e * 4,peloque z, _\/Ee + gCéoafixode 2e 2, pelo que z, =+/2e 2 .
= 2, =Cosa+isena=¢'“
Logo,

11x 2 i
lezz \Fe X\Fe v =2¢gl” ©M=2ei” @Zel( 6 ]=Ze‘” =

(z) ) )

e sy tkr e —3a=n— Ty ks —3a=—F 2dkres a= Eo KT vz
6 6 6 8 3
Assim:
=ge k=0—>a=£;£e}r,3—ﬂ[ = 5@ k=—1—>a=1+2—ﬂ 137[ 13”47[,3—”[
18 18 2 8 3 18 18 2
- se k-—2—>a—”+4—” 25”,257ze:l7r,3”[ - se k-—3—>a—”+6—7[ 37”,37” }13—”[
18 3 18 18 2 18 3 18 18 2
257z
o=——
18
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14,

14.1. Tem-se que:

i o Gt G i (T L v -0

=—In(e"" +e")==In(e’ +&’)=-In(1+1)=-In2=In(2")= In(—j

i) Tem-se que x2+3x—4=0ﬁx=1 v x=-4 peloque X’ +3x—4=(x—1)(x+4).

Portanto, como Iimw = 1 In [EJ , vem que:
-l X°-3x+2 2 4

In[%):%ln[%}:ﬂln(%):In(#}:In(%)z :ln[#ja#:%@ f(1)=1

Seja r a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1. Tem-se que:
- 0 declive da recta r & dado por f'(1)=In(e"*+&"")=In(e”+€°)=-In(1+1)=In2, pelo que:
r:y=xin2+b

- as coordenadas do ponto de tangéncia sdo (1, f (1)) =(11), pelo que:

1=1><In2+b<:>b=1—|n2<:>b=Ine—In2<:>b=In(gj

e
riy=xln2+In| = |.
d (2j
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14.2. Tem-se que:

(et e ) (x-1) e +(1-x) e et

= f7(x :(In(e“+e“)) = = =
( ) ex—l +e1—x ex—l + el—x ex—l +el—x
x-1 el—x
s f'(X)=0-—F—==0ce"-e"=0 A ' +e7 20 =" o x-1=l-x&
— —
€ +€ Cond. universal em R

S2X=2x=1

Fazendo um quadro de varia¢do do sinalde ", vem:

X —o0 1 +o0
et e - 0 +
et et + + +
f"(x) — 0 +
Gréfico de f M p.i. W)

O gréficode f tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo,l] , tem a concavidade voltada para cima em [1,+oo[

e tem ponto de inflexdoem x=1.

15. Tem-se que b*g(x)=a’sen (gj < b’*g(x)—a’sen (gj 0.

Seja h a fungdo definida em [0, 7] por h(x)=b?*g(x)-a sen(gj e vamos provar, utilizando o teorema de

Bolzano-Cauchy que a fungdo h tem pelo menos um zero.

= h é continua em [O, 7z] pois & a composicdo, o produto e a diferenga entre fungbes continuas no seu dominio

(fungdes trigonométricas e polinomiais).
- h(0)=b’g(0)-a’sen (gj =b?(cos(2x0)—sen(0))—a’x0=b?(cos(0)-0)-0=b?x1=b?

Como b* >0, vem que h(0)>0
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. h(i[)=bzg(ﬂ)—azsen(%j=b2(COS(ZH)—SGI’](H))—&Z x1=b*(1-0)-a’*=b’-a*=(b-a)(b+a)
Como a<0 e b<0,vemque b+a<0ecomo a<b vemque a-b<0<b-a>0.
Logo, h(z)=(b-a)(b+a)<0=h(7)<0

—_—
>0 <0

Portanto, como h(O) e h(;z) tém sinais contrarios, pelo corolario do teorema de Bolzano:

E|C€]O,7Z’[Zh(C)=O<:>E|C€]0,7Z[szg(C)—azsen(%j=0<:>E|CE]O,ﬂ[:bzg(C)=azsen[%j

ou seja, a equagdo b*g(x)=a’sen (gj tem pelo menos uma solugéo em |0, 7| .

F'IM
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