Teste de Matematica A

2022 / 2023
Teste N.° 3
Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia
ar (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um setor circular:
ar? . . N .
- (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: r g (r — raio da base;

g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

A s 1 4
Volume de uma piramide: 3 X Area da base x Altura
1 -
Volume de um cone: 3 X Area da base X Altura

4 .
Volume de uma esfera: - r3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u,,)

uitun

Progressao aritmética: — o Xn

n

- g = 1-r
Progressao geometrlca: uy X P

Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+ b) =cosa cosb —sena senb

Complexos

(peie)” — pn eine

.0+2kT

Vee®="pe"n  (k €{0,.,n-1}eneN)

Regras de derivagao

u+v) =u + v

(wv) =v.v+uv

(u)’ u.v—uv

v v?

W' =n.u"Lu (n € R)
(senu)' = u'.cosu

(cosu)' = —u'.senu

!

tgu)' =
(tg) cos?u

(e") = u'.e*
(av)' = u'.a*.Ina (a € R* \ {1})

!

(Inw)’ = —
nu —u

ul

(logaw)' = (ae R \{1})

u.lna

Limites notaveis

lim(l +%)n=e (n eN)

. senx
lim =1
x->0 X
e*—-1
lim

x—0 X

=1

~ Inx
lim — =0
X—>+0 X
X

lim —p=+00(p € R)

xX—>+o0 X
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1. Um saco contém seis bolas amarelas e oito bolas brancas, indistinguiveis ao tato. Cada bola tem
uma unica cor e so existem bolas amarelas e bolas brancas no saco.
Pretende-se colocar todas estas bolas em onze caixas numeradas de 1 a 11, de tal forma que:
e cada caixa com um numero primo tenha, pelo menos, uma bola amarela;
e cada caixa com um numero nao primo tenha, pelo menos, uma bola branca.
Nestas condi¢des, de quantas maneiras diferentes podem ser colocadas as quinze bolas nas onze
caixas?
(A) 616 (B) 726 (C) 1221 (D) 40 656

2. A soma de todos os elementos de uma dada linha do tridngulo de Pascal é igual a 32 768.
Qual é o valor do maior elemento da linha seguinte?
(A) 6435 (B) 11440 (C) 12870 (D) 24 310

3. De uma turma de 12.° ano, sabe-se que:
¢ ha alunos inscritos nas disciplinas de Aplicacbes Informaticas e de Biologia, entre outras
disciplinas opcionais;
e 20% dos alunos ndo esta inscrito nem em Aplicagdes Informaticas nem em Biologia.
3.1. Relativamente aos alunos dessa turma, sabe-se ainda que:
° % dos alunos inscritos em Biologia também estéo inscritos em Aplicagbes Informaticas;

e em cada 4 alunos inscritos em Aplicagdes Informaticas, 1 esta inscrito em Biologia.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno da turma.
Determine a probabilidade de esse aluno estar matriculado nas duas disciplinas opcionais
(Aplicacoes Informaticas e Biologia).

Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

3.2. Considere agora que a turma tem 20 alunos.
Escolhem-se, ao acaso, quatro alunos dessa turma.
Determine a probabilidade de, entre esses alunos, haver no minimo trés que estao inscritos
em Aplicacdes Informaticas ou Biologia.

Apresente o resultado com aproximagao as milésimas.
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4. Seja f a funcao, de dominio R, definida por:

2x%-2x-12

> sex >3

x“—3x

fx) = k sex =3,ondek € R
Ei?éggff sex <3

Resolva os itens seguintes, sem recorrer a calculadora.
4.1. Qual é a equacgao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 47?

(A) vy ::—-%xf+-3 UB))/::——%17+-4

(C)y=7%x+3 (D)y=%x-7

4.2. Mostre que nao existe nenhum valor real k para o qual a fungao f seja continua em x = 3.

4.3. Estude a funcdo f quanto a existéncia de assintotas horizontais ao seu grafico e, caso

existam, escreva as respetivas equacdes.

. Seja f a funcéo definida, em R*, por f(x) = In (x).

. ~ +a\" . .,
Seja (u,,) a sucesséo de termo geral u,, = % + (%) , onde a é um nimero natural.

A que éigual lim f(u,)?
(A) a (B)a+1 (C) e (D) Ina

. Seja a um numero real positivo. .
y

Na figura esta representada, num referencial o.n. Oxy, parte do

f
grafico da fungao f definida, em ]—oo,%[, por f(x) = a + In(2 — ax). \

A
Sabe-se que: \
e 0 ponto A pertence ao gréafico de f e ao eixo 0y;

o

e 0 ponto B pertence ao grafico de f e ao eixo Ox;

e 0 ponto O é a origem do referencial.

Mostre, por processos exclusivamente analiticos, que existe, pelo menos, um numero real a,
. 1 ‘A sy

pertencente ao intervalo ]E’ 1[, para o qual o tridangulo [AOB] é is6sceles.

Se utilizar a calculadora, em eventuais calculos numéricos, sempre que proceder a

arredondamentos, conserve trés casas decimais.
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7. Ao largo da costa portuguesa, um petroleiro encalhou e comecgou a derramar crude.

Admita que a area S, em quildmetros quadrados, da mancha de crude no oceano, t horas apés o

instante em que o derrame foi detetado, é dada por:

7.1.

7.2.

2063 +tVE+1

_ <t<
0,2t3+10Vt+1"’ como =t =24

S(t) =

Qual é, com aproximagéo as unidades, a percentagem de aumento da area da mancha de
crude no oceano, na primeira hora apos o derrame ter sido detetado?
(A) 96% (B) 196% (C) 49% (D) 149%

Existe um instante t;, a partir do qual, passadas duas horas, a area da mancha de crude

triplicou.

Determine, recorrendo a calculadora, o valor desse instante t;, sabendo-se que existe e é

unico. Apresente o resultado em horas e minutos (com os minutos arredondados as unidades).

Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

e apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungao(bes) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver a equagao;

e apresente a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) relevante(s) arredondada(s) as milésimas.

8. Seja g a funcao, de dominio R \{0}, definida por:

2023x — 2cos® x + 2 se x<0
g(x)z 5e2X
5 —11e*+x—In2 se x>0

Resolva os itens seguintes sem recorrer a calculadora.

8.1. Estude a fungédo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia

de pontos de inflexdo no intervalo |—;, 0].

Na sua resposta, apresente:

e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo;
e 0(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima;

e a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de g, caso exista(m).

8.2. Considere, em referencial o.n. Oxy, o grafico da fungéo g.

Considere, no intervalo ]0,+[, 0 ponto A, ponto do grafico da fungdo g em que a reta
tangente ao grafico da fungao é paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

Mostre que a ordenada do ponto 4 é —12.
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9. Seja k um numero real ndo nulo, e seja f a fungdo definida, em R*, por f(x) = kx2.
Considere dois pontos A e B do grafico de f, sendo A o ponto de menor abcissa.
Considere, também, o ponto desse grafico em que a reta tangente ao grafico é paralela a reta AB.
Mostre que, para qualquer valor de k, as abcissas dos trés pontos sdo termos consecutivos de

uma progressao aritmética.

FIM

COTAGOES

Item

Cotagao (em pontos)
1. | 2. [ 31|32 |41 |42 | 43 | 5. 6. |71 |72 |81 |82 9. Total
1010 |16 | 16 | 10 | 16 | 16 | 10 | 16 | 10 | 18 | 16 | 18 | 18 200
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TESTE N.° 3 — Proposta de resolugao

1. Op¢ao (B)

Os numeros primos de 1a 11sd0:2, 3, 5,7 e 11.

Comecgamos por colocar uma bola amarela em cada uma das cinco caixas com um numero

primo e fica a sobrar uma bola amarela. Depois, colocamos uma bola branca em cada uma das

seis caixas com um numero nao primo e ficam a sobrar duas bolas brancas.

1.° Processo

Existem 2 casos mutuamente exclusivos de maneira a colocar as 3 bolas restantes:

e as bolas brancas que sobram ficam juntas e a bola amarela fica em qualquer caixa: 11 x 11
maneiras;

e as bolas brancas que sobram ficam separadas e a bola amarela fica em qualquer caixa:
He, x11.

Assim, o niumero pedido ¢é igual a:

11x 11+ ¢, x11 =726

2.° Processo

Existem 4 casos mutuamente exclusivos de maneira a colocar as 3 bolas restantes:

e as bolas que sobram ficam todas juntas numa mesma caixa: 11 maneiras;

¢ a bola amarela que sobra fica separada e as bolas brancas que sobram ficam juntas: 11 x 10
maneiras;

¢ abola amarela que sobra fica na mesma caixa com uma e uma so6 bola branca e a outra bola
branca fica separada: 11 x 10 maneiras;

e as bolas que sobram ficam todas separadas: 11 x 1°C, maneiras.

Assim, o nimero pedido é iguala 11 + 11 x 10 + 11 x 10 + 11 x *°C, = 726.

2. Opgao (C)
Se a soma de todos os elementos de uma linha n do tridngulo de Pascal € igual a 32 768, entao:
2"=32768 2" =2%on=15

A linha seguinte é a linha de ordem 16 e o maior elemento dessa linha é igual a '°C; = 12 870.
3. Consideremos os acontecimentos:

A: “O aluno estar inscrito em Aplicagdes Informaticas.”

B: “O aluno estar inscrito em Biologia.”
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Sabe-se que:

P(Ané)=§<:>P(AUB)=§<:>1—P(AUB)=§<:>P(AUB)=§

3.1. Sabe-se ainda que:

P(A|B) = 1—134:”;‘2;;” =~ P(ANB) =—=P(B) & P(B) = 13P(AN B)
P(B|A) = %@% - %@pm NB) = %P(A) © P(A) = 4P(AN B)

Como P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B), entao:
§=4P(AnB)+13P(AnB)—P(AnB)<:>§= 16P(AnB)<:>:—O=P(AnB)<:>P(AnB) =2—10

4 . . - . . ~ s gt
3.2 - X 20 = 16 é numero de alunos que esta inscrito em Aplicagdes Informaticas ou em

tocy; x *cy +'°C, 4060

Biologia. A probabilidade pedida € igual a 70, abror
4

~ 0,838.

4.1. Opgao (B)

Em ]0, + o[, tem-se que:

/ _(2x?-2x-12\ _ (2x2-2x-12) x(x?—3x)—(2x%-2x-12)x(x?-3x) _
f (x) - ( x2-3x ) - (x2-3x)2 -
_ (4x—2)x(x?—3x)—(2x2—2x—12)x(2x—3)
- (x2-3x)2
p _ (16-2)x(16-12)-(2x16-8-12)x(8-3) _ -4 _ 1
[ = (16-12)2 T 16 4

Assim, a equacgao reduzida da reta pretendida é da forma y = —%x +b.

O ponto de coordenadas (4,f(4)) = (4,3) pertence a reta e, assim, tem-se que:

Calculo auxiliar

fyo2x#o2xa-12 12,
b =4 42-3x4 4

1
3=—Zx4+b<=>b=3+1

A equacao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 4 éy = —%x + 4.

4.2. Para f ser continua em x = 3, tera de se verificar lir§1+f(x) = lirgl_f(x) =f(3) =k.
X— X—

x2-2x-12

. .2
. = - ra T
xl—1>r£1+ f(x) xlir§+ x2-3x Calculo auxiliar

- 2(x-3)(x+2) _ 202 —2x =12 =0 & x = 2R/ p2x(12) ,_ 24/100
o3+ x(x-3) 2z :

_ 2(x+2) _ ©x=3V x=-2
x-3t X

2x2=2x—12=2(x—-3)(x + 2)
_2x(3+2) _ 10

3 3
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. o 5=V1e+xZ . (5-V16+x2)(5+V16+x2)
.xglgl—f(x)_xl_l»r?— 3—x _x1_1>n31— (B-0(5+Vi6+xZ)

(5)2—(\/16+x2)2 _

- x1_1>r£;l— (3-x)(5+V16+x2)
- lim 25—-(16+x%)
T x> 3~ (3-0)(5+V16+x%)
- lim 25-16-x2 .
T x>3- 3-0)(5+V16+x2)
- lim — % _
T x>3- 3-0)(5+V16+x2)
= lim (3—x)(3+x)

x— 3~ 3-x)(5+V16+x2) -
3

lim —X— =
x— 3~ 5+V16+x2
3+3

5+vV16+32

Como lir§1+f(x)¢J}iI§1_f(x), verifica-se que a fungdo f nao é continua em x =3,
xX— -

independentemente do valor de k. Conclui-se, assim, que ndo existe um valor real k para o

qual a fungao f seja continua em x = 3.

4.3. Como a fungédo f tem dominio R, temos de estudar as assintotas horizontais ao gréafico de
f,parax — —oo e para x — +oo.

e X — 400

2 2 12
. . 2x%?-2x-12 . X213
lim f(x) = lim ——— = lim ( x;‘):
xX—+00 x—+00 Xx“—3x x—+00 xz(l—;)
= lim =
x—+0 11—
2-0-0

Assim, a reta de equagéo y = 2 é assintota horizontal ao gréfico da fungéo f, quando x — +oo.

e X — —00

lim f(x) = lim STVIOHY i — 2 o
X—>—00 X—>—00 3- 3
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Portanto, a reta de equagédo y = —1 é assintota horizontal ao grafico da fungéo f, quando x - —oo.

5. Opgao (A)

) o ]a m+a\" oa a\"
limu, = lim E+< - ) =11m5+11m(1+g) =0+e%=¢e?

Assim, lim f(u,) = xliréla f(x) =Ine® =a.

6. Tem-se que a € R*, A(0, f(0)) e B(b,0).
Como f(0) = a+1In (2), entdo A(0,a + In (2)).
A solugao da equagédo f(x) = 0, da-nos o valor de b, abcissa do ponto B.
fx)=0e

a+h—-ax)=0h(2—ax)=—ao2—-—ax=¢7°

S—ax=e %-2

2—e™@

a

Sx =
. , 2—e” @
Assim, concluimos que B (T 0).

O triangulo [AOB] é isésceles se e so se:

0A=0B&ea+In2) = 2" a +1n(2) — 2—2—‘1 =0

a

Consideremos a fungéo g, de dominio R*, definida por g(x) = x + In(2) — 2_;_x.

e g é uma fungdo continua por se tratar da diferenca entre duas fungdes continuas e, em

particular, g é continua em E 1].
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1
1\ _ 1 2-e2 1 -1
« 9(3)=1+m@- %“=5+1n(2)—4+2e 2~ —1,594

2-e7 1
1

e g(D)=1+1In2)— =1+1n(2)—2+§=—1+1n(2)+§z0,061

Tem-se que g G) <0< g(1).
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:

2—e~ ¢

=0

dc € ]%,1[:g(c) =0, ou seja, 3c € ]%,1[ : c+1n(2) —

c

. . " . 1
0 que significa que existe, pelo menos, um numero real a, pertencente ao intervalo ]5, 1[, para o

qual o triangulo [AOB] é iso6sceles.

7.1. Opcgao (A)

22
11,2’

S(1)-s(0)

Temos que S(0) =1e S(1) = 50

logo X 100 = 96%.
7.2. A equagéo que traduz o problema é S(t + 2) =3 S(t), t € [0,22].

Usando x como variavel independente:

f (x) = 20(x+2)3+(x+2)Vx+2+1 f () = 3 x 20x3+xVx+1
1 T 0,2(x+2)3+10Vx+2+1 2 - 0,2x3+10Vx+1

v

0] 2,405 22 x

t =~ 2,405
0,405 X 60 =~ 24
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O instante a partir do qual, passadas duas horas, a area da mancha de crude triplicou foi

as 2 horas e 24 minutos.

8.1. Em ]—m, 0[, tem-se que:
g'(x) = (2023x — 2cos? x + 2)' = 2023 —2 X 2 X cosx X (—senx) =
= 20234+ 2X2Xsenx Xcosx =

= 2023 + 2sen(2x)
g'(x)= (2023 + 2sen (Zx))’ =2 X 2 cos(2x) = 4 cos(2x)
9"(x)=0
4cos(2x) =0 cos (2x) =0 © 2x =§+k1‘[,k EZ
o x = E + kz—“ ,k EZL

31

Em ]—m, 0[, os zeros de g sdo —% e~

x —T 3n _r
- 7 0
Sinal de g”’ + 0 - 0 +
Sentido das
concavidades U P.1. N P.l. U
do graficode g

Calculos auxiliares

”< 511)_4 ( 1011)_4 ( 5“)—4x1—2>0
g 6 = 4 COoS 6 = 4 COS 3 = 2—

g" (—g) = 4cos(—27“) =4cos(—m) =4x(-1)=-4<0

g”(—g)=4cos(—2§)=4cos(—g)=4X%=2>0

O gréfico da fungao g tem a concavidade voltada para cima em ]—n, —%T] eem [—E, 0[ ea
concavidade voltada para baixo em [—%, —ﬂ; tem dois pontos de inflexdo de abcissas —%ﬁ

T
e —-—.
4

2x !
8.2. Em ]0,+oo[: g'(x) = (597— 11e* +x —In (2)) = 2x2e% - 11e* +1="5¢% —11e* + 1
Para que a reta tangente ao grafico de g seja paralela a bissetriz dos quadrantes pares,

o seu declive devera serigual a —1.
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Assim, a abcissa do ponto A verifica a condigao:
gx) =-1e5*-1le*+1=-15(*)?-11e*+2=0

x _ —(=1D+/(-=11)2-4x5x2

& e
2X5

11 ++81
SeX ="

10

11+9
Setf=——

10
X = U9, gx _11-9

e
10 10

e =2V ex=§
©x=In(2) V x=1In (%)

Comoln(2)>0eln G) < 0, tem-se que In G) ¢ 10, +o[ e, portanto, a abcissa do ponto

A éigual aln (2) e a sua ordenada ¢ igual a g(In (2)), ou seja, —12.

Calculo auxiliar

21n(2) 5eln(4)
- 11e™®@ +1n(2) — In(2) =

5x4
g(n(2)) = —11x2 =T—22 =-12

9. Como A e B s3o pontos do grafico de f, entdo A(a, ka?) e B(b, kb?), com a < b.

2.2 2_ 2 _
O declive da reta AB é dado por m,p = kbb_za = k(l;_aa ) = k& ba_);b”) = k(b + a).

Seja C o ponto do grafico de f em que a reta tangente ao grafico € paralela a reta AB, ou seja,
C(c, kc?) tal que f'(c) = myp.
f'lc)=myg e 2kc=k(b+a)e2c=b+a

©c+c=b+a

©c—a=b—-c

Resta-nos provar que a < ¢ < b:

3 b+
Como 2c = b + a, entdo ¢ = Ta

Verifica-se que:

a+b 2 a+b

) O<a<b=>0<a+b<b+b<:>0<7<7b<:>0<7<b<:) 0<c<b

2 b b
. O<a<b=>0<a+a<a+b@0<7a<%@0<a<%@ 0<a<c

Como a<c<b e c—a=b-—c, provamos que as abcissas dos trés pontos sdo termos

consecutivos de uma progressao aritmética.
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	Teste 3_Expoente12_resolucao (2022-2023)
	,𝑔-′.,𝑥.=,,2023𝑥−2,cos-2. 𝑥+2.-′.=2023−2×2×,cos-𝑥.×,−sen 𝑥.=
	=2023+2×2×sen 𝑥×,cos-𝑥.=
	=2023+2sen(2𝑥)
	,𝑔-′′.,𝑥.=,,2023+2sen ,2𝑥..-′.=2×2,cos-,2𝑥..=4,cos-(2𝑥).
	,𝑔-′′.,𝑥.=0
	4,cos-(2𝑥).=0⇔cos⁡(2𝑥)=0 ⇔2𝑥=,π-2.+𝑘π ,𝑘∈ℤ
	⇔𝑥=,π-4.+,𝑘π-2. ,𝑘∈ℤ
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