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2014/2015, na Universidade de Aveiro. Este documento foi
realizado por Rui Lopes.
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MECANICA E CAMPO ELETROMAGNETICO

A disciplina de Mecéanica e Campo Eletromagnético (a2sl) existe no programa
curricular do curso de Engenharia de Computadores e Telemética, dada a importancia
do estudo de vdrios sistemas fisicos, mecéanicos e elétricos e a sua inteira relagao com a
drea da computacao, desde a integracao de componentes num computador, até a
integracao de novos softwares que saibam interagir com diversas varidveis fisicas dos
préprios componentes instalados numa maquina.

Comegando com o estudo de alguns conceitos de mecéanica clédssica, passando
pela descrigao de movimentos de corpos indeforméveis e as suas relagoes com as forgas
atuantes, importdncia dos movimentos harménicos e as suas propriedades,
acoplamento de osciladores, interacoes entre cargas elétricas em regime estaciondrio,
campo magnético, indugao, fenémenos ondulatérios e ética, a disciplina de Mecéanica e
Campo Eletromagnético (a2sl) potencia o aluno para o estudo e para a adequagao de
novos sistemas a serem integrados em novas tecnologias, inovando em &reas como a
interagao humano-computador ou robética e automagao.

1. Fundamentos de Mecanica Classica

Em anos anteriores, muito provavelmente, ji terao sido estudados diversos
pardmetros e fundamentos da mecénica cldssica em disciplinas como Ciéncias Fisicas e
Quimicas e Fisico-quimica, do ensino recorrente portugués. Mas afinal o que é a
mecanica cldssica, ou antes, o que é a mecanica? A mecanica ¢ um ramo da fisica que mecénica
compreende o estudo e andlise do movimento e de repouso dos corpos, a sua evolugao
no tempo, os deslocamentos - sob agao de forgas atuantes - e os efeitos na envolvente
ambiente. A mecanica ¢ uma drea que pode ser dividida em quatro outras grandes
dreas de estudo, entre as quais a mecénica quantica, a mecanica relativista, a teoria
quantica de campos e a mecanica cldssica. A mecénica cldssica - drea em estudo neste mecénica cldssica
capitulo - é a parte da mecénica convencional em que se estudam trés grandes
parametros - a cinemdtica, a dindmica e a estdtica de uma particula.

Cinematica da particula

2

Num primeiro passo do estudo da mecénica cldssica é conveniente saber
descrever o movimento em termos de espago e tempo, ignorando a presenga de outros
agentes que causam esse movimento. Esta porcao da mecénica é denominada de
cinemadtica. Em vérias situagdoes nés podemos tratar o objeto em movimento como uma  cinemdtica
simples particula, que em matemdtica é definida como um ponto que nao tem definicdo  particula
de tamanho. Por exemplo, se nés quisermos descrever o movimento da Terra sobre o
Sol, nés podemos dizer que a Terra ¢ uma particula e assim obter uma precisdo algo
razodvel acerca da previsao da 6rbita da Terra. Esta aproximagao deve-se ao facto do
raio da ¢rbita da Terra ser grande em comparagao com as dimensoes da Terra e do
Sol. Também como exemplo, numa escala muito mais pequena, é possivel explicar a
pressao exercida por um gds nas paredes de um recipiente, tratando as moléculas do
gds como particulas. Claramente a aproximagao de particula ndo funciona sempre, mas
em geral, nés devemos frequentemente encontrar uma solugdo tanto vilida como
conveniente de tratar o objeto em movimento como uma particula.

Posicao e trajetdria

De forma a podermos estabelecer a posicdo de uma particula é sempre
necessario considerar um sistema de coordemadas. O sistema de coordenadas mais sistema de coordenadas
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simples de todos, dado que os vetores unitdrios (versores) em cada diregdo sdo
independentes do ponto do espago considerado, é o sistema de coordenadas cartesiano. cartesiano
Através deste sistema, com trés dimensbes espaciais, denotamos as coordenadas

cartesianas por {z, y, z} e os vetores unitdrios respetivos por {i, j, k}, como podemos

ver na Figura 1.

figura 1
T sistema cartesiano
/_>
Como podemos ver, se aplicarmos os vetores unitdrios no ponto P; obtemos na
mesma 0 mesmo sistema de coordenadas, dado que os vetores unitdrios, da origem ao
seu destino, sao paralelos entre si, dois a dois.
A primeira quantidade cinemadtica fundamental é o vetor posigao, r, de uma
particula pontual, a qual, num sistema cartesiano e num instante de tempo ¢ é dada
pela Equagao 1. ~
equagao 1

F(t)=xt)i +y(@t)] +z2(D)k

primeira quantidade

) . . ) " cinemitica fundamental:
Por outro lado, através desta primeira quantidade cinemética fundamental que

- . o i ) vetor posicao
é o vetor posicao, no instante de tempo ¢, também é possivel obter o célculo do POSIS

parametro de magnitude, o qual se representa pela Equacao 2. magnitude

|F(t)| = \/X(t)z +y(x)” +z(x) equagio 2
magnitude do vetor posicao
Um outro pardmetro importante é a trajetéria, que se traduz pelo lugar trajetéria
geométrico dos pontos ocupados pela particula ao longo do tempo, como podemos ver
através da andlise de um competidor a correr no circuito de Suzuka representado na

Figura 2.
figura 2

trajetéria de uma viatura
num circuito

P (f20) P11 (to)

Deslocamento e distancia percorrida

Tomemos para jé, como exemplo, o circuito de Suzuka acima. Considerando a
viatura em P1, no instante f, quando esta se move uma certa distdncia entre o ponto
onde se encontra e o ponto de onde partiu comeca-se a criar. Dependendo da forma
como a medirmos, quer seja seguindo a trajetéria ou apenas medindo linearmente,
medimos o deslocamento ou a distdncia percorrida da particula, respetivamente. Em
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suma, vejamos os dois conceitos de distdncias em comparagao lado a lado, com
exemplos ilustrativos.

distancia percorrida

deslocamento

Pi(t) = Pr ()

Com estas ilustrages da Figura 3, vamos considerar que a viatura que circula
iniciando a sua volta em P; vai dar uma volta completa e parar em Py que coincide
com P; Se estivermos a medir a distancia percorrida isto significa que vamos medir a
distancia de todo o percurso, desde o momento em que inicia o0 movimento até quando
o finaliza. Sendo assim, no caso a distancia percorrida 5,807 quilémetros. Ja o
deslocamento traduz-se linearmente pelo movimento entre a posigao inicial e a posicao
final, ignorando qualquer trajetéria realizada. Dado isto, estamos em condigoes de
dizer que o deslocamento do veiculo, no circuito de Suzuka, foi de 0 metros, porque
deu a volta ao circuito e voltou ao mesmo sitio - se ignorarmos a trajetéria o
movimento foi nulo. O mesmo ji nao aconteceria se a viatura parasse a meio do
circuito (Figura 4).

.F’/(E)

De forma mais precisa, o deslocamento, designado convencionalmente por A,
é o resultado da Equagao 3.
Ax=x;—x
O deslocamento é uma quantidade vetorial, se bem que, por vezes, se
denomine por deslocamento a quantidade escalar |Ax|.
A distancia percorrida, designada por As, por sua vez, é a distancia total que
a particula percorreu. Seja dr, com r sendo um vetor, um deslocamento infinitesimal.

A distancia percorrida pode ser escrita como na Equagdo 4 onde o integral ¢ tomado
ao longo de toda a trajetéria desde z; até z.

As=] |dF
trajetoria

Em geral o deslocamento e a distancia percorrida sao coisas distintas, mas isso
nao acontece para um movimento retilineo em que nao hd alteragao do sentido do
movimento, sendo que As = |Ax.

figura 3
diferencga entre deslocamento
e distancia percorrida

figura 4
deslocamento nao nulo

deslocamento

equagao 3
deslocamento

distancia percorrida

equacgao 4

distancia percorrida
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Velocidade instantanea e média

Considerando um deslocamento Az de uma particula efetuado num intervalo
de tempo At, temos que a velocidade média designada por vmei. ¢ traduzida pela
Equacgao 5.

v _ Ax _ -xf —X;
média -
At ¢t il

A velocidade média é o resultado da avaliagao do estado da velocidade de uma
dada particula num dado intervalo de tempo. Acontece que ndo podemos usar este
cédlculo para determinar a velocidade de uma particula num determinado instante de
tempo. Para tal existe a velocidade instantdnea. A velocidade instanténea, v, é igual ao
limite do récio Az/At quando t tende para 0, como se mostra na Equagao 6.

. X
v=1lim —
At—0 At

Em notacao de cdlculo, este limite é chamado de derivada de z em ¢,
escrevendo-se dz/dt, como na Equagao 7.

. Ax  dx
yv=lim—=—
At—0 At dt

A velocidade instantdnea pode ser positiva, negativa ou nula. Quando o
declive do grafico posigao-tempo é positivo, v é positiva. Se o declive for negativo,
entao v também o serd. Do mesmo modo, se o declive for nulo, v também o sera.

O vetor velocidade é sempre tangente a trajetéria - esta é a segunda
quantidade cinemdtica fundamental, que indica a razao da variagdo no tempo do vetor
posicao. Num sistema de coordenadas cartesianas a velocidade traduz-se pela Equacao
8.

W(t) = dx(t) T dy(t) i dz(1) i

= vx(t){ + vy(t)j + Vz(t)l;

Por outro lado, a magnitude do vetor velocidade, no instante ¢ ¢é o
representado na Equacao 9.

V(@) = v, (0 + v, (0 +v, (1)

Aceleracao média e instantanea

E ainda necessdrio introduzir uma terceira quantidade cinematica fundamental
que nos indica a razao da variacao no tempo da velocidade - a aceleragao.

Consideremos um deslocamento Az de uma particula efetuado num intervalo
de tempo At. Inicialmente a velocidade era v; e no final a velocidade era vr. Seja a
variagdo da velocidade denotada por Awv. Assim a Equagao 10 define aceleragdo média.

velocidade média

equagao 5
velocidade média

velocidade instantinea

equagao 6
velocidade instantanea

equagao 7
velocidade instantinea como
derivada de xz em ¢

equagao 8
velocidade por coordenadas
cartesianas

magnitude do vetor
velocidade

equacao 9
magnitude do vetor
velocidade

aceleragao

equagao 10
aceleragao média
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Tal como na velocidade temos velocidade instantdnea, muitas vezes também é
importante saber qual é a aceleragao de uma particula num dado instante ¢. Para tal
definimos a aceleragao instantanea, ou simplesmente aceleragao, pela Equagao 11.

_dv(t) d2?(t)
dt dt?

Ja num sistema de coordenadas, como o cartesiano, temos a Equagao 12.

dzx(t) d’*y(t) - dzz(t) dv )+ dv,(t) dv (t)
)= i+ o+ —2 katl+at+atk
a(r) 0 j+ i ” i (1) (0)Jj+a,t)
A magnitude do vetor aceleragao, no instante ¢, é o representado na Equagcao
13.

la()| = \Ja, () +a,()* +a,(1)?

Movimento retilineo e uniforme

No décimo primeiro ano de escolaridade ja foram estudados, na disciplina de
Fisica e Quimica A,
retilineo e uniforme (MRU). Este movimento tem uma carateristica que é favordvel ao

alguns movimentos uniformes, entre os quais, o movimento
inicio do estudo de mecanica - ¢ unidimensional. Sendo assim, um movimento retilineo
uniforme pode ser encontrado, por exemplo, numa bola que circula numa calha,
movendo-se do ponto z; para o ponto zy, como representa a Figura 5.

Xi Xt

t=0s t=2s t=4s t=6s t=8s t=10s t=12s t=14s t=16s
As =0m As=0.1m As =0.2m As =0.3m As =0.4m As =0.5m As =0.6m As=0.7m As=0.8m

2

dado que ¢é
- também em magnitude, para além da direcao - significa que a aceleragao é nula.

Num movimento retilineo uniforme a velocidade, constante -
Dado isto e desenvolvendo a Equagao 7, obtemos a lei do movimento retilineo
uniforme, representado na Equacao 14.

dx(1)

v, = constante = i = x(t)= va dt=vt+x,,
t

onde 1y é uma constante de integragao - a posi¢ao no instante ¢ = 0.
Mas, dado que a aceleracao é constante, entao da Equagao 11, temos a
Equacao 15.
dv (1)
dt

a, = constante = =v ()= Iax di=at+v, ,

onde v, é uma constante de integragao - a velocidade no instante ¢ = 0.

aceleragao instantanea

equagao 11
aceleragao

equagao 12

aceleragao num sistema
cartesiano

magnitude do vetor
aceleragao

equagao 13

magnitude do vetor
aceleragao

figura 5
movimento retilineo
uniforme

lei do movimento retilineo
uniforme

equagao 14
lei do movimento retilineo

uniforme

equagao 15

aceleragao pela lei do
movimento retilineo
uniforme
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Por conseguinte, podemos concluir, através da Equacao 14 e da Equagao 15, a

Equacao 16.
at’ equacao 16
x(1)= J-Vx (1)dt = J.(axt TV, )dt = x2 v, [t X desenvolvimento da eq.14 e
eq.15
Estas sdo as leis do movimento retilineo e uniformemente retardado/acelerado. lei do movimento retilineo
Resolvendo a Equagao 15 em ordem a t e substituindo na Equacao 16, obtemos a e uniformemente
relagao na Equagao 17. retardado/acelerado
Vi = Vio +2a, (x - xo) ! equacao 17
leis do movimento retilineo
Lancamento de projéteis e uniformemente
retardado/acelerado

Quando estamos a ver um jogo de futebol ou um langamento do martelo,
estamos presentes a um lancamento de um projétil. Fazer a andlise deste tipo de
movimento é relativamente simples, tendo apenas dois aspetos em consideracao:
primeiro, o valor da aceleracao g é constante ao longo de todo o movimento e tem
diregao para baixo; segundo, o efeito da resisténcia do ar é desprezado. Sendo assim,
podemos verificar que a trajetéria de um projétil é sempre uma pardbola. Na Figura 6 pardbola
temos um exemplo de um lancamento de um projétil genérico.

figura 6
langcamento genérico de um
v EL v ez projétil

Como j4 foi referido anteriormente, a aceleracao é tomada como um valor
constante, com direcdo para baixo, sendo que o seu valor serd a = -g. A partir deste
ponto, sem contar com o interior das Equagoes listadas, os vetores serao representados
a itédlico e a negrito como o vetor ug.

Ja sabemos que a aceleragao tem o valor de -g, mas e a velocidade e a posi¢ao?
A velocidade vetorial pode ser calculada através da primitivacdo da aceleracao.
Sabendo que v = fa dt, temos que v = -g¢.t.uy + ¢, como podemos ver na Equacao 18.

VZJédt:—gtu—y+E, \7(0):%;;52\7071%0 equacao 18
velocidade em lancamento de

—

V=v,— gtLTy =, cosOu,_+ (v, sin6— gt)uy um projétil
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Ja o vetor posicao é andlogo, mas diferente. Se para calcular a velocidade
precisdmos de primitivar a aceleragao, para obter a posi¢ao primitivamos a velocidade.
Assim, eis a Equagao 19.

R g — UV G
r= J.vdt =r, +v0t—5gt u,= (xo +v, cos@t)ux +| YotV smet—ggt u,
Dado isto, as nossas equagoes paramétricas refletem-se na Equagao 20.

X =Xx,+v,cos0t

1
Y=, +vosin0t—§gt2

As trajetérias dos lancamentos de projéteis, como ja foi referido mais atras,
sdo sempre parabdlicas. Se elas tém sempre esta carateristica entdo significa que sao
passiveis de serem facilmente analisadas matematicamente. Para tal, podemos tentar
encontrar a equacao da trajetéria. A partir da Equagao 20 temos que z = 2y + wcosOt.
Desenvolvendo em ordem a ¢, temos a Equacgao 21.

X=X,
X=x,+v,co80t "t =—
Vv, cosf

Dada a Equagao 21, e elaborando a substituicao de t¢ pela Equacao 21,
obtemos as seguintes novas equagoes parameétricas (Equagdo 22):

X—X
r=—-"2
Vv, cosO

., XX I [ x—x
y=1y,+V,siné e _— 2
vocos@ 2\ v,cosf

A equacdo em ordem a y, da Equacdo 22, dd-se o nome de equacio da
trajetdria.
2
.o XX 1 X—X
Y=y, +v,sin—2 ——g| —
vocos@ 2\ v,cosf

Ao desenharmos e analisarmos a trajetéria num grafico como o exposto na
Figura 6, existem alguns pontos que tém bastante interesse para definirmos o
movimento em estudo: o alcance e a altura maxima. Comecemos com o alcance. O
alcance significa a distancia maxima que o projétil percorre ao longo do eixo dos zz
(projegdo no z) até que o valor de y seja 0. Na Figura 7 estd uma representagio do
conceito de alcance. Mas como é que podemos medir o alcance de um projétil?

Até agora estuddamos as equacoes paramétricas do lancamento de um projétil,
das quais conseguimos desvendar a equacao da trajetéria do projétil. Dado que o
alcance se designou como a distdncia que o projétil percorre até que o valor de y seja

equagao 19
posicao em langamento de

um projétil
equagoes paramétricas

equagao 20
equagoes paramétricas do
lancamento de um projétil

equagao 21
equagao de x em ordem a t

equagao 22
equagoes paramétricas
revisitadas

equacao da trajetéria
equagao 23
equagao da trajetéria

alcance



9 MECANICA E CAMPO ELETROMAGNETICO

0, para calcular o alcance, devemos igualar a nossa equagao da trajetéria a 0 e verificar
a expressao genérica para o calculo do alcance.

L]

!I! Nota na Figura 7 o eixo dos xx estd orientado pelo centro de massa do projétil
quando termina o movimento em estudo, ao contrdrio da Figura 6.

Para fazer entéo o cdlculo do alcance temos a Equacao 24.

2
x-x, 1 [ x—x 1 d’
0=y, +v,sin@2—0 ol X% | _y L tngd—~g ——
Yoo v, cos 6 2g(vocost9] Yo Zg(vozcoszej

como ¢é quadrética, avaliamos d:

—tan@ + tan26?+4><l><g><%><y0
2 v, cos 0
d= I o
22X —XgX
8% 2 cos20
2 2XgXy,
tan@+ [tan” O+ ———"
v, cos” 0
Sd=
I
vicos’ 0

Por um caso especifico, se yo = 0, temos a Equagao 25:

2tanf _ 2sinfcosOv;  sin(20)x v,

8 8 g
vy cos’ 0

d=

A altura maxima é o valor de y méximo do grifico da trajetéria. Sendo assim,
e por anilise cinemdtica, temos que a altura médxima corresponde a quando a
velocidade é nula (vértice da pardbola). Sendo assim, no vértice da pardbola da

figura 7
alcance

nota

equagao 24
célculo do alcance
(desenvolvimento)

equagao 25
cilculo do alcance
(caso particular com

Yy = 0)

altura mdaxima
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trajetéria, temos que a derivada no ponto é igual a 0. Nesse mesmo ponto, quando a
particula se encontra ai, ela encontra-se com a projecao do vetor velocidade no eixo
dos yy com mdédulo igual a 0. Pelo cédlculo da velocidade vetorial, temos a Equacao 26.

v, =0
o _ v,sin6
v, =Vv,sinb-gt =t,=——
Relembrando as equacOes paramétricas a altura méaxima hpe = ¥ - .

Substituindo y pelo y das paramétricas temos a Equagao 27.

. 1 . 1
h.. =Y,+Vv,sin6t, — Egt,f — ¥, =V, sin6t, — Egt,f

Substituindo agora t; pelo t, da Equagao 26 temos a Equacao 28.

: . 2 . ]
Pex = Vo Sin@(mj_lg(M] = sin? gﬁ_lgx v s1r212 4 _ lx v sin” 0
8 2 8 8 2 g 2 g

Sintetizando eis as expressoes do alcance e a da altura méxima na Equagao 29.

2X gX
tan@+ [tan’ O+ #
v, cos” 6
- alcance (geral): d = :
v cos’ 8
sin(20) X v;
- alcance (quando yo = 0): d = #
8
1 vsin’@
- altura maxima: hmaX =—X -4

2 g

O movimento do lancamento de projéteis ja estd prestes a concluir, mas ainda
nédo se encontra, de todo, terminado. Ainda nao estuddmos muito uma varidvel muito
importante e nao-desprezéavel: o tempo. Aqui o que nos interessa estudar é o tempo de
voo, isto é, o tempo em que o projétil demora a percorrer o espago até atingir o seu
alcance. Matematicamente falando, dada a trajetoria tracada numa pardbola,
pretende-se saber para que two ¢ que o y = 0. Sendo assim voltamos a equagdo y das
paramétricas e substituimos ¢ por #wo. Ao resolver a equacdo do segundo grau em
ordem a two temos que procurar uma solucao nao-negativa e nao-nula. Vejamos o
desenvolvimento na Equacao 30.

Isto foi a andlise de um lancamento de um projétil. Nesta disciplina propoe-se
a realizagao de um trabalho prético acerca deste mesmo tema, sendo que, como anexo,
podes encontrar uma explicacao de uma proposta de trabalho, com exercicios e as
respetivas propostas de solugao. Neste pequeno tema é necessédrio, mais-que-tudo,
saber integrar bem os conceitos-base como as nogoes de cinemdtica bdsica

equagao 26
parametrizagao da altura

maxima

equagao 27
desenvolvimento da equacao
paramétrica em y

equagao 28
desenvolvimento da altura

maxima

equagao 29
sintese do alcance e da
altura maxima

tempo de voo
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(deslocamento, velocidade e aceleragdo) com as equagbes paramétricas do movimento
do langamento de um projétil.

. 1
0=yo+vosm6?><tm—ngtm2

—vosinei\/vgsin20+4><y0x;ng

Voo

1
-2X—X
> 8

Vo sin9+\/v§ sin® 6+ 2y,g”

solugao positiva: £, =

8

Movimento Curvilineo

Na Figura 8 podemos ver um carro a executar um movimento numa trajetoria
circular com uma velocidade constante v. A este movimento damos o nome de
movimento circular uniforme, o qual ocorre em variadas situagoes. Por ocorrer tao
frequentemente, este tipo de movimento é reconhecido num modelo de anélise
denominado de particula em movimento circular uniforme.

Como ja foi referido, este movimento carateriza-se pela trajetéria circular e
principalmente pela velocidade constante. Mas o facto de caraterizarmos a velocidade
como constante ndo significa que ndo haja aceleracdo. Para perceber o porqueé,
consideremos a Equagao 11 como definicao de aceleragao. Note-se que a aceleragao
depende da variacao da velocidade. Dado que a velocidade é um vetor quantidade, a
aceleracao pode ocorrer de duas formas: através de uma mudanga na magnitude da
velocidade ou através de uma mudanga de dire¢do da velocidade. O que aqui acontece,
sendo que a particula se move numa trajetéria circular, é a constante mudanca de
dire¢do, que resulta na criagdo de aceleragdo, a uma velocidade constante. Assim, o
vetor velocidade é sempre tangente a trajetéria da particula e perpendicular ao raio da
mesma.

Agora podemos dizer que o vetor aceleracdo num movimento circular uniforme
é sempre perpendicular a trajetéria com sentido sempre orientado para o centro do
circulo. Se isso ndo se comprovar, entdo uma componente da aceleragdo é paralela &

equacgao 30
tempo de voo
(desenvolvimento)

figura 8
movimento circular uniforme

movimento circular uniforme
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trajetéria e, consequentemente, paralela ao vetor velocidade. Tal componente da
aceleracao iria provocar uma mudanca na rapidez da particula ao longo da trajetoria.
Esta situacao, contudo, é inconsistente com as nossas consideracoes iniciais, pelo que
definimos a priori que a particula move-se numa velocidade constante. No entanto, no
movimento circular uniforme, o vetor aceleracdo sé pode ter uma componente
perpendicular a trajetéria, que é a que tem sentido para o centro da circunferéncia,

como se pode ver na Figura 9.

Agora vamos determinar a magnitude da aceleracdo da particula - no caso da
Figura 9, do carro. Consideremos a Figura 10, que representa a variacdo de posigao
Ar para um intervalo de tempo arbitrdario. A particula segue uma trajetéria circular
de raio 7, parte da qual estd visivel através do traco interrompido. A particula
encontra-se em A no instante ¢, e a sua velocidade instantdnea € wv;; a particula
encontra-se em B no instante f#;, e a sua velocidade instantdnea é vy Assumamos
também que v; e vy diferem apenas na direcao, logo, que as suas magnitudes, isto é

v; = vf = v, porque estamos perante o estudo do movimento circular uniforme.

Ja na Figura 11, os vetores velocidade da Figura 10 foram redesenhados, sendo
que coincidem as origens. O vetor v coneta as pontas dos vetores, de forma a
representar o vetor soma de vy = v; + Av. Em ambas as figuras podemos ver
triAngulos que nos vao, concerteza, ajudar na andlise do movimento. O angulo A6
entre os dois vetores posicao na Figura 10 é o mesmo que entre os dois vetores de
velocidade da Figura 11, porque o vetor velocidade v é sempre perpendicular ao vetor
posicio 7. No entanto, os dois tridngulos sao semelhantes (dois tridngulos sao
semelhantes se o 4ngulo entre quaisquer dois lados é igual em ambos os tridngulos e se
houver proporgao entre os comprimentos dos lados dos triAngulos). Nés agora podemos
escrever a relagao entre os comprimentos dos lados dos dois tridngulos da Figura 10 e
da Figura 11, na Equacao 31, onde v = v = vye r= 1, = ¢

a7 _[A7]

1% r

figura 9
componente da aceleragao

€1m m.c.u.

figura 10
diagrama dos vetores posi¢cao
e velocidade

equagao 31

relacao entre os
comprimentos dos
lados dos tridngulos
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A Equacdo 31 pode ser resolvida por |Awv|, e a expressdo obtida pode ser
substituida pela Equacao 10, da aceleragao média, de forma a calcular a magnitude da
aceleracao média sobre o intervalo de tempo da particula no movimento entre o ponto
A e B, que se pode ver na Equacao 32.

_|av _ viA7
NINEEEN,

média

Agora imaginemos que os pontos A e B da Figura 10 se tornam muito
proximos um do outro. Enquanto A e B se aproximam um do outro o intervalo de
tempo At aproxima-se também de 0, |Ar| aproxima-se da distdncia percorrida pela
particula ao longo do movimento circular e o quociente |Ar|/At aproxima-se da
velocidade v. Mais, a aceleracdo média torna-se a aceleragdo instantdnea no ponto A.
Sendo assim, no limite de At quando tende para 0, a magnitude da aceleracio é
apresentada pela Equagao 33.

A uma aceleragdo deste tipo dd-se o nome de aceleragao centripeta, isto &, uma
aceleracao que tem direcao radial com sentido para o centro, representada por um ac.
Esta aceleracdo também é denominada de aceleragao normal, dado que perfaz sempre
um angulo de 90° com o vetor velocidade, tangente a trajetoria.

Em muitas situacoes é conveniente descrever um movimento de uma particula
que se move numa velocidade constante numa circunferéncia de raio r em termos de
um periodo 7. O periodo é definido como o intervalo de tempo necessdrio para que
seja cumprida uma revolucao total da particula. Dado que estamos a estudar o
movimento circular uniforme, a particula movimenta-se numa distancia de 2xr
(perfmetro de uma circunferéncia). No entanto, dado que a sua velocidade é igual ao
perimetro da trajetéria circular a dividir pelo perfodo, isto é, v = 2nr / T, temos a
Equacao 34.

po 2
1%

O periodo num movimento circular, de uma particula, é o cdlculo do nimero
de segundos por cada revolugao da circunferéncia. O inverso do periodo é a frequéncia
de rotacao e é medida em revolugoes por segundo. Dado que uma revolucao completa
da particula corresponde a um angulo de 2w radianos, o produto de 2w radianos e a
frequéncia dao-nos a velocidade angular, representada na Equagao 35, sendo que se

denomina pela letra mintscula ®, e ¢ medida em radianos por segundo (rad/s) ou s.

figura 11
diagrama dos vetores
velocidade inicial e final

equagao 32
aceleragao média revisitada

equagao 33
aceleragao centripeta

aceleragao centripeta

aceleragao normal

periodo

equagao 34
periodo

periodo num movimento
circular, frequéncia

velocidade circular
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Ao combinarmos a Equagdo 35 com a Equagdo 34 temos a Equacdo 36, na
qual encontramos uma relagao entre a velocidade angular e a velocidade de translagao
com a qual a particula se move num movimento circular.

v v
a):27r(—):——>v:ra)
2nr ) v

A Equagao 36 mostra que, para uma velocidade angular fixa, a velocidade de
translagao torna-se maior quanto maior for o raio da circunferéncia. Por exemplo, se
um carrossel gira a uma velocidade angular fixa o, um sujeito que anda na parte mais
exterior do carrossel (circunferéncia com raio r grande) movimenta-se no espago mais
rdpido que um outro sujeito que anda na parte mais interior do carrossel
(circunferéncia de raio r pequeno). Nés podemos assim, revisitar a Equacdo 33,
combinando-a com a Equacao 36 tendo a Equagao 37:

Aceleracao tangencial e normal

Consideremos um movimento circular mais generalizado que o estudado na
secgao anterior (§§Movimento curvivlineo). Consideremos assim uma particula que se
move ao longo de uma trajetéria curvilinea e cuja velocidade muda tanto em mddulo
como em direcao. Nesta situagao, e tal como estudado anteriormente, o vetor
velocidade mantém-se sempre tangente & trajetdria, no entanto, o vetor aceleracao a
tem um dado dngulo da trajetéria. Em cada um dos trés pontos da Figura 12, A, B ou
C, as circunferéncias desenhadas a azul claro e trago interrompido representam a
curvatura da trajetéria em cada um dos pontos. O raio de cada circunferéncia é igual
ao raio da curvatura em cada ponto.

Enquanto a particula se move ao longo da trajetéria curvilinea a direcao do
vetor total da aceleragao a muda de ponto para ponto. Em qualquer instante, este

equagao 35
velocidade angular

equagao 36
velocidade angular revisitada

equacao 37
aceleracgao centripeta
revisitada

figura 12
movimento curvilineo geral
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vetor pode ser decomposto em duas componentes baseados na origem do centro da
circunferéncia a que corresponde esse instante: uma componente normal (ou radial) an,
ao longo do raio da circunferéncia e uma componente tangencial a; tangente &
circunferéncia, logo, perpendicular ao raio. Assim, o vetor aceleragdo total a pode ser
escrito como a soma de dois outros vetores, como na Equagao 38.

a=d,+a,

A aceleragao tangencial provoca uma alteracdo na velocidade v da particula.
Esta componente é paralela & velocidade instantdnea, sendo que a sua magnitude é
dada pela Equagao 39.

@
dt

a,

Por outro lado, a aceleragao normal (ou radial) provém de uma mudanga de
direcao por parte do vetor velocidade, pelo que é dada pela Equagao 40.

nota!! na Equacao 40, r é o raio da curvatura da trajetéria no ponto em estudo.

Né6s podemos reconhecer a magnitude da componente aceleragao normal como
a aceleracao centripeta estudada na secgao anterior, relembrando o estudo do
movimento circular uniforme. Mesmo em situacoes em que a particula se move numa
trajetoria curvilinea com uma velocidade varidvel a Equagao 33 pode ser usada como
célculo para a aceleragao centripeta. Nesta situacao, a equagao dé-nos a aceleracao
centripeta instantdnea em qualquer instante. O sinal negativo na Equacao 40 indica
que a diregao da aceleracao centripeta é em torno do centro da circunferéncia,
representando o raio de curvatura.

Como a, e a: sao componentes perpendiculares de a, segue-se que a

magnitude de a é igual & Equacgao 41.

_ 2 2
a=.la+a

Numa dada velocidade v, a, é grande quando o raio r é pequeno (pontos A e B da
Figura 12) e pequena quando o raio r é grande (ponto C da Figura 12). A diregdo de
a; € a mesma que a do vetor v (se v aumentar) ou oposta a v (se v diminuir, como no
ponto B).

Conceptualizacao de for¢a

Toda a gente tem uma ideia bédsica do que é uma forca. Quando jogamos
futebol estamos a exercer forgas sobre a bola de forma a que possamos jogar. Neste
exemplo a palavra forca refere-se a uma interagdo com um objeto por meios de uma
atividade muscular e alguma mudanga na velocidade do objeto. As forgas nem sempre
causam movimento! Por exemplo, quando estamos sentados, a forga gravitacional atua
NO NOSSO COrpPo € Mesmo assim permanecemos quietos.

equagao 38
aceleragao decomposta

aceleragao tangencial

equagao 39
aceleragao tangencial

aceleragao normal

equagao 40
aceleragao normal

nota

equagao 41
mddulo da aceleragao total

forca
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Entao mas que forgas existem no Universo? Podemos caraterizar as forgas em
dois grandes grupos: forgas & distdncia e forgas de contacto. Como forgas de contacto, forga a distancia, forca de
temos a tensa@o, o atrito, a impulsdo e a forca eldstica. Por outro lado, como forgas a contacto
distancia temos como exemplos a forga granitica, a forga elétrica, forga magnética e as
forgas nucleares. Ao longo do nosso estudo vamos elaborando concretizagoes destas
forgas.

Leis de Newton

Para comegar o nosso estudo acerca das Leis de Newton, que sao trés, @ Isaac Newton
consideremos um disco do jogo de Air Hockey no topo do tabuleiro do respetivo jogo.
Num recorte longitudinal do tabuleiro, temos a seguinte perspetiva, visivel na Figura

A 44444 4TT4A4-4-4-4-4-4 e o aie hockey cortada

&O ventoinha elétrica

Quando pomos o sistema da Figura 13 em funcionamento, com o disco
posicionado naquela posicao, sem qualquer efeito de outras interagoes externas, noés
podemos esperar que o disco permanega inanimado no topo da mesa. Agora
imaginemos que a mesa de air hockey estd num comboio que se move a uma velocidade
constante em carris perfeitamente suaves e lisos. Se o disco estiver quieto sobre a mesa
ele manter-se-4 durante todo o percurso. Mas se o comboio comecar a acelerar, no
entanto, o disco comecar-se-& a mover ao longo da mesa na direcao oposta da
aceleracao do comboio. Um objeto em movimento pode ser observado sobre varios
pontos de referéncia. Dado isto introduzimos a primeira lei de Newton, também primeira lei de Newton
chamada de lei da inércia, a qual define um conjunto de pontos de referéncia chamados lei da inércia
de pontos inerciais. Assim, a primeira lei de Newton pode ser enunciada da seguinte
forma: se um objeto nao interage com outros objetos, é possivel identificar um ponto
inercial no qual o objeto tem aceleragao nula.
Uma outra forma de enunciar a primeira lei de Newton é dizendo que na
auséncia de forcas externas e quando observado de um sistema referencial inercial um
objeto em repouso permanece em repouso e um objeto em movimento prossegue em
movimento com velocidade constante (isto é, em movimento retilineo uniforme). Por
outras palavras, quando nenhuma forca atua sobre um corpo, a aceleragao deste é zero.
Pela primeira lei de Newton concluimos que qualquer objeto isolado (desde
que nao interaja com a sua envolvente) tanto pode estar em repouso como em
movimento com velocidade constante. A tendéncia de um objeto resistir a qualquer
mudanca suibita de velocidade damos o nome de inércia. inércia
Como vimos as leis de Newton s@o trés, e até ao momento sé estuddmos uma.
Estudemos agora a segunda lei de Newton.
Na nossa discussao acerca da primeira lei de Newton vimos que quando sobre
um corpo nao atua qualquer forga ele move-se com velocidade constante e aceleragao
nula. Imaginemos um disco de héquei (um puck) que estd a deslizar com sentido para a
direita no gelo, onde consideramos nao ter atrito. Nao existem qualquer forgas
horizontais a atuar sobre o disco. O somatério das forcas verticais gravitacional e
normal é igual a zero, pelo que a forga resultante que atua no puck ¢ igual a zero, tal forga resultante
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como a aceleracao do objeto (aceleragao igual a zero), tendo a velocidade dada como
constante. Mas o que é que acontece quando a forga resultante nao é igual a zero?

Na Figura 14 nés aplicamos uma nova forga, constante, de forma horizontal,
para que possamos avaliar a reacao da particula a perturbagao proposta na tltima
questao. Em comparagao a primeira lei de Newton, na qual se explica o que acontece a
um objeto quando quaisquer forgas atuam sobre ele, a segunda lei de Newton, vai-nos
ajudar a compreender o que acontece a um objeto quando uma forca atua nesse
objeto. No caso da Figura 14, quando aplicamos uma forga F' no puck, este move-se
com uma dada aceleragdo a. Se aplicarmos uma forga duas vezes maior no mesmo
puck, por via experimental, verifica-se que o valor da aceleragao duplica também. Se
continuarmos a aumentar o médulo da forga para o triplo da primeira vez, verifica-se
que, proporcionalmente, a aceleragdo também terd o triplo do mdédulo. Concluimos
assim que a aceleracdo de um objeto é diretamente proporcional & forca que atua no
objeto, como se pode verificar na Equagao 42.

Fo<da

Em suma, a segunda lei de Newton diz-nos que quando observado de um
referencial inercial, a aceleragdo de um objeto é diretamente proporcional ao somatério
das forcas que nele atuam e inversamente proporcional & sua massa, pelo que se
escolhermos uma constante de proporcionalidade de 1, temos a Equacao 43.

ZFzm-é

nota!! Na Equacao 43 m.a nao é uma forca! Todas as forgas que atuam num objeto sao
somadas vetorialmente de forma a que seja representado como o somatério de F na
Equacao 43. Esta forga resultante é entdo equacionada de forma a que resulte do
produto entre a massa do objeto e a sua aceleragao.

A Equagao 43 reflete uma expressao vetorial, que pode ser decomposta em
vérias outras expressoes, consoante os diversos seus componentes.

A unidade de for¢a no Sistema Internacional de Medidas (SI) ¢ o Newton,
representado pela letra N. A forca de 1 N é a forca que, quando atua num corpo de
massa 1 kg, produz uma aceleracio de 1 m.s? Pela definicio da segunda lei de
Newton, podemos criar uma expressao que a reflita, mas através das unidades de
massa, distancia e tempo, como a Equacgao 47.

IN=1kg - ms~

figura 14
forca a atuar num corpo

equagao 42

proporcionalidade direta
entre forga e aceleragao

segunda lei de Newton

equacao 43
segunda lei de Newton

nota

equagao 44
componente em T
equagao 45
componente em y
equagao 46
componente em 2z

Newton

equagao 47
segunda lei de Newton em
unidades
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Dado que jé estuddmos as duas primeiras leis de Newton, s6 nos falta uma - a
terceira lei. Se nés pegarmos numa caneta que tenha um pequeno botdao no topo para
a abrir e a pretendermos abrir, quando premimos o botao ficamos com uma pequena
marca no nosso dedo. Se entretanto a caneta nao abrir e se nés fizermos ainda mais
forca, a marca no nosso dedo fica cada vez maior. Mas porque é que isto acontece? A
explicagao a acontecimentos como este foi objeto de estudo de Newton, que
desenvolveu uma teoria que rapidamente provou por via experimental e por via
indireta. Assim nasce a terceira lei de Newton, a qual afirma que se dois corpos
interagem entre si, a forga exercida no corpo A pelo corpo B ¢ igual e tem sentido
oposto a forga exercida no corpo B pelo corpo A. A equagdo que demonstra esta tese
estd explicita na Equagao 48.

Fypy=—Fy,

nota!! Note-se que na Equacgdo 48 quando se escreve F4p tenciona-se representar a
forca que o corpo A exerce sobre o corpo B.

Como coroldrio desta lei temos que as forcas ocorrem sempre aos pares e que
uma forca isolada nunca é passivel de existir. A este efeito dd-se o nome de pares agao-
-reagao. A Figura 15 tenciona representar a aplicacdo da terceira lei de Newton a dois

corpos, sendo que o computador se faz representar pelo corpo A e a mesa pelo corpo
B.

Fsa

Forcas de Atrito

Quando um corpo se encontra em movimento, quer numa superficie ou através
de um meio algo viscoso como o ar ou a agua, existe resisténcia ao movimento, dado
que o corpo interage com a sua envolvente. A esta resisténcia damos o nome de forgas
de atrito. Estas forcas sao muito importantes no nosso dia-a-dia, pois elas permitem-
-nos correr, andar e porque Sao necessdrias para que 0s nossos automdéveis possam
concretizar movimento.

Consideremos um bloco num plano horizontal. Se nés aplicarmos uma forga
horizontal externa F no bloco, com sentido para a direita, o bloco permanecerd em
repouso caso o médulo de F néo seja suficientemente grande. A forga que contratua F
e provoca que o bloco permaneca parado é chamada de forga de atrito, a qual
representaremos por fa. O que podemos analisar até ao momento é que até que o bloco
nao se mova f, = F. Sendo que o bloco estd em repouso, chamamos a este tipo de

forca de atrito, forga de atrito estdtico, representada por fs.? Se exercermos mais forca

terceira lei de Newton

equagao 48
terceira lei de Newton

nota

pares agao-reagao

figura 15
terceira lei de Newton

resisténcia

forcas de atrito

forga de atrito

forca de atrito estético
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sobre o bloco, aumentando o valor do mddulo de F, o bloco eventualmente
ultrapassard esta primeira barreira de atrito. Quando o corpo estd mesmo prestes a
passar essa barreira, fs estd com a sua magnitude mdxima. A partir do momento em
que a forca exercida ultrapassa este maximo, o bloco move-se e acelera para a direita.
A partir do momento em que o bloco se encontra em movimento, a forca de atrito que
retarda o movimento é menor ao mdaximo da primeira barreira. A forca que se
carateriza por existir logo apds a primeira barreira de atrito (atrito estdtico) dé-se o
nome de forga de atrito cinético, e representa-se por f., sendo que em inglés se
representa por fx, forma passivel de ser usada aquando de movimentos curvilineos, de
forma a que a representacdo de f. ndo se confunda com a representagdo de forga
centripeta. Se a partir do momento em que o corpo ultrapassa a primeira barreira de
atrito a magnitude de F = f, o bloco mover-se-4 para a direita com velocidade
constante. Na Figura 16 podemos verificar uma representagao gréfica deste exemplo de

aplicagao, juntamente com um grifico que demonstra a magnitude da forga exercida
sobre o corpo.

fs max [m===mmmmm el

'\%//
fie = pn

A\ 4

regido estatica regiéo cinética

Experimentalmente, numa aproximacgao bastante boa, temos que, tanto fia,
como f, sdo proporcionais & for¢ca normal que atua no bloco. As observagoes
experimentais podem ser entao sumariadas pelas seguintes leis empiricas do atrito: a
direcao da forga de atrito estdtico entre duas superficies em contacto é oposta a
direcao de qualquer outra forga aplicada e pode ter valores do tipo da Equacao 49,
onde a constante adimensional ps é denominada de coeficiente de atrito estdtico e n ¢é
a magnitude da for¢a normal. A igualdade na Equagao 49 é possivel quando o bloco
estd perto de cruzar a primeira barreira de atrito, isto é, quando fs = fee = psn;

fispun

forga de atrito cinético

figura 16
atrito estatico e atrito
cinético

coeficiente de atrito estatico

equagao 49
atrito estatico
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A direcao da forca de atrito cinético que atua sobre um objeto é oposta a diregao do
seu proprio movimento, a qual é dada pela Equagao 50, onde u. é o coeficiente de
atrito cinético;

f.=nn

Os valores de us e de p. dependem da natureza das superficies, embora u. seja,
geralmente, menor que ps. Os valores tipicos de p variam entre 0.05 e 1.5; Os
coeficientes de atrito sdo quase independentes da drea de contacto entre as superficies.

Energia de um sistema

As definigbes de quantidades como posigao, velocidade, aceleracdo e forca, e
principios a si associadas como a segunda lei de Newton, permitiram-nos resolver
grande parte dos nossos problemas. No entanto, alguns dos problemas que nés
conseguimos resolver teoricamente com as leis de Newton, sao dificeis de resolver na
pratica, embora possam ser simplificados e resolvidos dando azo a possiveis
aproximagoes. Nas secgoes seguintes vamos dar algum tempo para o estudo desta nova
abordagem aos problemas, o que pode incluir defini¢goes de quantidades com as quais
ainda ndo estamos familiarizados. Algumas quantidades podem-nos soar familiares,
mas hd que destacar que muito possivelmente elas terao significados mais especificos
na fisica, do que no nosso dia-a-dia. Assim, comecemos por discutir o significado da
nogao de energia.

O conceito de energia é um dos tépicos mais importantes em todo o contexto
cientifico e de engenharia. No nosso dia-a-dia a energia tem um papel relacionado com
combustivel para transportes e calor, eletricidade para luzes e outras aplicagoes, entre
outros... Estas ideias, no entanto, nao definem energia - apenas destacam que
combustiveis sdo necessdrios para fazer um dado trabalho, fornecendo-nos algo a que
chamamos de energia.

A energia estd presente no Universo nas mais variadas formas. Todos os
processos fisicos que ocorrem no Universo envolvem energia e suas transferéncias e
transformagoes. Infelizmente, embora a sua extrema importancia, a energia nao é
facilmente definida. As varidveis que estuddamos até ao momento sao relativamente
concretas - agora estudamos a nocao de energia, a qual serd muito mais abstrata.

Através de um novo conceito, vamos estudar a nocao de energia aos poucos. O
conceito que nos servird de base para esta nossa nova abordagem é o de sistema. Um
sistema pode ser:

um objeto individual ou uma particula;
um conjunto de objetos ou particulas;
uma regido do espago (como o interior de um cilindro de combustdo de um

v

v

v

motor automével);
um sistema que pode variar no tempo em tamanho e forma (como uma bola
de plasticina, que se deforma quando colide com uma parede).

v

Em oposicao ao modelo de particulas estudado antes, a busca pela
consideragao de um dado sistema para a resolugao de um problema é um passo muito
importante. Assim, qualquer que seja o sistema particular num dado problema, nés
devemos identificar uma fronteira entre o sistema em si e a sua envolvente. Por
exemplo, consideremos uma forga aplicada a um objeto no vazio. Neste caso podemos
considerar o objeto como o sistema e a sua superficie como a sua envolvente. A forca
aplicada ao corpo é uma interacao da envolvente com o sistema em si.

coeficiente de atrito cinético
equagao 50
atrito cinético

energia

sistema
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Trabalho realizado por uma forca constante

Grande parte dos termos que ji usdmos antes - como velocidade, posigao,
aceleracao, forga, entre outros... - tém um significado fisico muito préximo do
significado que lhes atribuimos no quotidiano. Agora, vamos estudar um termo que, ao
contrario dessa grande parte dos termos, tem um significado longe da linearidade do
nosso quotidiano - falamos de trabalho.

De forma a perceber o que trabalho como uma influéncia num sistema significa
para um fisico, consideremos a seguinte situagao, ilustrada na Figura 17.

AN ~ L

Uma forga F' é aplicada ao bloco cinzento da Figura 17, o qual identificamos como o

nosso sistema, o que faz com que o bloco se mova ao longo da superficie castanha. Se
nés quisermos saber o quio importante é a forga que gera movimento no bloco, nés
devemos considerar nao s6é a magnitude da forga, mas também a sua diregao. Note-se
que na Figura 17, nos trés casos, a forga tem o mesmo mdédulo, mas diregoes
diferentes. Assumindo que a magnitude da forca aplicada é igual nos trés casos acima
expostos, a forga aplicada no caso do meio gera mais movimento que a forga aplicada
no caso da esquerda. Por outro lado, o caso da direita mostra-nos uma situacao na
qual a forga aplicada ndo perfaz qualquer tipo de movimento, por muito grande que o
seu moédulo seja. Estes resultados sugerem que quando analisamos forgas de forma a
determinar a sua influéncia no sistema, é importante considerar a natureza vetorial da
forga. Também temos de considerar a magnitude da forca. Movendo uma forga com
uma magnitude de |F| = 2 N através de um deslocamento z representa maior
influéncia da forga num sistema que mover uma forga de magnitude 1 N através do
mesmo deslocamento z. Assim, ja estamos em condigoes perfeitas para resolvermos o
conceito de trabalho.

O trabalho exercido num sistema por um agente exercendo uma forga
constante no sistema, W, é o produto da magnitude de F (for¢a), da magnitude Az
(deslocamento) e cos(6), no qual 6 ¢ o angulo entre o vetor da for¢a e de deslocamento
(Equagéo 51).

W =F.Ax.cos@

As unidades do trabalho sao aquelas que multiplicam unidades de for¢a com
unidades de comprimento, pelo que a unidade do Sistema Internacional de medidas é o
Newton por metro (N.m = kg.m?/s?). Esta combina¢ao de unidades é tao usada que
foi criada uma solugao mais resumida para a sua representacao, a qual se designa por
Joule (J).

Uma consideragao relevante é que o trabalho é uma transferéncia de energia.
Se W é o trabalho realizado num sistema e W é positivo, entdo a energia ¢é transferida
para o sistema; caso contrario, isto é, se W é negativo, entao a energia é transferida do
sistema.

Trabalho realizado por uma forca nao constante

Consideremos uma particula que é disposta ao longo do eixo dos zz sob a agao
de uma determinada forca que varia com a posicao. Nesta situacdo nés nao podemos

figura 17
trabalho por blocos

trabalho

equagao 51
trabalho

Newton por metro

Joule
® James Prescott Joule
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usar a Equagao 51 para calcular o trabalho realizado pela forca, dado que esta nao é
constante ao longo da posicao. Consideremos uma particula que se move num
deslocamento muito pequeno Az. A componente em z de F, é aproximadamente
constante neste pequeno deslocamento, sendo que nés podemos fazer, do mesmo modo,
a aproximagao de que o trabalho exercido no mesmo deslocamento é igual & Equacao
52.

W=F Ax

nota!! se se fizer um gréfico da componente da for¢a F em x em ordem & posi¢ao em z,
o trabalho da Equacao 52 reflete-se na drea de um pequeno intervalo de z.

Num grafico da componente da forca F' em z em ordem & posicao em z, se a
curva for dividida num nimero muito grande de intervalos, entao o trabalho total
realizado por um deslocamento entre z; e zy é aproximadamente igual & soma de um
nimero maior do termo da Equacdo 52 (Equagao 53).

WzinAx

i

Se permitirmos que o deslocamento se aproximem de zero, entao o nimero de
termos no somatério da Equacao 53 aumenta sem limite, mas o valor do somatdrio
aproxima-se de um valor finito igual & &drea abaixo da curva do gréfico considerado
antes (Equagdo 54).

Alir_rlmiFrAx: fﬂdx

i

Por conseguinte, podemos expressar o trabalho exercido por uma forga nao constante
pela Equagao 55.

W=)]£dex

Xi

Trabalho realizado por uma mola

Um modelo de sistema comum para o qual a forca varia com a posigao,
cldssico, é o exemplo da mola. Na Figura 18 podemos ver um bloco num plano
horizontal, sem atritos, que estd ligado a uma mola. Se a mola estiver comprimida
numa dada distdncia da sua posigao de equilibrio, ela ird exercer uma forca no bloco
dada pela Equacgao 56.
mola = _kx
nota!! na Equacdo 56 o literal z representa o deslocamento do bloco desde a sua
posicdo de equilfbrio (z = 0) e k é uma constante positiva denominada de forca
constante de uma mola, conhecida pela lei de Hooke - esta lei apenas é vélida para
pequenos deslocamentos.

equagao 52
trabalho (aproximacao)

nota

equagao 53
trabalho (segunda
aproximacao)

equagao 54
trabalho como drea do
gréfico (desenvolvimento)

equagao 55
trabalho como drea do
gréfico

equagao 56
forca de uma mola

nota

lei de Hooke
® Robert Hooke
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O sinal negativo na Equagao 56 significa que a forca exercida pela mola é
sempre direcionada de forma contriria ao deslocamento. Por exemplo, quando = > 0
como na Figura 18 (primeiro caso), a forga da mola estd para a esquerda, ou negativa.
Quando z < 0, como na Figura 18 (terceiro caso) a for¢a da mola estd para a direita,
isto ¢, é positiva. J4 quando x = 0 (segundo caso) a for¢a da mola é nula, isto &,
Fioia = 0 N. Sendo que a forga da mola atua sempre em direcao & posigao de equilibrio
ela é por vezes denominada de forca de restauro. Supondo que a mola estd comprimida
de modo a que esteja com uma distancia de -z, da posicao de equilibrio, depois de
largada, este mover-se-4 de -z, passando por 0 e indo até +z,. Se a mola estiver
comprimida até que o bloco se encontre em 1z, e depois este seja largado, o bloco
mover-se-4 de +z,, através de 0 até -z,.

X

X

|

Frmoia
KXmax ¢

X

0

Y— Finoia = -kx
Xmax

Consideremos que o bloco é empurrado para a esquerda, numa distancia x, do
equilibrio e depois é largada. Calculemos o trabalho realizado pela forca da mola
enquanto o bloco se move de x; = -z, até 2y = 0. Aplicando a Equagao 55, temos a
Equacao 57.

lkxz

Woota ijola dx = J. (—kx)dx = >

=X,

Através da Equagdo 57 temos que o trabalho realizado por uma mola é
positivo, porque a for¢a tem a mesma dire¢ao que o deslocamento (ambos estdo para a
direita). O valor positivo de Wy confirma que a energia é transferida da mola para o
bloco. No entanto, se nés considerarmos o trabalho realizado pela mola enquanto o
bloco se desloca de z; = 0 até zy = z, nés descobrimos que Wy € igual ao simétrico

figura 18
trabalho de uma mola

equagao 57
trabalho de uma mola
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do resultado da Equagao 57, dado que para esta parte do movimento o deslocamento
estd a ser realizado para a direita e a forga da mola estd a ser feita para a esquerda
(diregoes opostas).

O gréfico que podemos encontrar na Figura 18 é um gréfico da componente
em z da for¢a Fpo, em ordem a z. O trabalho calculado na Equacao 57 é a drea
correspondente ao tridngulo sombreado do grafico.

Se o bloco entra num deslocamento arbitrario desde = = z; para = = 1z, o
trabalho realizado pela forga da mola é obtido pela Equacao 58.

Wi = J. 1 kxz _Ekxz

Energia cinética e teorema do trabalho-energia

Solugoes através da segunda lei de Newton podem ser dificeis de obter se as
forgas envolvidas no problema forem complexas. Uma aproximagao alternativa que nos
permite compreender e resolver muitos problemas de movimentos estd na relagao entre
velocidade de uma particula e o seu deslocamento realizado por uma forca resultante.

Consideremos um bloco que se desloca z metros, com massa m, para a direita,
sob a acao de uma forga F. Porque a forca é constante, pela segunda lei de Newton
sabemos que a particula em questao ir-se-4 mover a uma aceleragdo constante a. Sendo
assim, o trabalho resultante efetuado pela particula é calculado através da Equagao 59.

W, =F-x=(m-a)x

res

Tendo conhecimento dos desenvolvimentos de a e de z, expressos na Equacao
60 e Equacao 61, substituindo essas expressoes na Equacao 59, obtemos a Equagao 62.

x——(vi+vf)t
g Ve =V,
t
W, = m(Vf t— Vi )%(Vi +vf)t = %mvi —%m\/f

A quantidade da primeira parcela do resultado da Equacdo 62 representa a
energia associada com o movimento da particula. Este resultado é tao importante que
lhe foi dado o nome de energia cinética. A energia cinética, representada por FE., de

uma particula com massa m e que se move a uma velocidade v é definida pela Equacao
63.

1
E =—m*

c

A energia cinética é uma quantidade escalar e tem como unidades, as mesmas
que o trabalho. Por exemplo, uma massa de 2 kg que se move a uma velocidade de
4 m.s! tem uma energia cinética de 32 J. Nés podemos pensar na energia cinética

equagao 58
trabalho de uma mola
(revisitado)

equagao 59
trabalho resultante

equagao 60
desenvolvimento de x

equagao 61
desenvolvimento de a

equagao 62
trabalho resultante
(revisitado)

energia cinética

equagao 63
energia cinética
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como a energia associada com o movimento de um corpo. E frequente reescrever a
Equagao 63 na forma da Equagao 64.
Wres = EL/ _EC[ = AE(,
Este revisitar da expressao da energia cinética, de forma a que possa ser
apresentada da forma da Equagdo 64 significa que o trabalho realizado pela forga
resultante constante F' pelo deslocamento de uma particula, é igual & variagao da sua

energia cinética. Este resultado é uma conclusao vital em termos de energia e fisica,
daf ser denominado de teorema de trabalho-energia.

Energia potencial de um sistema

Até agora definimos um sistema de forma muito genérica, embora nos
tenhamos focado principalmente em particulas individuais e objetos sob influéncia de
forcas externas. Consideremos agora sistemas de duas ou mais particulas e objetos que
interagem na prética de forcas que sao internas ao proprio sistema. A energia cinética
deste sistema é a soma algébrica das energias cinéticas de todos os constituintes deste
novo sistema. Podem haver alguns, contudo, nos quais um objeto ¢ tdo grande (tao
significativo) que pode ser considerado como estaciondrio e que guarda uma energia
cinética que pode ser desprezada.

Consideremos o sistema bola-Terra, no qual a bola cai em diregao a Terra,
onde a energia cinética pode ser designada simplesmente pela energia cinética da bola.
Isto acontece porque a Terra move-se tao lentamente que nés podemos ignorar a sua
energia cinética. Por outro lado, a energia cinética de um sistema de dois eletroes deve
incluir a energia cinética de ambas as particulas.

Analisemos agora um novo sistema do qual pertencem um livro e a Terra, que
interagem pela forga gravitacional. Ao levantar lentamente o livro do repouso, hd
trabalho que ¢ realizado através de um deslocamento Ar = (y; - y:)j. De acordo com o
nosso estudo acerca do teorema do trabalho-energia, este trabalho realizado no sistema
deve constar como um aumento na energia total do sistema. O livro encontra-se em
repouso antes de ser realizado o trabalho em causa e volta a permanecer em repouso
apés o trabalho, pelo que nao ha variagao da energia cinética do sistema.

Porque a variacao de energia do sistema nao existe sob a forma de energia
cinética, o teorema do trabalho-energia nao tem como ser aplicado neste caso e a
variagdo de energia deve constar como uma forma de armazenamento de energia, ao
invés de energia cinética. Depois de levantar o livro nés podemos sempre deixé-lo cair
e fazé-lo regressar a posigao yi. Note-se que o livro (por conseguinte, o sistema) agora
tem energia cinética e a sua fonte estd no trabalho que foi realizado ao levantar o livro.
Enquanto o livro esteve no seu ponto de posi¢ao vertical (altura) mais alto, o sistema
teve o potencial de conter energia cinética, mas nao a teve até que ele fosse largado. A
esse mecanismo de armazenamento de energia damos o nome de energia potencial.
Descobrimos assim que a energia potencial de um sistema pode ser exclusivamente
associado com tipos de forgas especificos que atuam entre membros de um
determinado sistema. A quantidade de energia potencial num sistema é determinado
pela configuragao do sistema.

Derivemos agora uma expressao para a energia potencial associada a um
determinado objeto numa dada posigao sob a superficie da Terra. Consideremos para
tal um objeto externo de massa m que levanta o objeto desde uma posicao inicial y;
acima do chao até uma posicao yr. Assumamos que o movimento é feito lentamente,
sem aceleracdo, de forma a que a forga aplicada do agente externo é igual em médulo &

equagao 64
teorema de trabalho-energia

teorema de trabalho-energia

potencial
energia potencial
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forca gravitacional no objeto: o objeto estd modelado como uma particula em
equilibrio que se move a uma velocidade constante. O trabalho realizado pelo agente
externo no sistema objeto-Terra é dado pelo produto interno da forca aplicada
verticalmente Fap; pelo deslocamento vertical desta forga Ar = Ayj (Equacao 65):

— _ N A equagao 65
Wesierno = (F“”l ) AF = (mgj) ) |:(yf - yi)J:| =mgy, —mgy, trabalho realizado pelo
agente externo

Na Equacao 65 mostra-se um resultado que se reflete no trabalho resultante
realizado no sistema. Note-se a semelhanca entre a Equacao 65 e a Equacao 62. Em
cada equacdo, o trabalho realizado no sistema é igualado a diferenca entre os valores
final e inicial de uma dada quantidade. Na Equagdo 62 o trabalho representa uma
transferéncia de energia para o sistema e o aumento energético tem forma cinética. Por
outro lado, na Equagao 65 o trabalho representa uma transferéncia de energia para o
sistema e a energia do sistema apresenta-se sob outra forma, & qual demos o nome de
energia potencial. Sendo assim, podemos identificar a quantidade mgy como a energia
potencial gravitica F,, do sistema objeto de massa m com a Terra (Equagao 66). energia potencial gravitica

Ep = mgy equagao 66
energia potencial

A unidade da energia potencial gravitica ¢ o Joule (J), a mesma unidade
aplicada ao trabalho (W) e a energia cinética (FE.). A energia potencial, tal como a
energia cinética e o trabalho, é uma quantidade escalar. Note-se que a Equacao 66 é
apenas valida para objetos préximos da superficie da Terra, onde ¢ é aproximadamente
constante.

Poténcia

Consideremos a seguinte situagao, conforme a Figura 19.

figura 19
poténcia

Suponhamos que o homem na Figura 19 nao estd convencido que o trabalho
realizado é o mesmo, qualquer que seja o comprimento da rampa e tal provoque uma
longa rampa com uma subida muito suave. Embora ele faca a mesma quantidade de
trabalho que outra pessoa usando uma rampa muito mais pequena, ele demora mais
tempo a executar tal acao, porque terd uma distdncia muito maior a cumprir. Como
podemos destacar de tal conclusao, a tnica diferenga entre ambos os casos é um
intervalo de tempo - o intervalo de tempo que demora a fazer a agao até ao fim. Ao
racio da quantidade de energia gasta por intervalo de tempo dd-se o nome de poténcia
instantanea P e define-se pela Equagao 67. poténcia instantianea
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PEd—E
dt

Se uma forga externa é aplicada a um objeto (que podemos considerar como
uma particula) e se o trabalho realizado por esta forga no objeto no intervalo de tempo
At ¢ igual a W, a poténcia média Pn.iia ¢ equacionada pela Equagao 68.

4
média A ¢

Sendo assim, no exemplo da Figura 19, temos que, embora o trabalho seja o
mesmo ao levantar o frigorifico em ambos os exemplos de rampa, menos poténcia é
requerida para a rampa com maior distancia e &ngulo mais suave (menor).

De forma algo semelhante as nossas aproximagoes de velocidade e aceleragao, a
poténcia instantanea é o valor limite da poténcia média quando At tende para zero,
como revelamos na Equagao 69.

P= limE:d—W
At—0 At dt

nota!! na Equacao 69 estd representado o valor infinitesimal do trabalho realizado por
dW, onde dW = F . dr. Por conseguinte, a poténcia instantdnea pode ser re-escrita
como na Equagcao 70, onde v = dr/dt.

2

A unidade do Sistema Internacional (SI) de poténcia é o Joule por segundo
(J/s), usualmente denominado de Watt (W), em homenagem a James Watt
(1736-1819) (Equagao 71).

I1W=1J/s=1kg-m?’/s’

Uma outra unidade muito conhecida de poténcia é o cavalo-poténcia
(horsepower em inglés), hp (ou cv, em Portugal) (Equagao 72).

1hp=746 W

Uma unidade de energia (ou trabalho) pode agora ser definida em termos de
uma unidade de poténcia. Um quilowatt-hora (kWh) é a energia transferida numa hora
a razao constante de 1 kW = 1000 J/s.

Momento linear

Anteriormente aprendemos a estudar situagdes que envolvessem andlise através
das Leis de Newton. Somos entao, agora, capazes de resolver problemas que envolvam
situagoes andlogas, identificando o sistema em causa e aplicando o principio da
conservagao ou principio da conservagao de energia. Consideremos agora uma situagao

equagao 67
poténcia instantinea

poténcia média

equagao 68
poténcia média

equagao 69
poténcia instantinea

nota

equagao 70
poténcia instantianea
(revisitada)

Watt

® James Watt
equagao 71
unidade SI Watt

cavalo-poténcia

equagao 72
unidade cavalo-poténcia (hp)

quilowatt-hora
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e vejamos se somos capazes de a resolver com os modelos que desenvolvemos até ao
momento. Consideremos entao um arqueiro de 60 kg, em repouso, numa superficie sem
atrito, que dispara uma flecha de 0.030 kg de forma horizontal com velocidade de
85 m/s. A questdo pertinente é: que velocidade terd o arqueiro apés o disparo?

Pela terceira lei de Newton, sabemos que a for¢ca que o arco exerce sobre a
flecha é igualado & forca contréria que a flecha exerce sobre o arco. Esta forca faz com
que o préprio arqueiro retroceda num movimento retilineo sobre a superficie onde
repousara, com a velocidade pedida no nosso enunciado. N6s nao conseguimos saber
essa velocidade através dos modelos que estuddmos até agora, dado que nao sustemos
qualquer informagao relativa a aceleragao do arqueiro. Do mesmo modo, ndo podemos
usar qualquer modelo anteriormente estudado de forcas sob a ag@o resultante destas,
dado que nao temos também qualquer informacao acerca das forgas que interagem
neste exemplo. De forma algo andloga, os modelos energéticos de pouco nos poderao
ajudar, dado que também nao temos informagao acerca do trabalho exercido sobre o
arco ou do potencial eldstico no sistema.

Apesar da nossa incapacidade de resolver este problema usando os modelos
estudados até ao momento, este exemplo é muito simples de resolver se tomarmos em
conta uma nova quantidade capaz de descrever o préprio movimento - chamamos-lhe
de momento linear. Para criar esta nova quantidade consideremos um sistema isolado
de apenas duas particulas tal como na Figura 20, com massas mi e mg, movendo-se,
ambas, com velocidades v; e v2, num dado instante de tempo.

Vi

m

\Fm
\F12

mz\

V2

Porque o sistema é isolado a unica forga que atua numa particula é a que provém da
outra particula. Se uma for¢a partir da particula 1 (imaginemos, uma forga
gravitacional) e atuar na particula 2, deve existir uma segunda forga - igual em
médulo, mas oposta em direcao - que provém da particula 2 e atue na particula 1. Isto

é, as forcas executam um par agdo-reacdo previsto pela terceira lei de Newton, e
Fi2 = -F5. Podemos estabelecer esta condigdo como exprimido na Equagao 73.

?21 +T712 =0

Incorporando a segunda lei de Newton, temos que no instante mostrado na
Figura 20, as particulas tém aceleracoes correspondentes as forgas aplicadas nelas
préprias. Por conseguinte, substituindo a forca em cada particula por m.a da o
resultado visivel na Equagao 74.

m,a, + m,a, =0

momento linear

figura 20
sistema isolado de duas
particulas

equagao 73
resolugao por terceira lei
de Newton

equagao 74
resolugao por segunda lei
de Newton
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Se substituirmos cada aceleracao com a definicao dada atrds temos que
(Equagéo 75):

Se as massas mu e mp forem constantes podemos levantar a seguinte derivagao
(Equacao 76):

d(mld§‘)+d(m2d§2) :0.'.i(m dv, + m,dv,)=0
dt dr s

Note-se que a derivada em Equagao 76 com atencao ao tempo é zero. Por
conseguinte, esta soma deve ser constante. Aprendemos assim que a quantidade mwv
para uma particula é um resultado importante, pelo que a soma destas quantidades
para um sistema isolado é conservado. A esta quantidade dé-se o nome, entao, de
momento linear.

Em suma, o momento linear de uma particula ou de um objeto que pode ser
considerado particula com massa m e velocidade v é definido como o produto da massa
e da velocidade (Equagao 77).

— —

p=my

O momento linear ¢ uma quantidade vetorial porque este provém do produto
de uma quantidade escalar m com uma quantidade vetorial v. A sua diregdo ¢é a
mesma de v, tendo dimensdes massa . comprimento/tempo, pelo que a sua unidade SI
é o kg.m/s.

Se uma dada particula estd em movimento numa direcdo completamente
arbitraria, p tem trés componentes e a Equagao 77 é equivalente as seguintes trés
componentes (Equagao 78):

p.)C = mv

py =my p,=my,

x y

Como podemos verificar do seu préprio conceito, o momento dé-nos uma
distingao quantitativa entre particulas leves e pesadas num movimento a velocidades
iguais. Por exemplo o momento linear de uma bola de bowling é muito maior que o de
uma bola de ténis movendo-se & mesma velocidade. Newton chamou a este produto mwv
“quantidade de movimento”, o que nos pode dar uma perspetiva um pouco mais visual
acerca do significado da palavra atual “momento”, proveniente do antigo latim para
“movimento”.

Usando a segunda lei de Newton, podemos agora relacionar o momento linear
com a resultante das forcas a atuar numa determinada particula. Comecemos por
substituir a defini¢do de aceleragdo na propria expressdo da segunda lei de Newton
(Equagao 79).

ZFzmﬁzmg

equagao 75
resolugao por segunda lei
de Newton (revisitada)

equagao 76
resolugao por derivagao
(revisitada)

momento linear

equagao 77
momento linear

equagao 78
momento linear

(componentes)

equagao 79
segunda lei de Newton
(revisitada)



MECANICA E CAMPO ELETROMAGNETICO 3 O

Se tomarmos m como constante, podemos levar m para o interior da derivagao, que
provoca a seguinte alteracdo (Equagao 80):

Zﬁ_d(m‘_’;)_@ equagao 80
S odr dr

segunda lei de Newton
(revisitada)

A Equagao 80 mostra-nos que a razao de variagdo de momento linear de uma
dada particula é igual a resultante das forgas que atuam sobre a particula.

nota!! o momento linear de um sistema isolado é conservado - embora o momento seja  nota
conservado quando é isolado, o momento linear de uma particula contida no sistema
isolado nao tem de ser necessariamente conservado, dado que outras particulas
contidas também no sistema podem interagir com esta.

Parece que ainda nao resolvemos o nosso problema inicial, do arqueiro de 60
quilos. Para concluir voltemos entao atrds e procuremos resolver, tendo agora
conhecimento da nova quantidade momento linear.

figura 21
arqueiro em superficie
sem atrito

Como j4 verificdimos nenhum dos modelos estudados até ao momento linear
nao servem para resolver este problema, mas como nao existem forgas externas a
atuarem, podemos aplicar o modelo do sistema isolado e analisar o momento linear,
dado que este é conservado.
O momento linear horizontal total do sistema antes da flecha ser disparada é
igual a zero porque o sistema nao se encontra em movimento. Por conseguinte, o
momento linear horizontal total apés o disparo também tem de ser zero, dado que nao
haverd movimento também. Considerando a dire¢do de disparo como z positivo e
identificando o arqueiro como “particula 1”7 e a flecha como “particula 2”7, temos que
m1 = 60 kg, my = 0.030 kg, ver = 857 m/s. Usando o momento linear para o sistema
isolado temos a Equacao 81.
_ - ~ - _ - ~ equagao 81
Ap=0- Pr=Pi =0- Pp=Dpi = MYy Yy, = 0 resolugao por momento
linear
Resolvendo a Equagao 81 em ordem a wir e substituindo valores numéricos, temos a
Equagao 82.
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V,, =——=2y =
1 2
f m, f

m,  __[0030ke (85 m/s)=0.042 i nvs
60 kg

Momento linear num sistema nao isolado

A Equagao 80 diz-nos que o momento linear de uma dada particula muda se a
resultante das forgas atuar sobre ela. O mesmo poderd ser dito acerca da resultante
das forcas atuar sobre o sistema: o momento linear de um sistema muda se a resultante
das forcas atuar no sistema.

Em consideragoes a nivel do momento linear, um sistema é nao isolado se a
resultante das forgas atuar no sistema num dado intervalo de tempo. Neste caso,
podemos ver o momento linear a ser transferido do sistema para o ambiente por forca
da resultante das forgas. Conhecendo a variagdo no momento causada por uma
determinada forca é ttil em muitos problemas. De forma a criarmos uma ideia mais
forte acerca disto, assumamos que a resultante das forcas ZF atua na particula e esta
forga pode variar com o tempo. Pela segunda lei de Newton e pela Equacao 80 temos a
Equacao 83.

dp=> F dt

Podemos agora integrar esta expressao de forma a encontrarmos a varia¢do no
momento linear de uma particula quando uma forca atua sobre um determinado
intervalo de tempo. Se o momento linear da particula mudar de p; no instante #; para
Py no instante ty, a integracgao fica como a Equagao 84.

1y
Ap=p,~p,= |2 F di

Para calcular o integral precisamos de saber como é que a resultante das forgas
varia com o tempo. A quantidade a direita da Equagdo 84 é denominada de impulso

da resultante das forgas que atua numa particula num dado intervalo de tempo At
(Equagao 85).

I=[YF

Se combinarmos agora as Equagao 84 e Equagao 85 temos um novo resultado,
nao menos importante, ao qual se deu a designagao de teorema do impulso-momento
(Equacao 86).

—

Ap=1

O teorema em Equacado 86 diz-nos que a variacdo no momento linear de uma dada
particula é igual ao impulso da resultante das forcas a atuarem sobre a particula. Esta
conclusao é equivalente a segunda lei de Newton

equagao 82
resolugao por momento
linear (continuagao)

equagao 83

momento linear conjugado
com segunda lei de
Newton

equagao 84
integracao por momento

linear

impulso

equagao 85
impulso

teorema do
impulso-momento

equagao 86

teorema do
impulso-momento
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Colisoes unidirecionais

Nesta secgao iremos usar o modelo do sistema isolado para descrever o que
acontece quando duas particulas colidem. O termo colisao representa um evento
durante o qual duas particulas se aproximam e interagem através de forcas. As forgas
presentes nessa interacao consideram-se, a partida, muito maiores que qualquer outra
forga externa, pelo que podemos usar a aproximagcao de impulso.

Quando duas particulas de massa mi e massa mg colidem, as forgas impulsivas
podem variar no tempo de forma muito complexa. Apesar da complexidade do
comportamento de tempo em relacdo ao impulso, esta forca é interna ao sistema
isolado de duas particulas. Por conseguinte, as duas particulas formam um sistema
isolado e o momento linear deve ser sempre conservado, seja qual for a colisdo.

Por outro lado, a energia cinética total de um sistema de particulas pode, ou
nao, ser conservado, dependendo, claro estd, no tipo de colisdo que sofre. De facto, as
colisbes estao organizadas por diferentes categorias, sendo eldsticas ou ineldsticas,
dependendo se a energia cinética é conservada ou nao.

Uma colisao eldstica entre dois objetos é aquela na qual a energia cinética
total, tal como o momento linear total do sistema é conservado, isto é, é igual antes e
depois da colisao. No mundo real, colisbes como o de duas bolas de bilhar ¢ uma
aproximagao francamente boa deste caso de colisbes, pelo que a energia é transferida
na colisao, provocando a reagao das bolas recuarem apdés embate.

Uma colisao ineldstica é aquela que, ao contrdrio da eldstica, nao preserva a
energia cinética total no pds-colisao, mesmo que o momento linear seja conservado.
Quando dois objetos permanecem juntos apds colisao dé-se o nome de colisao
perfeitamente ineldstica. Comecemos por analisar este caso primeiro. Consideremos
entao duas particulas de massas mi e mp em movimento com velocidades v1; € v2;. As
duas particulas colidem e executam um movimento, enquanto juntos, com uma
velocidade comum vy. Porque o momento linear de um sistema isolado é conservado em
qualquer colisao, podemos dizer que o momento linear total antes da colisao é igual ao
momento total do sistema apéds a colisao (Equagao 87).

my,. +m,\v,.
= = _ = = = _ - - _ Y V2

AP—Oﬁpf—pi_>m1V1i+m2V2i_(m1+m2)vf”vf_ l l
m1+m2

Analisemos agora um caso de colisao eldstica. Para tal voltemos a considerar
duas particulas de massas mi e m2 em movimento com velocidades vi; € v2i. Apds a
colisao cada particula avanga com uma determinada velocidade, sendo elas viy e vy
Numa colisao eldstica, ambos momentos linear e energia cinética do sistema sao
conservados. Sendo assim, considerando velocidades ao longo de uma sé dire¢ao na
horizontal temos as seguintes equagoes em Equacao 88.

Di =Py = My +myV,, = my, . +nm,v,, (1)

1 1 1 1
E = ch - 5’"1"12[ + 5m2v§i = Emlvlzf + Emz";f (2)

Porque todas as velocidades em causa tém diregao para esquerda ou para a
direita elas podem ser representadas pelo seu médulo e pelo sinal algébrico
representando uma das duas diregoes possiveis - representaremos sinal positivo de v
quando a diregao é para a direita e negativo caso contririo.

colisao

colisao eldstica

colisao inelastica

colisao perfeitamente
ineléstica

equagao 87
momento linear em colisao

equagao 88
momento linear e energia
cinética em colisao
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Num problema tipico de colisao eldstica, hd sempre duas quantidades
desconhecidas que podem ser equacionadas pelas Equacao 88 (1) e Equacdo 88 (2)
(Equagao 89).

2 2\ _ 2 2
M\ Vy; = Vip )= My Vyp — Vo,
Fatorizando os dois membros da equagao temos que (Equacao 90):

m (Vli _V1f)(V1i +V1f) =m, (sz _v2i)(v2f +V2i)

De seguida separamos os termos que contém m; e my de forma semelhante para obter a
Equagao 91.

m (Vu - vlf) =nm, (sz - VZi)
Dividindo a Equagao 89 pela Equacao 90, temos a Equacao 92.
VitV =V, Yy,

Rearranjando os termos mais uma vez de forma a ter as quantidades iniciais &
esquerda e as quantidades finais a direita, temos a Equagao 93.

Viim Vo = _(vlf _sz)

A Equagdo 93, em combinagdo com a Equagio 88 (1) pode ser usada para
resolver problemas relacionados com colisbes eldsticas. Suponhamos que tanto as
massas como as velocidades iniciais sao sabidas. O par de equacgoes designado pode ser
resolvido para obter os valores finais, em termos das velocidades iniciais, dado que h&
duas equacgoes e duas incégnitas (Equacio 94).

[ m—m, 2m,
Vip = vyt Vai (1)
ml + m2 ml + m2

2m,

Vor = vy, + o Vai (2)
ml + m2 ml + m2

Centro de massa

Por uma questao de simplificacao é ideal representar objetos por particulas,
como ji estuddmos anteriormente. Sendo assim hd um ponto que nos permite
representar mais facilmente um objeto a nivel de posicionamento vetorial. A esse ponto
damos o nome de centro de massa do sistema. Qualquer que seja a dimensdao do
sistema ou mesmo a sua densidade, todos os sistemas tém um ponto definido -
- precisamente o centro de massa. Este ponto pode ser visto como o ponto médio de
distribuicao da massa num dado sistema de particulas. Para calcular este ponto
precisamos de ter em conta o nimero de particulas constituintes do sistema. Sendo

equagao 89
duas quantidades
desconhecidas (1)

equagao 90
duas quantidades
desconhecidas (2)

equagao 91
duas quantidades
desconhecidas (3)

equagao 92
duas quantidades
desconhecidas (4)

equagao 93
duas quantidades
desconhecidas (5)

equagao 94
duas quantidades

desconhecidas (final)

centro de massa
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assim, tendo vérias massas m; em trés dimensoes a coordenada x do centro de massa
de n particulas pode ser calculado como explicito na Equacao 95.

Z 2 equagao 95
m.Xx. m.x. .~
mx, + m,x, + m,x, +---+mx, i i i i 1 2 posicao por x do centro de
Xem = = = = 2. MX massa
m+m,+my+---+m, Zm,. M M =
i

Claro estd que, sendo M em Equagao 95 igual ao Z(;m;, para as restantes
coordenadas temos a Equacgao 96.

equacgao 96

1 posicao por z, y, z do

Xem = _zmixi 7
M = centro de massa

1
Yem = MZ my;

1
Zem = MZ m.z;

O centro de massa também pode ser localizado em trés dimensdes através do
seu vetor posicao rcm, cujos componentes estdo na Equagdo 96. Sendo assim eis a

Equacao 97.
1 1 1 equagao 97
?CM = xCMi + yCMj + ZCMk = MZ mixii + MZ mixij + Mz mixik vetor posi¢ao do centro
i i i de massa
De uma forma geral, o vetor posi¢ao tem a expressao em Equagao 98.
_ 1 R equacao 98
Ve = —2 m.r; . ~
™M M~ M vetor posi¢ao do centro
1

de massa (geral)

Rotacao de objetos rigidos sobre um eixo

Quando um objeto mais complexo como uma roda gira sobre um eixo, o seu
movimento nao pode ser avaliado sob a forma de um modelo de particulas, porque a
instantes de tempo diferentes cada particula tem uma velocidade linear e uma
aceleracao linear diferentes. Podemos, no entanto, avaliar sob a forma de um sistema
de particulas, sendo que cada uma tem a sua velocidade linear e a sua aceleracao
linear.

Tratando-se de um objeto em rotagao, por uma questao de simplificagao
vamos considerar apenas objetos rigidos, isto é, indeforma&veis.

Posicao, velocidade e acelera¢ao angular

De forma andloga a que usdmos para estudar os conceitos de posicao,
velocidade e aceleragao no infcio da disciplina, apliquemos agora 0s nossos
conhecimentos para a andlise de casos curvilineos, isto ¢, com formas angulares, para
movimentos de rotagao.
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A Figura 22 ilustra uma perspetiva de cima de um CD (compact disk) no qual,
enquanto parado escolhemos um ponto da sua superficie - o ponto P. Quando
iniciamos a rotagao do disco a um instante de tempo ¢ pardmos a sua execugao, tendo
o ponto P mudado a sua posicao, numa trajetéria em arco s, tornando-se ponto P’.
Note-se que a distdncia entre o centro O e o ponto em estudo é sempre a mesma,
designada pelo médulo do vetor r. Por uma questao de simplificacao é preferivel
designar o ponto P ou P’ nas suas coordenadas polares, sendo P = (r, ), onde r é a
distancia entre O e P e 0 é o angulo medido no sentido anti-hordrio da linha de
referéncia para a abertura do dngulo formado. Nesta representacao o dngulo modifica-
se enquanto que a distancia representada por r mantém-se constante. Podemos definir
o comprimento da trajetéria de arco, s, entao, como a Equacao 99.

Dado que o disco na Figura 22 é um objeto rigido, enquanto a particula P se
move através de um angulo 6 desde a linha de referéncia, todas as outras particulas
também efetuam esse movimento. Por conseguinte, podemos designar posi¢ao angular
como o angulo formado entre a linha de referéncia e a referéncia atual do objeto.
Porque a nossa particula P move-se de P para P’, podemos designar também o
deslocamento angular, sendo este caraterizado pela variagao angular desde o ponto de
partida até ao final. No entanto este deslocamento angular pode ser desencadeado ao
longo do tempo (At) por diferentes razoes matemadticas. Para quantificar essas razoes
calcula-se a velocidade angular média, designada pela letra grega mindscula “omega”

Wmeédia (Equagéo 100) .

0,-6, AO
wme’dia = =

I,—1 At
Para calcular a velocidade angular num determinado instante temos o calculo

do limite da velocidade & média, pela Equagao 101, denominada de velocidade angular
instantanea.

. AOB db
o=lim—==—
Ar—0 At dt

A unidade de velocidade angular é a radiano por segundo (rad/s) ou s, dado
que o radiano é adimensional.

figura 22
disco CD

equagao 99
angulo e arco

posicao angular

deslocamento angular

velocidade angular média

equacao 100
velocidade angular média

velocidade angular
instantanea

equagao 101

velocidade angular
instantanea
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Se a velocidade angular instantdnea muda de w; para w; num dado intervalo
de tempo At, isto significa que existe uma aceleragao angular. A aceleragao angular

média, designada pela letra mintiscula grega alfa, dmesia (Equagdo 102).

a)f—a)l. B Aw

Qyiia = =—
t,—t, At

média

2 .

Do mesmo modo que a velocidade angular instantdnea, também é possivel
calcular a aceleragao angular instantanea (Equacao 103).

. Aw do
o=Ilim—=—
At—0 At dt

A unidade de aceleragdo angular é o radiano por quadrado de segundo (rad/s?)
ou apenas s2.

Momento angular, da forca e de inércia

Consideremos um objeto rigido que se encontra em rotacdo sobre um eixo com
uma velocidade angular w. Um elemento de massa m; tem um mdédulo de velocidade
linear devido & rotagao v; = wr;, onde r;é a distancia do elemento de massa ao eixo de
rotacao. A energia cinética do corpo é a soma das energias cinéticas de todos os
elementos de massa (Equacao 104).

E = ZEC(mi): %zmivf = %Zmiwzrf = %(Zmirf]wz =

lw®

N | —

Na Equacao 104 temos uma nova definicao & qual designdmos de I. Esta nova
definigao estd repetida na Equagdo 105 e é denominada de momento de inércia.

2
I:Zmirz‘
i

Se ao invés de termos uma distribui¢do discreta de massas tivessemos uma
distribui¢ao continua de massas, o momento de inércia seria dado pela Equagao 106.

I:Jrzdm: j r’p(r)dv

volume

nota!! na Equagdao 106 r é a distdncia entre o ponto considerado e o eixo de rotagao,

o(r) é a densidade de massa nesse ponto e dV é o elemento de volume.

Verifique-se que as expressdes para a energia cinética associada a translagao e
a rotacao sao mapeadas traduzindo a massa inercial pelo momento de inércia e a
velocidade linear pela velocidade angular (Equagao 107).

2

1 |
Eémmlag[m = Em\/2 & E = E lw ,dadoque m&1I e Vv

aceleragao angular média

equagao 102
aceleragao angular média

aceleracao angular
instantanea

equagao 103

aceleragao angular
instantanea

equagao 104
energia cinética

momento de inércia

equagao 105
momento de inércia

equacao 106
momento de inércia
(revisitado)

nota

equagao 107
comparacao de translagao
e rotagao
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E frequente acontecer que o momento de inércia de um determinado corpo
tenha de ser calculado relativamente a diferentes eixos paralelos sobre os quais o corpo
pode rodar. Para tal é util considerar o teorema de Steiner, também chamado de
teorema dos eixos paralelos (Equacao 108).

I=1,+Md’

O teorema de Steiner enuncia-se da seguinte forma: “se um corpo de massa M
tem um momento de inércia Icym relativamente a um eixo que passa pelo seu centro de
massa, entao o mesmo corpo terd um momento de inércia dado pela Equacao 108
relativamente a outro eixo, paralelo ao primeiro, que se encontra a distancia d do
primeiro”.

E intuitivo, também, que para alterar um movimento de rotacio seja relevante
nao sé a forga aplicada, mas também o local onde é aplicada e a diregdo em que é
aplicada. Por exemplo, para abrir ou fechar uma porta, aplicando a mesma forga
préximo da dobradica ou no puxador permite-nos concluir que obtemos resultados
completamente diferentes. A quantidade que desempenha o papel fundamental na
dinadmica de rotagdo dé-se o nome de momento de for¢a ou torque (também ha quem
denomine de bindrio), representado pela letra miniscula grega tau 7. Sendo assim, o
momento da forca F, aplicada num ponto P relativamente a um ponto O é definido

)

pela Equacao 109, onde r é o vetor posicao de P relativamente a O e ‘X’ representa o

produto vetorial entre os dois vetores.

—

T=rXxF

A magnitude do torque, por outro lado, é calculado através da expressdo da
Equacao 110.

T=|’f|=\7”13|sin9

O torque é a quantidade que na dindmica de rotagdo desempenha o mesmo
papel que a forga desempenha na dindmica de translagao. O seu total é simplesmente a
adigao vetorial de todos os torques que atuam sobre o sistema.

Qual é a forma andloga da segunda lei de Newton em termos de rotacao? Para
respondermos a esta questao precisamos de introduzir um novo conceito - o de
momento angular, L. O momento angular de uma particula com momento linear p,
relativamente a um ponto O, representa-se pela Equagao 111, onde 7 é o vetor posigao
da particula P em relagdo ao ponto O.

—

L=7¥Xp

2. Sistemas Oscilatorios

Este novo capitulo pretende iniciar o estudo de um diferente tipo de
movimento, este, caraterizado pela sua periodicidade, isto é, por ter uma propriedade,
pelo menos, que o torna repetitivo, discriminando um determinado intervalo de tempo
e uma dada variacado de posigoes. A este tipo de movimentos damos o nome de
movimentos oscilatérios e nés iremos estudar um destes movimentos mais em

teorema de Steiner
teorema dos eixos paralelos
equagao 108

teorema de Steiner

® Jakob Steiner

momento de forga, torque

binario

equagao 109
torque

equagao 110
médulo do torque

momento angular

equagao 111
momento angular

movimentos oscilatérios
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particular, chamado de movimento harménico simples, dado que veremos que todos os
movimentos periédicos sao produto de combinagoes de vdrios movimentos harménicos
simples.

Movimento harmédnico simples

O movimento harménico simples é base de grande parte do nosso
conhecimento de processamento de sinais e de ondas mecénicas. As ondas sonoras,
sismicas ou até mesmo as ondas do mar sao todas produzidas por uma fonte de
oscilacao.

De forma a podermos desenvolver uma representacdo matemadtica para o
modelo de particulas em movimento harménico simples, primeiro, escolhemos o eixo
dos zz como eixo base para a nossa oscilagdo. Como ja devemos saber, a = dv/dt =
= dx/d#?, pelo que podemos exprimir a Equagao 112.

d*x k
pr—

Se denotarmos o quociente k/m com o simbolo ®w?, como na Equacdo 113, a
Equacao 112 pode ser re-escrita na Equagao 114.

’ _k

m

d’x )
P

Procurando agora uma solugao para a Equacao 114, isto é, uma func¢ao do tipo
2(t) que satisfaga a equacdo do segundo grau que é a Equagdo 114, encontramos uma
equagao que nos serd capaz de dar a posicao da particula em movimento harmdénico
simples ao longo do tempo. Procuramos uma expressao cuja segunda derivada é a
mesma que a original, mas com sinal negativo e multiplicada por w?. As func¢oes
trigonomeétricas seno e cosseno, como vimos em Cédlculo I (alsl), tém este tipo de
comportamento. Logo, podemos resolver uma solugao através de uma destas duas
fungoes. A fungao cosseno da Equacdo 115 ¢ uma solugdo para o nosso problema, onde
A, w e ¢ sdo constantes.

x(1)= Acos(wt +¢)

Sendo que a Equagdo 115 reflete a posi¢ao ao longo do tempo z(t), também
nos ¢ possivel representar a velocidade v(?) e a aceleragao a(t) (Equacao 116).

v(t)=A%(Cos(wt+¢))=—a)Asin(a)t+¢) (1)

a(t):—a)A%(sin(a)t+¢)):—a)zAcos(a)t+¢) (2)

movimento harmdnico
simples

equagao 112
aceleragao revisitada

equacao 113
mudanga de varidvel

equacao 114
aplicagao de mudancga
de varidvel

equagao 115
movimento harmdénico
simples (posicao)

equagao 116

movimento harménico
simples (velocidade e
aceleragao)
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Como ja foi designado, A, w e ¢ sdo constantes, mas que significado fisico é
que eles tém? Para dar algum significado fisico a estas constantes, primeiro, ¢ mais
simples ver graficamente como tudo isto se processa, criando um gréfico com o tempo
no eixo dos zz e com a posigao no eixo dos yy (Figura 23).

Comegando pela constante A, esta, tem o nome de amplitude da onda (do
movimento) e é simplesmente o valor maximo da posi¢do da particula no periodo do
seu movimento, quer seja no sentido positivo ou negativo de z. A constante w &
denominada de frequéncia angular e tem como unidade radianos por segundo.
Basicamente o que ela representa é o quao rédpido as oscilagoes ocorrem. Quanto mais
oscilagoes houver por unidade de tempo, maior € o valor de w. A frequéncia angular
tem expressao na Equacgao 117.

O angulo constante ¢ é denominado de constante fase. Em conjunto com a
amplitude A, a constante fase é determinada pela velocidade e posicao da particula no
instante ¢ = 0. Na Figura 23 (de baixo) temos o caso de uma onda com constante fase
¢ = 0. A quantidade (wt + ¢) é chamada de fase do movimento. Note-se que a funcao
2(t) é uma fungéo periédica e o seu valor permanece igual cada vez que wt aumenta
por 27 radianos.

Se investigarmos mais a fundo a descricdo matemdtica do movimento
harmoénico simples temos que descrever o que ¢ o periodo, representado por T (como
na Figura 23 (de cima)). O perfodo T de um movimento é o tempo requerido para a
particula efetuar um ciclo do seu movimento. Como jé verificAmos antes, o periodo
deste movimento é de 27 radianos, pelo que a expressao do periodo pode ser descrito
pela Equagao 118.

[0(t+T)+¢]-(wt+¢)=27

Se simplificarmos a expressao em Equagao 118 podemos obter a Equacao 119.

figura 23
movimento harménico
simples

amplitude

frequéncia angular

equagao 117
frequéncia angular

constante fase

fase

periodo

equagao 118
periodo
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Ao inverso do periodo damos o nome de frequéncia, f, do movimento (Equagao
120).

fe I o
T 2r

A unidade de frequéncia é o Hertz (Hz). Se rearranjarmos a Equagdo 120
temos que (Equagao 121).

2
a)=27zf=7ﬂ

Tendo a Equacdo 121 e sabendo que frequéncia e periodo sdo inversos um do outro,
temos a Equacao 122, que nos permite escrever a frequéncia e o periodo com diferentes
varidveis, uteis para alguns exercicios.

r=2F_oz ™
0 k
1 [k
f=T=—— (2)
2 \'m

Energia em movimentos harmadnicos simples

Depois de estudamos questoes energéticas em movimentos como os ja
estudados, como é que podemos aplicar as mesmas nocoes aos movimentos harménicos
simples? Vejamos um caso de andlise de energia num sistema mecédnico onde uma
particula segue um movimento harmodnico simples, como na Figura 18. Porque a
superficie nao tem atrito, o sistema considera-se isolado, pelo que se espera que a
energia mecanica do sistema seja constante. Considerando também uma mola sem
massa, a energia cinética do sistema é correspondente & energia cinética do bloco. Pela
Equagao 116 (1) podemos exprimir a energia cinética do bloco (Equagao 123).

= %ma)zA2 sin” (@t +¢)

Por outro lado, a energia potencial armazenada na mola por via de qualquer
alongamento z é dada por (1/2)ks?. Pela Equacao 116 (2) temos que (Equagao 124).

E =—kx’= %Az cos’ (@t +¢)

equagao 119
periodo

frequéncia

equacao 120
frequéncia

Hertz
® Heinrich Rudolf Hertz

equagao 121
frequéncia angular revisitada

equagao 122
periodo e frequéncia

equagao 123
energia cinética em MHS

equagao 124
energia potencial em MHS
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Tanto E, como E. sao sempre quantidade nulas ou positivas. Sendo que w? =
= k/m, podemos exprimir a energia mecénica total do oscilador harmdénico simples
como a Equagao 125.

E,=E,+E, = %kA2 [ sin* (@t +¢)+ cos” (wt +¢) |

Dado que pela Férmula Fundamental da Trigonometria, sin?6 + cos?6 = 1, temos a
Equagao 126.

E:lkAz
2

3. Campo Eletromagnético

Nesta tltima unidade comecamos o estudo da drea do eletromagnetismo. Mas
dado que a disciplina em causa continua a ser Mecanica e Campo Eletromagnético
(a2sl), isto significa que tem de haver uma relacio entre a matéria ja estudada e o
eletromagnetismo - o eletromagnetismo discute efeitos entre cargas elétricas. Para fazer
a transicao entre o que ji aborddmos com esta nova unidade temos que perceber o
conceito de forga elétrica como resultado da interagao de duas cargas elétricas.

Cargas elétricas e forca elétrica

Quando pegamos num balao cheio de ar e o raspamos no nosso cabelo seco, ao
aproximarmos o baldo de pequenos papeis, estes, ficam presos ao balao. Mas porque é
que isto acontece? Existe uma forca, chamada de forga elétrica, que permite que tal
aconteca. Quando os objetos se comportam desta forma significa que eles estao sujeitos
a uma carga elétrica.

Numa série de experiéncias, Benjamin Franklin pode reparar que havia dois
“tipos” de cargas elétricas, as quais lhe deu os nomes de positivo e negativo. A uma
escala atémica o que acontece é que existem eletroes (elementos de carga negativa) e
protoes (elementos com carga positiva). Como jd deve ser do nosso senso comum, duas
cargas com o mesmo sinal repelem-se e com sinais oposto atraem-se.

Uma outra experiéncia permite-nos garantir que a carga elétrica é sempre
conservada, pelo que ao rasparmos o balao no nosso cabelo nao criamos carga elétrica,
antes, carga elétrica é transferida.

Em 1909, Robert Millikan descobriu que as cargas elétricas ocorrem sempre
como integrais miltiplos de uma quantidade fundamental de carga e. Em termos mais
modernos, a carga elétrica g é dita quantificdvel, onde ¢ é o simbolo convencionado a
ser usado para representar uma carga elétrica.

Lei de Coulomb

Como ja vimos, as cargas elétricas, ao contrdrio de outras quantidades fisicas
como a massa, pode ter significado em dois sinais, quer positivos ou negativos. A lei de
Coulomb é a lei que nos permite afirmar que a forga elétrica entre dois corpos
materiais com carga é atrativa (ou repulsiva) para cargas opostas (ou iguais) e dirigida
ao longo da linha que une os dois corpos, é proporcional ao produto das massas, qi e

equagao 125
energia mecinica em MHS

equacao 126
energia mecinica em MHS

forca elétrica
carga elétrica

positivo, negativo

lei de Coulomb
® Charles-Augustin de
Coulomb
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@, dos corpos e ¢ inversamente proporcional ao quadrado da distancia, r, entre eles. A
lei de Coulomb esta designada na Equagao 127.

equacao 127
lei de Coulomb

— ke qlzZ

7.
!

Na Equagao 127 estamos presente a uma nova constante, k., cujo valor é de
8.9875 x 10° N.m2.C2 Na unidade da constante k. temos uma nova unidade de
medida, o C, que representa o Coulomb - unidade do Sistema Internacional de carga Coulomb
elétrica. E frequente escrever o valor de k. em termos de permissividade elétrica no permissividade elétrica no
vazio, representada com a letra grega minuscula épsilon, indice zero, €y, cujo valor é vazio
8.8542 x x 102 C2.N-1.m? (Equagao 128).

1 equagao 128

k

e constante k

4re,

Relembra-se que a forca elétrica é uma quantidade vetorial que com o
desenvolvimento da Equagao 128 se pode escrever da seguinte forma (Equagao 129).

F _ 1 949, g equagao 129
¢ 4re, rr lei de Coulomb

Caso tenhamos mais do que duas cargas, a lei de Coulomb é passivel de ser
aplicada, através do conceito de somatdrio, aplicando-se as alteragoes visiveis na
Equacao 130.

7 —Z 1 99 - equacao 130
T Ly me, . u, lei de Coulomb (revisitada)

Campo elétrico e lei de Gauss

Da mesma forma que na interagdo gravitacional foi introduzida a ideia de
acao a distancia, também foi criado o conceito de campo elétrico, pelo que se olharmos campo elétrico
para uma determinada carga e a movéssemos ao longo de um determinado espago,
obterfamos forgas elétricas diferentes por posi¢oes diferentes. O campo elétrico designa-
-se conforme a Equagao 131.

7 1 q;. - equagao 131
a2 campo elétrico

Para ser mais facil a andlise de problemas relacionados com campo elétrico,
desenvolveu-se uma representacao gréafica, a que chamamos de linhas de campo
elétrico. Para desenhar o campo elétrico é necessdrio que as linhas que possamos vir a  linhas de campo elétrico
desenhar respeitem normas, de forma a que o conteido seja sempre o mais
uniformizado possivel e legivel aos olhos de qualquer pessoa. Sendo assim, eis algumas
das regras mais importantes para a representagao de linhas de campo elétrico:
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» as linhas de campo elétrico partem sempre das cargas positivas e terminam
nas cargas negativas;

» a densidade de linhas de campo é proporcional ao campo;

» as linhas de campo elétrico sao sempre continuas;

» 0 campo elétrico é tangente & linha de campo elétrico;

» as linhas de campo elétrico nunca se cruzam.

Sabendo agora as regras mais importantes para a representacao de linhas de
campo, desenvolvamos alguns dos exemplos jd retratados anteriormente. Sendo assim,
comecemos por retratar uma carga isolada, positiva (Figura 24).

figura 24
campo elétrico por uma

X carga positiva isolada

Da mesma forma que representamos uma carga isolada positiva, podemos
representar uma carga isolada negativa (Figura 25).

figura 25
campo elétrico por uma

: carga negativa isolada

Quando temos duas cargas, uma positiva e outra negativa, as linhas de campo

sao como na Figura 26.

figura 26

campo elétrico por duas
cargas opostas
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Para desenhar duas cargas com o mesmo sinal hd que ter atengao ao facto de
elas se repelirem (Figura 27).

figura 27
campo elétrico por duas
cargas iguais

_____ — - -

Até ao momento vimos cargas que se caraterizam por serem pontuais. Mas
nem todas as cargas sao pontuais. Como serao as linhas de campo elétrico para uma
barra cuja carga ¢ positiva e distribuida uniformemente? (Figura 28)

figura 28
campo elétrico por
distribui¢ao uniforme

A teoria do campo elétrico é uma teoria considerada linear, isto é, existe o
fenémeno da sobreposicao. O fenémeno da sobreposi¢do diz-nos que, neste caso, o  sobreposigao
campo elétrico formado por um conjunto de cargas é a soma dos campos elétricos de
cada carga. Deste modo, o campo elétrico num ponto P com vetor posicao r, gerado
pelas cargas elétricas qi, ..., qn, cada uma com vetor posi¢do r; = r(¢), i = 1, ..., N,
num determinado referencial é a Equagao 132.

equacao 132

=)
<3

campo elétrico (revisitado)

=i
3

- N q.
E(?):kez - l_.2 ’
A |7 -7

Em casos como o da Figura 28 (distribuicdo continua de cargas), onde cada
elemento tem vetor posigdo r(g), a soma em Equagio 132 deve ser substituida pelo
integral em Equacao 133.

L F—7 q equagao 133
E (r ) = kej‘f()sdq campo elétrico (revisitado)
|}" —}"(CI)|
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No integral da Equagao 133 a grande divida pela resolugao de problemas

reside no dg. Vejamos a expressao em Equagao 133 mais simplificada pela Equagao
134.

— dg
E(F)=ke_[7—2'u

Dependendo do caso em andlise, podemos designar a quantidade dq como uma
dada densidade. Numa distribuicao volumétrica de carga, dq representa-se pela
Equagao 135 (densidade volumétrica).

dg=p dV

Numa distribuicao superficial de carga, dq representa-se pela Equacdo 136 (densidade
superficial).

dg=o0dS

Numa distribuicdo linear de carga, dq representa-se pela Equagdo 137 (densidade
linear).

dg=2dl

Para calcular o campo elétrico de uma distribuicao de cargas elétricas
tipicamente recorremos a Equacao 133 ou Equagao 134 como é o caso da Equacao 138,
para o caso da Figura 28, considerando o comprimento da barra como L.

L
E= j ! -izﬁr dx
o 4me, 1

Existe, para além deste método, um método alternativo e muito mais direto de
obter o resultado pretendido, que se torna bastante conveniente em casos com muitas
simetrias. Este novo método é denominado de lei de Gauss. A lei de Gauss enuncia que
o fluxo do campo elétrico através de uma superficie fechada é igual & carga que estd no
interior dessa superficie a dividir pela constante de permissividade elétrica no vazio. A
Equagao 139 permite traduzir a lei de Gauss em termos matemaéticos.

. ckp . L |
sabendo que: E = J_/z)ur dV  temos que: J.E -ndS = Din
r 80

Em suma, a lei de Gauss pode ser representada pela Equagao 140.

@S(E)=§>SE-ﬁdS=qgi—:

equagao 134
campo elétrico (revisitado)

volumétrica
densidade volumétrica
equagao 135
densidade volumétrica

superficial
densidade superficial
equagao 136
densidade superficial

linear

densidade linear
equagao 137
densidade linear

equagao 138
exemplo de aplicagao

lei de Gauss

equagao 139
condigoes para lei de Gauss

equacao 140
lei de Gauss
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Energia potencial elétrica e potencial elétrico

Como ja verificimos anteriormente, a forga elétrica é uma forga conservativa,
pelo que conjugando os nossos conhecimentos de termos energéticos podemos dizer que
tem uma energia potencial a si relacionada, & qual damos o nome de energia potencial
elétrica. Para calcular a forma desta energia potencial em particular usamos o
resultado obtido atrds, no qual a variagao da energia potencial elétrica é igual ao
simétrico do trabalho realizado por uma forca elétrica externa - devido a outro
conjunto de cargas -, para deslocar uma carga g ao longo de um percurso de r; até ry,
sem variacao de energia cinética, como podemos verificar na Equagao 141.

N

AEP :Ep(Ff)_Ep( ):_W(F;):_J‘Ffﬁe(?)'d?

i

Usando a defini¢do de campo elétrico temos a Equagao 142.
T g
AE, = _%J; E(F)-dr

Pegando na Equagdo 142 e convencionando que a energia potencial é igual a
zero no infinito, temos a Equac@o 143, isto é, onde r; = oo e rp = r e onde se muda a
varidvel de integragao de r para r’.

E,(7)=-q,] E(F)-aF"

Sendo assim, podemos agora definir um novo conceito - o de diferenca de

2

potencial elétrico. A diferenca de potencial elétrico é o simétrico do trabalho por
unidade de carga utilizada por uma forga elétrica externa, de forma a deslocar a carga
go ao longo de um percurso de 7; até ry, sem variacao de energia cinética. A unidade de
SI do potencial elétrico ¢ o Volt (V) que é equivalente ao Joule/Coulomb. Dado isto, a

diferenca de potencial entre dois pontos é exprimida pela Equagao 144.

- - Ty =

AV = V(rf)—V(ri)z —L E(F)-dr

Mais uma vez, pegando na Equagao 144 e convencionando que a energia

potencial é igual a zero no infinito, temos a Equagao 145, isto é, onde s, = o0 e 1y =7
e onde se muda a varidvel de integracao de r para r’.

v(F)=—[ E(F)-ar'

oo

Usando o operador gradiente, dado o desenvolvimento por derivadas parciais
da Equagao 145, temos a Equacao 146.

E=-VV

A relagdo em Equagao 146 é de extrema importancia, pelo que mostra como o
campo elétrico se encontra totalmente mapeado numa grandeza escalar, esta,

forga conservativa

energia potencial elétrica

equagao 141
energia potencial elétrica

equagao 142
energia potencial elétrica

equagao 143
energia potencial elétrica

diferenga de potencial
elétrico

potencial elétrico
® Alessandro Volta

equagao 144
diferenga de potencial

equacao 145
diferenca de potencial

gradiente

equagao 146
relagao energia-diferenca de
potencial
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denominada de potencial elétrico. Dado que se torna mais simples compreender um
campo escalar a um campo vetorial, esta relacao torna-se vital para o desenvolvimento
energético e interpretagao desta génese de problemas.

Condutores

O que é um material condutor? A palavra ‘condugao’ induz, logo de imediato,
movimento. Deste modo, um material condutor é qualquer material que se caraterize
com conter cargas que se movem livremente.

Partindo de condutores carregados, em equilibrio eletrostdatico, estes tém
algumas propriedades, entre as quais as cargas distribuirem-se na superficie exterior do
condutor, o campo elétrico & superficie, por sua vez, ser perpendicular & mesma,
traduzindo-se numa superficie equipotencial ou o facto do campo elétrico ser nulo no
seu interior, o que, por conseguinte, provoca que o potencial elétrico seja constante no
mesmo meio e com o mesmo valor que tem a superficie.

Uma simples aplicagdo da lei de Gauss é capaz de demonstrar que o campo
elétrico de uma esfera condutora, com raio a e carga @ é igual a Equacao 147.

1 0 "

u, ser>a, E=0,
4me, r

E= ~ U, , se r<a

Aplicando a Equacao 145 na Equacao 147 temos a Equacao 148.

1 1
V= g, se r=2a, V= g, se r<a
4dme, r 4me, a

Pela Equagao 148 podemos verificar que a razao entre a carga e o potencial
elétrico na superficie do condutor é uma constante independente da carga, pelo que é
visivel na Equagao 149.

(2) =4rnea
V esfera condutora

A independéncia da carga resulta do facto do potencial ser proporcional a
carga, pelo que isto é um facto em comum com todos os condutores carregados,
qualquer que seja a sua forma geométrica. Sendo assim esta razao é definida como
sendo a capacidade elétrica de um condutor isolado, denotada por C (Equagao 150).

c==
%

A capacidade elétrica, como definida pela Equacao 150, é sempre positiva, com
unidade SI abreviada de F, de nome Farad. Um Farad é a capacidade de um condutor
isolado, cujo potencial elétrico, depois de receber a carga de um Coulomb, é um Volt.

Se extendermos este conceito para um sistema de dois condutores isolados -
sistema vulgarmente conhecido por condensador -, e se estes tiverem, respetivamente,
cargas ) e -@), com potenciais superficiais de Vi e Vs, a capacidade do condensador é
definida como a razao entre () e a diferenca de potencial, de modo a que C seja
positiva, como podemos ver na Equagao 151.

condutor

superficie equipotencial

equagao 147
exemplo de aplicagao

equagao 148
exemplo de aplicagao

equagao 149
exemplo de aplicagao

capacidade elétrica

equacao 150
capacidade elétrica

Farad
® Michael Faraday

condensador
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0 equagao 151

€= V.-V, capacidade (revisitada)

A capacidade de um condensador depende apenas da forma dos seus
condutores, tal como da sua posigao relativa e do meio material presente entre eles.

Associacao de condensadores

Os condensadores, como constituintes elétricos, podem ser associados em série série
ou em paralelo. Se ligarmos dois condensadores em série, como na Figura 29, cada um paralelo
com capacidade Cie Ch.

. R figura 29
< “ I|—< condensadores ligados em
” I série
Ci

C

Nesta associagao, a placa positiva do condensador 1 estd ligada ao fio de entrada do

circuito, a placa negativa do condensador 1 estd ligada a placa positiva do condensador

2 e a placa negativa do condensador 2 estd ligada ao fio de saida do circuito elétrico.
Na Figura 30 esté representado dois condensadores associados em paralelo.

ol ¥ figura 30
condensadores ligados em

paralelo

Ci

-1t

C

Mas afinal qual é a capacidade equivalente entre o fio de saida e entrada, se
houvesse apenas um condensador entre eles? Foquemos a nossa atencgao nas placas
mais internas dos condensadores da Figura 29, isto é, da placa positiva do condensador
2 e da placa negativa do condensador 1. Estas placas estdo fisicamente desconexas do
resto do circuito, pelo que a carga total que nelas existe deve manter-se constante e
independente da diferenca de potencial elétrico aplicada em cada um deles. E razodvel
admitir que estes pratos tém carga nula quando a diferenga de potencial elétrico
aplicada em cada um deles é nula. Logo, quando uma diferenca de potencial é aplicada
em cada um deles, a carga de um deve ser oposta a carga do outro, dado que a placa
negativa do condensador 1 adquire carga -@ e a placa positiva do condensador 2
adquire carga + . Por conseguinte, a placa positiva do condensador 1 tem carga +@ e
a placa negativa do condensador 2 tem carga -Q. As diferencas de potencial que
ocorrem em cada um dos condensadores serao genericamente diferentes, sendo elas,
respetivamente, Vi e Vo, A diferenga entre os fio de entrada e de saida serd entdao V =
= Vi + Vo, pelo que a capacidade equivalente serd a refletida na Equagao 152.

+£ — L+L equagao 152
0o C

C, capacidade equivalente

—_
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De forma genérica, para um sistema de n condensadores ligados em série, com
capacidades Cj, a capacidade equivalente serd a exprimida na Equagao 153.

1 &1
cTXe

eq i

Considerando a associagdo da Figura 30, temos uma situagdo em que as placas
positivas de todos os componentes sao ligadas a um ponto comum, tal como as
negativas, pelo que a diferenca de potencial serd a mesma para todos os
condensadores. Se o condensador i acumula carga 4+ (); nas placas positiva e negativa e
tem capacidade Cj, como na Equacao 154.

0,=CV, 0,=CV

Dada a Equacao 154, a carga total das cargas positivas e negativas, que liga o
fio de entrada e saida é dada pela Equagao 155.

Q:Q1+Q2:(C1+C2)V

O condensador equivalente que acumula carga () mediante a diferenca de
potencial elétrico de V tem capacidade exprimida na Equagao 156.

C=C, +C,

Mais uma vez, de forma genérica, para um sistema de n condensadores ligados
entre si de forma paralela, com capacidades C;, a capacidade equivalente serd dada
pela Equagao 157.

C,= Z;C"

Para carregar um condutor temos de despender energia, pelo que ao trazer
novas cargas para o condutor vai ser necessdrio fazer um trabalho para superar a
repulsao do excesso de carga que ji 14 estd presente. Esse trabalho aumenta a energia
potencial elétrica do condutor. Se considerarmos um condutor com carga genérica ¢ e
capacidade C, este tem potencial elétrico de V = ¢/C, embora se adicionarmos um
elemento de carga dq desde o infinito, o trabalho a realizar j4 serd igual & variacdo da
energia potencial elétrica devida as cargas que ji estavam no condutor, pelo que se
valida a Equacao 158.

_ _ _ 49
dE,=dW —qu—Edq

De forma a obter a energia potencial elétrica armazenada no condutor
considerado de capacidade C podemos integrar a variagao de carga desde zero até a
carga final do condutor @ (Equagao 159).

equagao 153
capacidade equivalente
(geral)

equacao 154
exemplo de aplicagao

equagao 155
exemplo de aplicagao

equagao 156
exemplo de aplicagao

equagao 157
capacidade equivalente

equacao 158

relagao entre variagao de
energia potencial, carga,
trabalho e capacidade



MECANICA E CAMPO ELETROMAGNETICO 5 O

2
E,=["Lag=2
oC 2C
Uma outra forma também vélida é substituindo a carga total no condensador pela
diferenca de potencial elétrico aplicada, de forma a obter uma férmula para a energia
potencial armazenada num condutor com capacidade C e submetido a uma diferenca
de potencial V (Equacao 160).

Ep=%CV2

De forma a obter a Equacao 159 e a Equagao 160 apenas foi necessério invocar
a capacidade do condutor (ou o seu potencial) e a carga transportada. Sendo assim,
estas férmulas aplicam-se também a um condensador, dado que para o formar é
necessdrio transportar uma carga ) da placa negativa para a positiva e reinterpretar o
potencial V do condutor como a diferenga de potencial entre as placas do condensador,
que é exatamente o que entra na capacidade do condensador. Existe assim uma relagao
importante entre esta energia potencial elétrica de um condutor carregado e o campo
elétrico produzido em todo o espago por esse condutor. De forma a podermos
compreender vejamos um caso especifico, de uma esfera condutora com raio a, pelo
que a sua capacidade serd C = 4mwepa. Logo, a sua energia potencial é definida pela
Equacao 161.

1 @

2\ 4nea

p

Dada a Equacao 161 e através de uma interpretacao com coordenadas esféricas
podemos obter uma comparagao na qual, embora derivada de um caso em particular
tem uma validade bem mais geral. Sendo assim, a energia potencial elétrica
armazenada num sistema de cargas relaciona-se com o integral sobre todo o espago do
quadrado do campo elétrico desta forma, pelo que podemos afirmar que a densidade
de energia potencial elétrica no campo ¢é igual & Equagao 162.

- =

1
pE :EgoE-E

p

Corrente elétrica e resisténcia

Dado o nosso conhecimento esta é uma boa oportunidade de introduzir um
novo conceito - o de corrente elétrica. A corrente elétrica consiste num fluxo de
particulas carregadas (eletrées ou ies). Uma corrente é produzida, por exemplo,
quando se aplica um campo elétrico num metal, em que particulas carregadas se
podem mover, fornecendo ao campo externo uma direcdo muito bem definida a este
movimento.

Uma grandeza passivel de ser calculada é a intensidade de corrente elétrica,
denotada por I, sendo esta definida como a carga elétrica A @ que passa num intervalo
de tempo At através de uma seccdo de drea perpendicular ao fluxo da carga. Uma

equagao 159
energia potencial

equacao 162
intensidade média

equacao 160
energia potencial (revisitada)

densidade de energia
potencial

equagao 161
energia potencial (revisitada)

corrente elétrica

intensidade de corrente

elétrica
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forma de calcular é através da sua média - como é possivel verificar na Equacao 163 -
ou através da sua forma instantdnea - como na Equagao 164.

AQ

média = A—t
Y
dt

A intensidade de corrente elétrica tem como unidade SI o Ampere, dentada de
A, unidade que equivale ao Coulomb por segundo, C/s. Por convengdo a corrente
elétrica tem o sentido do movimento das cargas positivas, pelo que o sentido real da
corrente é oposto ao sentido convencional.

Acelerando um conjunto de cargas para originar uma corrente elétrica requer,
claramente, energia. Mas qual serd a energia necessdria para manter uma corrente
elétrica com intensidade I?7 Se considerarmos que um intervalo de tempo At, n
particulas carregadas com carga ¢ sao aceleradas por uma diferenga de potencial V,
temos que a energia transmitida a cada carga é de ¢V, pelo que a poténcia transmitida
as cargas é representada pela Equacao 165.

Em suma, a poténcia necessdria para manter uma corrente de intensidade [
através de uma diferenca de potencial V é o produto da diferenga de potencial pela
intensidade de corrente elétrica.

Quando um campo elétrico externo é aplicado a um material dielétrico, este
material fica polarizado. Mas quando o campo externo é aplicado a uma regido onde
existem cargas livres, como num condutor, estas cargas serao postas em movimento e
produzirao uma corrente elétrica, ao invés de polarizar o meio. Sendo assim, existe
aqui um importante facto experimental, ao qual fundamentamos como a lei de Ohm.
Esta lei enuncia-se da seguinte forma: para um condutor metédlico, & temperatura
ambiente, a razao entre a diferenca de potencial V entre dois pontos e a intensidade de
corrente [ é uma constante. A lei de Ohm pode ser verificada na Equagao 166 e trata
de uma constante denominada de resisténcia elétrica, representada pela letra R.

Rzz.'.VzRI
1

A unidade do Sistema Internacional de Medidas para a resisténcia elétrica é o
Ohm, que equivale ao volt por ampere, abreviado pela letra maiiscula grega omega: €.

Condutividade e resistividade

A lei de Ohm pode ser reescrita de vdrias formas para um material em
concreto. Consideremos assim um condutor cilindrico de comprimento [ e uma secgao
sua reta A. Podemos definir a densidade de corrente como sendo a intensidade de
corrente por unidade de drea, denotada pela letra j, cujas unidades sao o ampere por
metro quadrado. Por outro lado, admitindo que o campo elétrico ao longo do condutor

equacao 163
intensidade média

equacao 164

intensidade instantinea

Ampere
® André-Marie Ampére

equagao 165
poténcia transmitida

polarizado

lei de Ohm
® Georg Simon Ohm

resisténcia elétrica

equacao 166
lei de Ohm

Ohm

densidade de corrente



é uniforme, com magnitude FE, podemos escrever que a diferenga de potencial entre
dois pontos ¢ V = [F, pelo que a lei de Ohm pode ser escrita como na Equacao 167,
onde definimos a quantidade representada pela primeira letra miniscula grega sigma,
0, a qual é igual a ¢ = [ / RA, denominada de condutividade elétrica do material,
cujas unidade ¢ o Q'.m™'. Numa equagao vetorial é possivel apresentar a Equacao 167,
onde o vetor densidade de corrente é definido como tendo a direcao da corrente
elétrica.

j=OE

A Equagao 168 deve ser vista como uma forma alternativa da lei de Ohm, pelo
que a corrente elétrica tem direcao e sentido do campo elétrico e proporcional ao
campo e a condutividade do material. Por conseguinte, a lei de Ohm pode ser reescrita
da forma em Equagdo 168, onde p = 1/0 é denominada de resistividade elétrica do
material, cuja unidade SI é o Q2.m.

- 1=
j=—E

p

Da definicao de condutividade e de resistividade podemos concluir a Equagcao
170.

[
R=p—
P A

Existe uma conclusdo interessante que pode ser retirada da lei de Ohm,
escrevendo o vetor densidade de corrente para uma corrente de eletroes (carga g = -e)
com velocidade v como j = -env, onde n é o nimero de eletrées (condutores) por
unidade de volume, obtemos a Equacao 170.

Os eletroes de conducdo no metal atingem uma velocidade constante.
Contudo, poderiamos esperar que, dado estarem num campo elétrico uniforme,
tivessem uma aceleragao - e nao velocidade - constante. Esta situagao tem alguma
analogia com a queda de um corpo na Terra. Sem atrito viscoso - de um fluido - o
corpo tem uma aceleracao constante, embora na presenca de atrito viscoso o corpo
atinge uma velocidade limite. Por analogia podemos pensar que a interagao dos
eletroes condutores com a rede cristalina origina a forga de atrito viscoso que leva a
um regime de velocidade limite ser atingido. A consequente dissipagao de energia -
transferéncia de energia dos eletroes condutores para a rede cristalina - leva a um
aumento de temperatura do material. A isto denominamos de efeito de Joule. Esta ¢ a
razao pela qual é necessdrio transmitir uma poténcia para manter uma corrente num
condutor com uma certa diferenga de potencial aplicada. Se o condutor é um material
Ohmico, entao essa poténcia pode ser reescrita como na Equagao 171.

2
p=rrr=Y_
R

OMAGNETICO 5 2

MECANICA E CAMPO ELETRC

condutividade elétrica do
material
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equagao 169
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Associacao de resisténcias

Da mesma forma que vimos para o caso da associagao de condensadores,
também as resisténcias podem ser associadas em série ou em paralelo, colocando-se a
questao de qual a resisténcia equivalente, isto é, a resisténcia que, substituindo a
associagdo, origina a mesma intensidade de corrente para a mesma diferenga de
potencial aplicada.

Consideremos uma associagao em série de duas resisténcias, como podemos ver
na Figura 31.

Ri, Vi
AN

AN
Ro, V>

A corrente no circuito é I e a diferenca de potencial real nos terminais da
bateria é V. Sejam Vi e Vs as diferengas de potencial nos terminais das resisténcias Ri
e R, respetivamente, obtendo a Equagao 172.

V=V,+V,=RI+RI=(R+R,)[=R,]I
Logo, a resisténcia equivalente ¢ simplesmente a soma das resisténcias (Equagao 173).
R, o R +R,

De forma mais geral, na associacao de n resisténcias R; em série temos que a
resisténcia equivalente ¢é calculada através de Equagao 174.

R, = 21 R

Consideremos agora uma associagdo de resisténcias em paralelo como na
Figura 32

vV — Ri, Vi R, Vo

Neste caso a intensidade de corrente divide-se pelas duas resisténcias. Seja 11 e
I a intensidade de corrente que percorre a resisténcia Ri e Ro, respetivamente. Logo, a
intensidade de corrente total antes da divisdo é I = I} + L. Por outro lado, a diferenca
de potencial serd a mesma nos terminais de ambas as resisténcias, que denotamos por
V. Assim, pela lei de Ohm, temos a Equacdo 175.

figura 31
resisténcias ligadas em

série

equagao 172
exemplo de aplicagao

equagao 173
exemplo de aplicagao

equagao 174
resisténcia equivalente

figura 32
resisténcias ligadas em
paralelo
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V=R]I, V=RI, equagao 175
exemplo de aplicagao

Logo, para a resisténcia equivalente teremos a Equagao 176.

v vV Vv equagao 176 )
—=I=1+1,=—+ R_ exemplo de aplicagao

Pela Equacao 176 temos que o inverso da resisténcia equivalente é a soma dos
inversos das resisténcias individuais. Assim, de forma geral, num associacao de n
resisténcias em paralelo, a resisténcia equivalente é representada pela Equacao 177.

resisténcia equivalente

R

eq

1 _ 1 equagao 177
= 2 =
i=1 i

Forca eletromotriz

Considerando um circuito elétrico com uma bateria e uma resisténcia, como
representado na Figura 33, designamos por forga eletromotriz, abreviada pela letra forga eletromotriz
grega minuscula epsilon €, a diferenca de potencial tedrica entre os extremos da bateria
(ou seja, entre os pontos A e B da Figura 33): ¢ = Vp- Va.

A / C figura 32

i circuito com resisténcias
er _— R

B D

nota!! a forca eletromotriz ndao tem unidades de forca, dado que é uma diferenca de nota
potencial.

Usando a lei de Ohm, a intensidade de corrente no circuito deve ser proporcional a €,
sendo a constante de proporcionalidade o inverso da resisténcia total. Contudo, a
bateria também tem uma resisténcia interna, que denotamos por 7. Portanto, pela
secgao anterior, a resisténcia equivalente do circuito é r + R, pelo que, aplicando a lei
de Ohm, a intensidade da corrente serd a Equacao 178.

E equagao 178
1= . .
r+R intensidade

A Equagao 178 faz com que a diferenca de potencial real medida nos terminais
da resisténcia R (entre os pontos Ce D da Figura 33), que é V = RI, serd, em termos
da forga eletromotriz, a Equagao 179.
equagao 179
V=geg—-rl

diferenga de potencial
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A Equacgao 179 transmite também a diferenca de potencial medida nos
terminais da bateria (entre os pontos A e B) e serd sempre menor que a forga
eletromotriz.

Leis de Kirchhoff

Sem saber, em consideracoes ji feitas anteriormente usdmos as leis de
Kirchhoff, pelo que estas leis expressam a conservagao da carga elétrica e da energia
num circuito elétrico. Enunciando, num circuito elétrico a soma das correntes que
entram numa juncgao é igual & soma das correntes que saem da junc¢ao (Equagdo 180) -
conservagao da carga elétrica -, e a soma das diferencas de potencial através de todos
os elementos num circuito fechado é zero (Equagao 181).

2 I entrada = Z I saida
2 circuito A V = 0

Campo magnético

Até ao momento temos vindo a discutir cargas ou mesmo objetos neutros com
dipolo elétrico, que geram campo elétrico. Mas existe outro tipo de interacoes a
distancia, intimamente relacionada com a interagao elétrica, mas com propriedades
bastantes distintas, denominada de interagao magnética. O exemplo mais familiar da
interagao magnética é um fman. Um iman atrai pequenos objetos metdlicos, como por
exemplo pedago de limalha de ferro. Neste caso a interacdo magnética resulta por o
iman ser um dipolo magnético permanente e macroscépico. A origem deste dipolo
magnético permanente, tal como no caso do dipolo elétrico, estd na sua estrutura
microscopica, mas essa discussao esta fora da drea desta disciplina.

Lei de Biot-Savart e forca de Lorentz

Uma carga elétrica gera um campo elétrico. Em rigor, esta lei apenas é
verdade no dmbito da eletrostdtica, isto é, quando todas as cargas estao em repouso
relativamente a um referencial inercial, sendo uma boa aproximagao quando todas as
velocidades sao muito pequenas comparadas com a velocidade da luz.

No caso da interagdo magnética verifica-se experimentalmente o seguinte facto:
uma carga elétrica ), em movimento com velocidade v, produz um campo magnético
que ¢é dado pela lei de Biot-Savart. Assumindo que a carga estd na origem (num dado
instante de tempo), o campo magnético produzido no ponto com vector posigdo r =
= ru, € dado pela Equacao 182.

= . Mg VXU,
B(r)=—"—=—+
") Ar r?

Na Equagao 183 introduz-se entao uma nova constante, denominada de
permeabilidade magnética do vazio, cujo valor é dado pela Equacao 183, onde T
abrevia a unidade SI do campo magnético - o Tesla.

o =47x107 T.m.A™

leis de Kirchhoff
® Gustav Kirchhoff

equacao 180
lei de Kirchholff (1 de 2)

equagao 181
lei de Kirchholff (2 de 2)

interagao magnética

iman

dipolo magnético

lei de Biot-Savart
® Jean-Baptiste Biot
® Félix Savart

equagao 182
campo magnético

permeabilidade magnética
do vazio, Tesla

® Nikola Tesla

equacao 183

perm. magnética do vazio
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A férmula em Equacdo 182 deve ser usada com algum cuidado, dado que em
rigor, esta serd apenas verdadeira na magnetostdtica, isto é, em situacoes onde as
correntes de carga sejam estaciondrias. Ou seja, ao escrevermos tal férmula estamos a
assumir que em todos os instantes existe uma carga na origem com velocidade v. Por
esta razao a lei de Biot-Savart é geralmente escrita em termos da intensidade de
corrente I, associada a uma corrente de cargas e nao & velocidade v de uma inica
carga. Para sermos concretos, consideremos uma carga de corrente I na direcao do
versor dS. O campo magnético total no ponto com vetor posicao r é obtido somando a
contribuicao de cada elemento de corrente, cujo vetor posicao é r’, como é visivel na
Equagao 183, onde o integral é sobre toda a corrente, notando-se que f|dS| é o

comprimento do fio (Equagao 184).

- I dSx (7 =7
p=Ho j ‘4(413 )
corrente

Uma diferenga fundamental entre o campo elétrico gerado por cargas e o
campo magnético gerado por correntes estd na direcao. O campo elétrico diverge das
cargas positivas e converge para as cargas negativas. Por outro lado, o campo
magnético circula em torno das correntes, o que matematicamente estd codificado no
produto vetorial.

Também, tal como para o campo elétrico, o campo magnético cai com o
inverso do quadrado da distdncia ao elemento de corrente e é proporcional ao elemento
de corrente, sendo agora a constante de proporcionalidade igual a po/4m, por contraste
a 1/4mep no caso do campo elétrico.

Tal como uma carga elétrica na presenga de um campo elétrico sente uma
forga elétrica, dada pela lei de Coulomb, uma carga em movimento ou uma corrente
elétrica na presenga de um campo magnético também sente uma forga. Esta forca é a
forca de Lorentz. Para o caso de uma carga ¢ que se movimenta com uma velocidade v
na presenca de um campo magnético B, esta forga é dada pela Equagao 185.

F=gVxB
Inducdo eletromagnética

Até agora vimos que as cargas geram divergéncia ou convergéncia do campo
elétrico e que as correntes geram circulagao do campo magnético. Sendo assim,
podemos perguntar se existe alguma forma de gerar divergéncia ou convergéncia para o

campo magnético e gerar circulagdo para o campo elétrico. Relativamente a primeira
parte da questao, as leis do eletromagnetismo estabelecem que é impossivel gerar
convergéncia ou divergéncia para o campo magnético, pois para tal seria necessdria a
existéncia de cargas - por outras palavras monopolos magnéticos. Mas nao existe
qualquer evidéncia que tais monopolos magnéticos existam na Natureza.

Em relacao a segunda parte da questao, as leis do eletromagnetismo de facto
estabelecem que é possivel gerar circulacao do campo elétrico na presenca de campos
magnéticos varidveis no tempo. Este ¢ um exemplo de um fenémeno de indugao
eletromagnética, isto é, em que um campo magnético, com certas propriedades, pode

induzir um campo elétrico, ou vice-versa. A existéncia destes fenémenos de indugao é

equacao 184
campo magnético
(revisitado)

forca de Lorentz
® Hendrik Lorentz

equagao 185
forca de Lorentz

indugao eletromagnética
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uma manifestacao clara que campos elétricos e magnéticos sao duas formas de uma
dnica entidade: o campo eletromagnético.

Lei de Faraday

O fenémeno de indugdo da circulagio do campo elétrico por um campo
magnético varidvel é descrito pela lei de Faraday. Consideremos um circuito elétrico.
Para existir corrente elétrica tem de existir primeiro forga eletromotriz, ou seja, uma
diferenca de potencial entre partes do circuito. Como o campo elétrico é o gradiente do
potencial elétrico, isto significa que tem de existir um campo tangente ao circuito, ou
seja, tem de existir circulagdo do campo elétrico. Se um circuito elétrico for colocado
na presenga de um campo magnético estdtico, por exemplo um iman em repouso,
nenhuma corrente elétrica é gerada no circuito. Mas se a posigao do iman for variada
relativamente ao circuito, verifica-se experimentalmente que é gerada uma corrente no
circuito. Quantitativamente esta inducao é descrita pelo enunciado de que a forga
eletromotriz € induzida circuito é proporcional & taxa de variacao temporal do fluxo
magnético através do circuito ®s(B) (Equagao 186), onde S é a superficie delimitada
pelo circuito.

E=———"+2, onde CDS(E):J‘E-ﬁdA
N

nota!! o fluxo magnético tem unidades SI de Weber, abreviado de Wb, sendo este
equivalente a T.m?.

Na Equagao 186, o sinal negativo da lei de Faraday expressa a lei de Lenz, a
qual enuncia que a polaridade da forca eletromotriz é tal que a corrente elétrica
induzida cria, por sua vez, um fluxo de campo eletromagnético que se opde a variagao
original do fluxo do campo magnético indutor.

E assim terminam os apontamentos da disciplina de Mecinica e Campo
Eletromagnético (a2sl).

campo eletromagnético

lei de Faraday

equacao 186
lei de Faraday

nota, Weber
® Wilhellm Weber
lei de Lenz

® Heinrich Lenz
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