Teste de Matematica A

2022 / 2023
Teste N.° 2
Matematica A
12.° Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.°: Turma:

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de calculadora.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagdes dos itens encontram-se no final do enunciado.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opg¢ao correta. Escreva na folha de
respostas o numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificagbes necessarias. Quando para um resultado ndo € pedida a aproximagao,

apresente sempre o valor exato.
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ASL\ Teste N.° 2 de Matematica A_12.° Ano

Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (o — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um setor circular:

QTZ

- (a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area lateral de um cone: 1 g (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4 mr? (r — raio)

Volume de uma piramide: % x Area da base x Altura
Volume de um cone: § x Area da base x Altura

4 .
Volume de uma esfera: - n r3 (r —raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progresséao (u,):

uitun

Progressao aritmética: — o Xn

—n

Progressao geométrica: u; x 11 —
Trigonometria

sen(a + b) = sena cosb +senb cosa

cos(a+ b) =cosa cosbh —sena senb

Complexos

(peie)n — pn eine

O+2kT

Vpe® =3i/pe n (k € {0,..,n—1}en €N)

Regras de derivagao

wu+v)y =u+ 7

wv) =uvv+uv

(u)’ uv—uv
v v2
W' = nu*tu'(n € R)

(senu)' = u'cosu

(cosu) = —u'senu

!

tgu)’ =
(tgw) cos?u

e™)' =u'e*
(a¥)' = u' a*Ina (a€ R* \{1})

!

(Inw)’ = —
nu —u

(logaw)' = (ae R \{1})

ulna

Limites notaveis

lim(l +%)n =e (nEN)

. senx
lim =1
x—0 X

ef-1
lim

x—0 X

=1

~ Inx
lim —=0
x—-+oo X

lim — =+ (p € R)

x—+00 xP
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1. Um hotel do centro da cidade do Porto, que promove atividades turisticas, € procurado por
turistas de varias nacionalidades.
Num certo dia, o hotel organizou uma visita ao Palacio da Bolsa e uma viagem de barco rabelo
no rio Douro. Sabe-se que:
e 50% dos hospedes participaram na viagem de barco rabelo no rio Douro;
e 10% dos héspedes que participaram na viagem de barco rabelo no rio Douro ndo
participaram na visita ao Palacio da Bolsa;
e 20% dos hospedes ndo participaram na visita ao Palacio da Bolsa nem participaram na
viagem de barco rabelo no rio Douro.
1.1. Nesse dia, escolheu-se, ao acaso, um dos héspedes do hotel e verificou-se que tinha
participado na visita ao Palacio da Bolsa.
Qual é a probabilidade de o héspede escolhido nao ter participado na viagem de barco

rabelo no rio Douro? Apresente o resultado sob a forma de percentagem.

1.2. Nesse dia, escolheu-se, ao acaso, uma comissao constituida por dois hdspedes desse

hotel. Sabe-se que a probabilidade de a comissdo escolhida ser constituida por héspedes
que nao participaram em nenhuma das duas atividades ¢é igual a %

Seja n o numero total de hdspedes desse hotel.

Determine o valor de n.

Para resolver este problema, percorra as seguintes etapas:

e equacione o problema;

¢ resolva a equacao, sem utilizar a calculadora, a ndo ser para efetuar eventuais calculos

numéricos.

2. Seja S, conjunto finito, o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatéria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A c Se B c S).
Sabe-se que:

e P(B)#0

« P(A|B) =2

e P(AUB)=3P(ANB)
Qual é o valor de P(A N B)?
(A) 0,05

(B) 0,1

(C) 0,25

(D) 0,6
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3. Num encontro de antigos elementos de uma determinada universidade participaram 55 pessoas:
40 antigos alunos, 10 antigos professores e 5 antigos funcionarios.
3.1. Para organizar o préximo encontro, foram sorteados os nomes de seis destes participantes
aleatoriamente.
Qual é a probabilidade de terem sido selecionados pelo menos dois antigos professores?

Apresente o resultado na forma de percentagem, arredondado as unidades.

3.2. Para tirar uma fotografia de grupo, todos os participantes se distribuiram por quatro filas e
colocaram-se lado a lado. De quantas maneiras se podem colocar todos os participantes de
modo que nas duas filas de tras fiquem apenas antigos alunos (20 em cada fila), na fila
seguinte fiquem todos os professores e na primeira fila fiquem os antigos funcionarios?

(A) *°4,, x 10! x 5!

(B) (2012 x 10! x 5!

(C) 2x20!'x10!x5!

(D) *°C,, x (201)% x 10! x 5!

3.3. Considere a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, cinco desses
cinquenta e cinco participantes.
Sejam A e B os acontecimentos:
A: “Exatamente trés dos participantes escolhidos sdo antigos professores.”
B: “Pelo menos um dos participantes escolhido € antigo aluno.”
Determine, sem usar a formula da probabilidade condicionada, o valor de P(4| B).
Numa pequena composigao, justifique a sua resposta.
Na sua resposta, deve:
e explicar o significado de P(A|B) no contexto do problema;
o fazer referéncia a regra de Laplace;
e explicar o numero de casos possiveis;
e explicar o numero de casos favoraveis;

e apresentar o valor de P(A4|B) na forma de fragao irredutivel.

4. Uma certa linha do tridngulo de Pascal tem 2024 elementos.
Escolhendo, ao acaso, dois elementos desta linha, qual é a probabilidade de o seu produto ser

20237

4 8 1 2
( ) 2045253 ( )2045 253 (C) 511819 (D) 511819
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5. O Pedro tem na mochila cromos da colegao oficial do campeonato do mundo de futebol Qatar
2022.
Os cromos séao todos indistinguiveis ao tato e o Pedro s6 tem na mochila cromos de dois tipos:
x cromos da selecao de futebol de Portugal e y cromos da selegao de futebol do Brasil.
Retiraram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposigao, dois cromos da mochila.
Sejam A e B os acontecimentos:
A: “O primeiro cromo retirado é da selec¢ao portuguesa.”
B: “O segundo cromo retirado é da selegao brasileira.”
Sabe-se que 5P(A N B) = P(4).
Justifique que, inicialmente, existia um numero impar de cromos da selegdo portuguesa na

mochila do Pedro.

6. Considere um determinado numero real a e a fungéo f, de dominio R, da qual se sabe que:
e f é continua;
o f(a)>a+2
o fla+1)<a+3.
Mostre que o grafico da fungao f e a reta definida por y = x + 2 se intersetam em pelo menos um

ponto cuja abcissa pertence ao intervalo |a,a + 1].

7. Seja h a fungao, de dominio R, definida por:

V4x%2 +x +4 —3x
se x<1
x—1
_ 3
h(x) = —-= se x=1
2
X2 4+x—-2
— se x>1
\ X —X

Resolva os itens seguintes sem recorrer a calculadora.

7.1. Averigue se a funcao h é continuaem x = 1.

7.2. Estude a fungédo h quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico paralelas aos eixos

coordenados e, caso existam, escreva as suas equagoes.
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8. Considere duas fungdes f e g, de dominio R*. Sabe-se que:

e aretade equacdo y = —2x + 1 é assintota ao gréfico da fungéo f;

F@)+2x) x?
(F(x)?

Mostre que o grafico da fungdo g tem uma assintota horizontal

e afuncéo g é definida por g(x) =

9. Seja k um numero real.
2
Considere a fungao polinomial f definida, em R, por f(x) = 1—12x4 + §x3 + k?xz + 5x + 9.

9.1. Considere k = 1.
Qual é a equacgao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0?
(A) y=-5x+9

(B) y=5x+9
(C) y=x+5
(D) y=—x+5

9.2. Mostre que, para qualquer valor de k, o grafico de f ndo admite pontos de inflexao.

10. Considere a sucessao (u,) de termo geral u,, = —ﬁ .
Seja f a fungado, de dominio R, definida por:
sen x

f)=1 x

cosx—1 se x<0

se x>0

O lim f(u,) é igual a:
(A) —o0 (B)O (C)1 (D) +o0

FIM

COTAGOES

Item

Cotacao (em pontos)
11.11.2.| 2. |31.(3.2.{33. (4. |5 |6.71.|7.2.|8.[9.1.|9.2. | 10. | TOTAL
15 (15 |10 15 | 10 | 15 |10|15|{15| 15 | 15 |[15| 10 | 15 | 10 200
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TESTE N.° 2 — Proposta de resolugao

1.1. Consideremos os seguintes acontecimentos:
R: “Participar na viagem de barco rabelo no rio Douro.”

B: “Participar na visita ao Palacio da Bolsa.”

Sabe-se que:

e P(R)=0,5

e P(BIR)=0,1

e P(BNR)=0,2

Pretende-se determinar P(R|B), ou seja, %.

_ P(BNR) _ _
P(BIR)=01¢& —o5 -0le P(BNR)=10,1x0,5e P(BNR)=0,05
Organizando os dados numa tabela:

R R Total

B 0,45 0,3 0,75

B 0,05 0,2 0,25
Total 0,5 0,5 1

P(R)=1-05=0,5

P(B) = 0,05+ 0,2 = 0,25
P(B) =1-0,25=0,75
P(RNB)=0,5-02=0,3

P(RNB) _ 03 _ . S
PG) o075 0,4. A probabilidade pedida € igual a 40%.

Deste modo, P(R|B) =

1.2. O numero de héspedes que nao participaram na visita ao Palacio da Bolsa nem participaram
na viagem de barco rabelo no rio Douro é dado por 0,2n. Assim:

0,2nx (0,2n—1
ome. 3 (2 ) 3 02x(02n—-1) 3

nc, 95 nn-1) 95 n—1 95
2

©95x02%x(02n—-1)=3n-3
©19(02n—-1)=3n-3

< 38n—3n=-3+19

< 0,8n =16

o n=20

O numero total de héspedes desse hotel é igual a 20.
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2. Opcao (A)

P(A|B) =E @P(A nB) — E Calculo auxiliar
6 P(B) 6 P(A UB)=3P(AnB) o P(ANE) = 3P(ANB)
& P(ANB) =%P(B) ©1-P(ANB)=3P(ANB)
=l=2pp) ©1=4P(ANB)
M4 6 .
] SPMANB) =1 (1)
& —=P(B)
20
3
Assim:
_ 3 1 12 10 2 1
PANB)=PB)—PANB)=———=——"— — =0,05

10 4 40 40 40 20

3.1. P(“serem escolhidos pelo menos dois antigos professores”) =
=1 — P(“n&o ser escolhido nenhum antigo professor ou ser escolhido apenas um antigo professor”)

10 45 10 45
C, x*c. +1°, x*¢
—1__0 655 L > ~ 0,298
C6

A probabilidade pedida é, aproximadamente, 30%.

3.2. Opcao (D)
e *°C,, & o nimero de maneiras de escolher o conjunto de 20 alunos, entre 40, que se vai
posicionar na 1.2 fila de tras;
e 20! é o numero de maneiras dos 20 alunos de cada conjunto se posicionar nessa fila de tras;
e 20! é o numero de maneiras dos restantes 20 alunos se posicionarem na outra fila de tras;
e 10! é o numero de maneiras dos 10 professores se posicionarem na fila respetiva;

e 5! é o numero de maneiras dos 5 funcionarios se posicionarem na fila respetiva.

3.3. No contexto da situagédo P(A4|B), significa a probabilidade de, ao escolher 5 dos 55 participantes
no encontro, exatamente 3 dos participantes escolhidos serem antigos professores, sabendo
que nenhum dos participantes escolhidos é antigo aluno.

Ora, se nenhum dos participantes escolhidos é um antigo aluno, existem '°C; maneiras de
escolher 5 pessoas de entre os 10 antigos professores e os 5 antigos funcionarios, sendo entao
15¢. o nimero de casos possiveis.

O numero de casos favoraveis corresponde ao numero de maneiras de escolher 3 antigos

professores de entre os 10 existentes e 2 antigos funcionarios de entre os 5 existentes, o que
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pode ser feito de °C; x °C, maneiras diferentes (:°C; é o nimero de formas de escolher 3

antigos professores, e por cada uma destas, existem °C, formas de escolher 2 antigos
funcionarios).
Segundo a regra de Laplace, num espaco amostral finito e onde os acontecimentos
elementares sao equiprovaveis, a probabilidade de um acontecimento é dada pelo quociente
entre o numero de casos favoraveis e 0 numero de casos possiveis, pelo que a probabilidade
pedida é:

C; x °C, 1200 400

15¢, 3003 1001

4. Opcao (C)
Sejan alinha do tridngulo de Pascal com 2024 elementos. Sabe-se que n =2023, portanto o primeiro,
0 segundo, o penultimo e o ultimo elementos desta linha sdo: 1, 2023, 2023 e 1, respetivamente.
Todos os restantes elementos desta linha sdo superiores a 2023.

Assim, escolhendo ao acaso dois elementos desta linha, para que o seu produto seja 2023, apenas

2024C
2

existem 4 casos ( *C; x 2C; ), num total de casos possiveis.

A probabilidade pedida é, entéo, zz— = ———
2

5. 1.° processo de resolucao
sPAnB) =Py o LANB) 1 pgiay =l
=P4) P(4A) 5 | "5

No contexto do problema, P(B|A) representa a probabilidade de o segundo cromo retirado ser da

selecao brasileira, sabendo que o primeiro cromo retirado foi da seleg¢édo portuguesa.
Ora, depois da primeira extragéo ficaram, entao, na mochila x + y — 1 cromos no total, sendo x — 1

cromos da selecéo portuguesa e y cromos da selegéo brasileira.

ComoP(B|A)=§,entéox+§_1=§<=5y=x+y—1@x=4y+1

Sendo y € N e 4y par, entdo 4y + 1 € impar.
Fica entdo provado que inicialmente existia um nimero impar de cromos da sele¢cao portuguesa na

mochila do Pedro.

2.° processo de resolucéao

XXy e P(4) ==

Tem-se que P(ANB) = m Tty
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Assim:
x Xy be y

5P(ANB)=P(A) 5 x = = =
( ) (4) x+y)X(x+y—1) x+y x+y—1

1
5

©5y=x+y-1
eSx=4y+1
Sendo y € N e 4y par, entédo 4y + 1 é impar.
Fica, entdo, provado que inicialmente existia um numero impar de cromos da selec¢ao portuguesa na

mochila do Pedro.

. O gréfico da fungéo f e a reta definida pory = x + 2 intersetam-se em, pelo menos, um ponto cuja
abcissa pertence ao intervalo ]a,a + 1[ se e somente se a condi¢gdo f(x) = x + 2 tem pelo menos
uma solucdo no intervalo la, a + 1] .
Seja g a fung&o, de dominio R, definida por g(x) = f(x) — (x + 2).
1) g é continua em R por se tratar da diferenga de duas fungbes continuas. Em particular, g é

continua em [a, a + 1].
2) gla)=f(a)—(a+2)>0,pois f(a) >a+ 2.

gla+1)=fla+1)—(a+1+2)=f(a+1)—(a+3)<0,pois f(a+1) <a+3.

Logo, gla+1) <0< g(a).
Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy concluimos que:

dc €la,a+1[: g(c) =0
Ou segja:
dc€la,a+1[: f(c)—(c+2)=0
Isto é:
dc€la,a+1[: f(c)=c+2

Assim, o grafico da fungao f e a reta definida por y = x + 2 intersetam-se em, pelo menos, um ponto

de abcissa pertencente ao intervalo Ja, a + 1].

71. hécontinuaemx=1se lirr} h(x) existe, ou seja, lirlq h(x) = hr{l h(x) = h(1).
xX— X— xX—

©)

VAxX2+x+4—3X Calculo auxiliar

o limh(x) = lim ——" 1+ TZ—4x(5)x4
—S5xl+x+4=00x=—=
— lim 4x2+x+4-9x2 . -10
x—-1~ (x—1)(V4xZ+x+4+3x) o x = T1EVIF80
-10
— lim —5x2+x+4 _ 149
x-1- (x—1)(VaxZ+x+4+3%) SxX=T7
ox=1VvVx= —g
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i —5(x—1)(x+§) _
x—l>r1rl (x—1)(V4x2+x+4+3x) -

li —5(x+§)
= lim ——=2—=
x-1- (V4x2+x+4+3x)

= lim ——2X%
x—1" V4x?+x+4+3x

__9_

343
9

6
3

2

)
. . 242 o . o

e lim h(x) = lim X x3 fou) Calculo auxiliar
o ol A 1+ TP —dx () x1
X’+x—-2=0x=
. (x+2)(x-1) _ 2

x—1+ x(1-x)(1+x) _ —1+/148
ex=—

x+2

lm = —1+
x—-1t x(1+4x) S x = Z143

=—; Sx=—-2VvVvx=1

« h(D) =3

Logo, h é continua em x = 1.

7.2. Assintotas horizontais

e X > +00

2 x2(141-2 1412
lim h(x) = lim 22222 = 1im(—"’1‘2)= lim 2 =1 =9
X—>+00 X—>+400 X=X xX—+00 x3(—1+x—2) x—+00 x(—1+x—2) —o0

A reta de equagao y = 0 € assintota horizontal ao grafico de h quando x — +oo.

® X —> —00

1, 4
2 I
_ . VAx?+x+4-3x _ \/x (4+x+x2) 3x
lim hA(x) = lim = lim =
X——00 X——00 x—1 xX——00 x—1
x| [4 4=+ —3x —x [4+1+5-3x
| | 1 4; 1 4-2
= lim =z = lim zx
X——00 x—1 X——00 x-1
x [4+1+2 43x x| [4+2+ 5 +3
= — lim x o = — lim i
X——00 x—1 X—>—00 x(l—l)
X.

= — lim

X—>—00

1 4
JEtxtzts 2+3
— g —=——"=-5
1__
X

1

A reta de equagédo y = —5 é assintota horizontal ao grafico de h quando x —» —oo .
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8. Como Dy = R* e areta de equagdo y = —2x + 1 é assintota ao gréfico da fungéo f, ent&o:
o f0 . _
xl}grnoo = 2 e xl}grnoo[f(x) +2x] =1

Como D, € limitado inferiormente, so faz sentido averiguar se existe alguma assintota horizontal ao

grafico g quando x — +oo:

' L W+ 2x)x? . ’
SIS T e+ 20 (575 ] -
= hm (f(x) + 2x) X hinoo@ _
= 11m (f(x)+2x)xw_
1
T

Logo, areta de equacao y = % é assintota horizontal ao gréfico de g quando x — +oo .

9.1. Opcao (B)
y=mx+b,ondem=f'(0)=0+0+0+5

Calculo auxiliar

I

f'lx) = (—x +1x +1x +5x+9> =

37 2
Como P(0,£(0)) = (0,9) pertence a reta, entdo St 43.2 2 e
12 3 2
y = 5x + 9 é a equagao reduzida da reta pretendida. —13,,2, 15
3

9.2. keR, f(x)—( xt+ X x +& x +5x+9) §x3+kx2+k2x+5
() = Gx3 + kx? + k?x + 5) = x? + 2kx + k?

f'x)=0
x2+2kx+k?’=0(x+k)’=09x+k=0x=—k

X —o0 —k +oo Calculo auxiliar

Sinal de "' + 0 +
+ +
Sentido das concavidades V] f(—k) U

-K

>
»
X

do grafico de f

Conclui-se que o grafico de f apresenta a concavidade voltada para cima em R, nao

apresentando pontos de inflexao.
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10. Opcgao (C)

) 1
)=11m =—=0%
2" —1 +00

. e 1
limu, = llm( T
lim f (uy) = lim, f(x) = lim, =1
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