Teste de Matemaéatica A
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Teste N.°4

Matematica A

Duracéo do Teste: 90 minutos

NAO E PERMITIDO O USO DE CALCULADORA

10.° Ano de Escolaridade

Nome do aluno: N.°: Turma:

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opc¢éo correta. Escreva, na folha

de respostas, o0 numero do item e a letra que identifica a opcéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas
as justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacéo,
apresente sempre o valor exato.
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. No plano munido de um referencial 0.n. xOy, considere a elipse definida por ’26—5 + 31’—6 =1.

Seja F; o foco da elipse de abcissa positiva.

Uma equacao vetorial da reta paralela ao eixo das ordenadas e que contém F; pode ser:
(A) (x,y)=(5,0)+k(0,1),keR

B) (x,y) =@3,00+k(0,1),keR

©) (x,y)=(5,00+k(1,0),keRrR

(D) (x,y)=(@3,0)+k(1,0),k e R

. Considere o polindmio A(x) = —2x3 + 5x2 —x — 2.

Sabendo que o polindmio A(x) é divisivel por x — 1, determine os valores reais de x para 0s

quais —2x3 + 5x2 > x + 2.

. Considere, em R, as condi¢bes a(x):x%°18+1>0 e b(x):x2°7 <0.

Qual das seguintes afirmacdes € verdadeira?

(A) a(x) € uma condicdo possivel ndo universal e b(x) € uma condi¢ao impossivel.

(B) a(x) € uma condicdo universal e b(x) é uma condigdo possivel ndo universal.

(C) a(x) é uma condicdo possivel ndo universal e b(x) é uma condi¢do possivel ndo universal.

(D) a(x) € uma condicdo universal e b(x) é uma condi¢do impossivel.

. Considere, num plano munido de um referencial cartesiano, os pontos A(v2,—4) e B(v8,-2) e

as retas r e s definidas por r: (x,y) = (—3,6) + k(2,3),k €ER e s: y = —2x.

4.1. Determine um sistema de equacdes paramétricas da reta paralela a reta s e que contém o
ponto médio de [AB].

4.2. Considere I o ponto de intersecdo das retas r e s. Determine uma equacdo da
circunferéncia tangente ao eixo das abcissas e de centro I.

4.3. Para cada p € R, considere o vetor i (p?,p — 1).

Indique, justificando, o valor l6gico da seguinte proposicao: N&o existe nenhum valor real p

tal que os vetores u e AB sejam colineares.

. Considere, fixado um referencial cartesiano do espaco, a superficie esférica de equacao:

x—12+(@y—-2)2+=z+3)?%=7
Para que valores reais de a a intersecdo da superfie esférica com o plano x =a € uma
circunferéncia de raio v6 ?
(A)oel B)le2 (C)oe2 (D)-1e1

AN
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6. Na figura esta representado, num referencial ortonormado do espago, um prisma retangular
[ABCDEFGH], onde A pertence ao eixo Oy e tem ordenada 2, e os pontos B,D eE tém

coordenadas, (—2,4,4),(—6,3,2) e (—1,1,3), respetivamente.

‘v

6.1. Determine as coordenadas dos pontos F e H.

6.2. Determine uma condicdo que defina a esfera de centro C, tangente ao plano x0z.

6.3. Considere as seguintes proposicoes:
p: “o plano paralelo ao plano xOy e que contém o ponto E pode ser definido pela condicao
z=3
q:“(x,y,z) =(—2,4,4) + k(0,0,1),k € R é uma equacdo vetorial da reta que passa pelo
ponto B e é paralela ao eixo da cotas.”
r: “o ponto M (0, 4, 3) pertence ao plano mediador de [AB].”

Indique, justificando, o valor l6gico da proposicdo p = ~(q vV r).

7. Para cada k € R, considere o polinémio P(x) = (k — 2)x* + x3 —/5x% — x + 4 — k2.
O valor de k para o qual o polinébmio P(x) € de grau 4 e admite zero como raiz simples é:
(A) 2 (B) 4 (C) -2 (D) -4

8. Considere a funcao f cujo gréfico esta representado na figura.
Considere também as proposicoes:
() “f é uma funcgéao par.”
(I “f € uma funcéo bijetiva.”

Acerca das proposicdes anteriores, podemos afirmar que:

R 4

(A) s&o ambas falsas.
(B) s&o ambas verdadeiras.

(C) apenas (I) é verdadeira.

(D) apenas (I) é verdadeira.
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9. Considere o retangulo [ABCD] representado na figura e seja d a medida da diagonal desse

retangulo.

9.1. Mostre que AC + DB = 2DC.

2 == _ 2
Jarvs © C——ﬁ_ﬁ,ondea,beNea>b.

Considere a piramide quadrangular regular cuja base é o quadrado de lado d e a altura é

9.2. Sabe-se que AB =

dada por a — b.

8(a+b)
3(a-b) "’

Prove que o volume da piramide pode ser dado por

FIM

COTACOES

Item

Cotacédo (em pontos)
1. 2. 3. |41 |42 | 43. | 5. 61 |62 |63 [7.] 8 |91 |92
8 20 8 15 | 20 | 20 8 15 15 | 20 | 8| 8 15 | 20 | 200

' AS‘\ Teste N.° 4 de Matematica A_10.° Ano Expoentel® | Daniela Raposo e Luzia Gomes



TESTE N.°4 — Proposta de resolucéo

1. Opcéo (B)
A elipse definida por g + Z—Z = 1 tem os focos no eixo Ox. Sendo ¢ a semidistancia focal, tem-se
que c? = 25 — 16, isto é, c = V9 = 3. Assim, F,(3,0).
Para que a reta seja paralela ao eixo das ordenadas, um vetor diretor pode ser 1(0,1).

Assim, uma equacao vetorial da reta paralela ao eixo das ordenadas e que contém F; pode ser
(x,y) = (3,0) + k(0,1),k € R.

2. —2x3 4 5x2>x+4+2 —2x345x2—x—-2>0 Célculos auxiliares
o A(x) >0 -2 5 -1 -2
1 -2 3 2
o x-1D(=2x-1)x-2)>0 -2 3 2 o0
-3+.,/9-4x%x(-2)%x2
—2x*+3x+2=0ox=
2% (=2)
—-3%5
S X =
-4
1
Sx=—-Vx=2

Ax) = (x — 1) (=2x?>+3x +2) =
=(@-Dx () x(x+3)(x-2) =
=(x-1D(2x—-1Dx-2)

X —00 -3 1 2 400
x—1 - - - 0 + + +
—2x—1 + 0 — — — — —
x—2 - — - - - 0 +
A(x) + 0 — 0 + 0 —

A(x)>0(:>(x<—% % 1<x<2)

C.s.= ]—oo,—%[u 11,2

3. Opcéo (B)

a(x) € uma condicdo universal, pois qualquer concretizacdo da variavel x por um numero real
transforma a condig&do x2°'® + 1 > 0 numa proposicdo verdadeira.

b(x) € uma condicdo possivel ndo universal, pois existem concretizagbes da variavel x por
nameros reais que transformam a condicdo numa proposicao verdadeira (por exemplo, para x =
—1, vem que

(—1)2°17 < 0 é uma proposicdo verdadeira) e existem valores reais de x que transformam a
condigdo numa proposicao falsa (por exemplo, para x = 1, vem que 12°17 < 0 é uma proposicéo

falsa).
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4,
4.1. O declive da reta s € —2, logo um vetor diretor de s €, por exemplo, (1, —2). Este vetor pode

também ser um vetor diretor da reta pretendida, uma vez que sao paralelas.
Seja M o ponto médio de [AB]:

M_<ﬁ+\/§—4+(—2)>_<x/§+2\/§ 6) (3\/7 3)
2 2 T2z 2z

2 "2

Sistema de equacfes parameétricas da reta pretendida:

3V2
x=——+k reRr
y=-3-2k
4.2.7: (x,y) = (=3,6) +k(2,3),k € R m=>

Equacgéo reduzidadaretar: y = %x +b
Como (—3,6) €r:

6= x(-3)+be6+ =beb=2
ﬂyz%x+%

Determinacgéo do ponto I, ponto de intersecdo das retas r e s:

3 21
{y=5x+7 ﬁ{—2x=%x+% ®{_4x_3x:21
y=—2x -

N {—7x =21 PN { _x = -3 o {x =_—3

. y=-2x(=3) y=6

O ponto de interse¢do das retas r e s € 1(—3,6).

Para que a circunferéncia tenha centro em I(—3,6) e seja tangente ao eixo das abcissas, 0
raio terd de ser 6.

Assim, uma equacéo da circunferéncia é (x + 3)* + (y — 6)% = 36.

43.AB=B—-A=(V8,-2) - (V2,-4) =

=(V8-v2,-2+4) =
=(2v2-+2,2) =
- (V2.2)

u(p%ip—-1),p€eR

e — . . “pe 2
Para que AB e u sejam colineares, tem de se verificar 3—7 ==

Assim:
20 =V2(p - 1) & 2p* ~V2p +V2 =0
V2+42-4x2x2

Pt =
p 2X2
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V2+y2-82
4

Sp =
Como 2 — 8v2 < 0, a equacéo é impossivel em R, ou seja, ndo existe nenhum valor real p tal
gue o0s vetores U e AB sejam colineares.

A proposicao é, entdo, verdadeira.

5. Opcéao (C)
-1+ —-2?%+z+3)?=7 A x=a
Para que a condicdo (a—1)2+ (y—2)>+(z+3)2=7 A x = a represente uma circunferéncia
de raio v/6 tem que se verificar (a — 1)? = 1, isto é:

a—1=1Va—-1=-1a=2 VvV a=0

6.

6.1. A(0,2,0), B(—2,4,4),D(—6,3,2) e E(—1,1,3)
Observa-se que F = E + AB e H = E + AD.
AB =B —A=(-224)
AD =D - A=(-612)
Logo:
F=E+4B = (-1,1,3) + (-2,2,4) = (-3,3,7)
H=E+A4D = (-1,1,3) + (-6,1,2) = (=7,2,5)

6.2.C =B +A4D = (—2,44) + (—-6,1,2) = (—8,5,6)
Como y. = 5, para a esfera ser tangente ao plano x0z e ter centro em C, o raio tera de ser 5.
Uma condicdo que define a esfera é (x + 8)% + (y — 5)% + (z — 6)? < 25.

63.peV,geVersF
r € uma proposicao falsa, pois, para M pertencer ao plano mediador de [AB], teria de se
verificar d(M,A) = d(M, B).
No entanto:
dM,A) =/(0-0)2+(4-2)2+(3-0)2=vV4+9 =13
e:
dM,B)=J(0+2)2+(4-4)2+(B3-4)2=V4+1=+5
Assim, p = ~(q V r) é uma proposicao falsa, pois:
(V=~(VVP) e (V=-~V)

 (V=F)
=23
7. Opcgéo (C)
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Para o polindbmio P(x) ser de grau 4, tem que k — 2 # 0 e para que P(x) admita zero como raiz
simples tem que 4 — k? = 0.
Assim:
k—2#0 A 4—k?*=00k+2 A k?=4
eok+2 AN (k=2 V k=-2)
Sk=-2

8. Opcéo (A)
A proposicao (1) é falsa, visto o eixo das ordenadas ndo ser eixo de simetria do respetivo gréfico
cartesiano.
A proposicéao (Il) é falsa, visto ndo se tratar de uma funcdo injetiva, j& que existem objetos

diferentes com a mesma imagem (note-se, por exemplo, que existem trés zeros da fungéo).

9.1. Observe-se que AC = AB + BC e DB = DC + CB.
Assim:

AC+DB=AB+BC+DC+CB =

9.2.V=2A,xh onde A, =d*eh=a—b

—2 —2
d*> =AB + BC

2 _( 2 \? 2 2 4 4
d* = (\/E+\/E) + («/E—«/E) ©dt= (Va+vb)® + (Va—vb)*

4(va—vb)’+ 4(Va+vb)*

ed* = Z 2
(Va+vb)“x (Va-vb)
od? = 4(a—2vab+b) + 4(a+2vab+b)
(Wa+vB)x (va-vB))*
4(a—2Vab+b+a+2vVab+b
@dzz(a a-|2-+a+2c;+)
(V@) - (vB)“)
2 _ 4(2a+2b)
S de = a2
2 _ 8(a+b)
S de = @0)?
Assim:
_1 8(a+b) _ __8(a+b)
V= 3 % lany? X (a—b) = @b’ c.q.d.
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