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PENDULO GRAVITICO SIMPLES

Na andlise do comportamento do péndulo gravitico simples considera-se que este
¢ um sistema constituido por uma particula material de massa m suspensa de um ponto
O por um fio inextensivel de comprimento L e de massa desprezdvel, como mostra a

figura 1.

Figura 1. Movimento oscilatério de um péndulo gravitico simples.

Quando a particula ¢ afastada da sua posicdo de equilibrio de um angulo 6,,
passa a ter um movimento oscilatério em torno do seu ponto mais baixo (posicdo de
equilibrio), numa trajectéoria que ¢ um arco de circunferéncia de raio igual ao
comprimento do fio (L).

Desprezando a resisténcia do ar, as Unicas forgas que actuam na particula sdo a
tensao (T) € 0 peso (f_’)). A figura 1. mostra que a componente tangencial da forca
resultante (I?t) tem a intensidade mgs enfe aponta sempre para a posicao de equilibrio,
tratando-se, assim, de uma for¢a restauradora.

Aplicando a segunda lei de Newton a componente tangencial do movimento,

temos:

|Fe|| = mlld@ll = —mllgllsexé = mlia,ll (1)

onde o sinal negativo indica que I?t aponta no sentido da posi¢ao de equilibrio.

Como o movimento ¢ circular de raio L, temos
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“mligllserd = mL <> 2)
milgllserd = mL— (
ou
d’e gl
P + TSG]’H =0 (3)
O desenvolvimento em série de Taylor do senfda
1 1
serf =60 ——6%+—05—-- 4

3! 5!

Esta equacdo mostra que, para pequenas oscilagdes, isto ¢, valores de 6 inferiores a 0,2
rad, senf = 6
Nestas condigdes, a equacao (3) pode escrever-se,

d’e gl
L L )
Tzt 0=0

A solugdo desta equacao diferencial €

0(t) = Oycos(wt + @) (6)

que ¢ a equacdo do movimento harmoénico simples, em que 8, ¢ a amplitude do

movimento, ¢ a fase inicial e w a frequéncia angular de valor

o= Nl %

Sabendo que

W=, ®)

podemos expressar o periodo de oscilagdo do péndulo gravitico simples, para pequenas

oscilagdes, como

L
T, = 27 |7 ©)
° 4]l

Pela equagdo (9) podemos concluir que o periodo do péndulo gravitico simples,
para pequenas oscilagdes, depende apenas do comprimento do fio (L) e do valor da
aceleragdo da gravidade (||g|[), sendo independente da amplitude de oscilagdo e da

massa da particula. Assim, as oscilagdes sdo isocronas.
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Da equacdo (4) concluimos que, para grandes amplitudes, a aproximagao
senf = 6 nao ¢ valida. Veremos a seguir que, neste caso, o periodo do péndulo
gravitico ¢ uma func¢do da amplitude inicial.

Vamos aplicar a lei da conservagdo da energia mecanica para facilitar o calculo
do periodo do péndulo, caso contrario teriamos que integrar duas vezes a equagdo (3),

até se obter 0(t).

2

1 /do
mlgIL(1 = cos8y) = 5ml? (E) + mllGIL(1 = cosB) (10)
d_H _ 2]1g1l(cosB — cosB,) (1)
dt L
90 2 =
f ! a0 < Al (12)
o +/cosf — cosb, L

90 1
[ 0
o +/cosf — cosb, L

A particula demora um quarto de periodo a oscilar de & =0 até 8 =8 . Assim,

L (b 1
T4 o a9 (14)
2|lgll Jy  \/cos6 — cosb,

Substituindo a relagdo trigonométrica

0
cosd =1 —2s erzz (15)

na equacao (14), vem

T=4 L fgo ! do
- 2as e, 9) (16)
(ser 2 ser 2

6 ) .,
Fazendo k =s en?0 e definindo uma nova variavel ¢ como sendo

o
serz

(17)

ser¢ = 9
Yo
ser-

b
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a equacao (16) fica

T
L 2 1
T=4 |2 f do (18)
gl Jo /1 —k2ser?¢

Note que, como 0 varia entre 0 e 8, entdo, pela equacdo (17), ¢ varia entre 0 e g

Consideremos a formula do desenvolvimento binomial,

0]

a
(1+x)7 = ; (C)xm comlxl<1, (19)
onde (Z) = (a —ar!l)!n!

ou, simplesmente,

ala — 1)x2 +a(a— D(a — 2)x3 N

A1+x)*=1+ax+ 5 30 (20)
Aplicando a formula anterior a equagio (18) em que x =—k ?serf¢p e a =— i, temos
Loz, 1 1-3 1-3-5
> . .3,
T=4 |— 1+ =k?ser? — k*sen* kbsen®
||9||f0< +2 sergl)+2_4 sen¢)+2_4_6 sen®¢
4o ) do
s s s
T—4 |t Fd¢+1k2F 2¢d¢+1'3k4F “hde
=4 | = ser — sen
11\ Jo 27 J 2:47
21)

+1'3'5k6fg °bdg +
246 Osengb [0)

Sabendo que fogsen”gbd(p:nT_lfgsen”‘ngd(p e [2do =§, entdo a solugdo da

equacao 21 ¢

T =27

l1+<%)2k2+<%)2k4+<;:i:2)2 k6+---l (22)

L
41l

Substituindo o valor de k na equagdo anterior, temos, finalmente
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’L 1\ 0, (1-3\° 0, (1-3-5\° 0,
— - 220 49 6 _ 2 1 ... 23
T=2n Tl l1+<2> sen? 2 +<2_4> sen* =2 +<2-4-6> sen® - (23)

Podemos concluir que as oscilagdes do péndulo gravitico simples ndo sdo is6cronas, no

entanto, fica confirmado que, para pequenas oscilagdes, a influéncia da amplitude no

seu periodo ¢ perfeitamente desprezavel (figura 2).
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Figura 2. Tl em funcdo da amplitude inicial 6.
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