Proposta

Primitivas

. (1.0 val.) | P [xexp (x2 + 3)] = %’P [Qxexp (x2 + 3)}

:%exp(x2+3)+C,C€R

. (1.5 val.) | P [z arcsin (2?)]

I _ . 2 2
u'=x, v_:arcsm z? % arcsin (CL‘Z) _p % 2x
por partes 1— (1‘2)2
2 z3 22 3 n—1/2
:?arcsm(x)—'l)m ZEarcsm(x)—'P{x (1—x) }
z° . 1 ~1/2
= > arcsin (ac2) + ZP [—4x3 (1 x4) }
x? . 1(1—a* 1/2
= — arcsin (ac2) + 1 ( 1/2) +C

1
= %arcsin(x2)+§\/l—x4+0, CeR

Integrais (um que engloba subst. e racionais)

2 2
-2 A B 1 —
. (1.0 val.) / z 5 da :/ +72dx:/ + 3 sdz
0(x+1) 0:c+1 (x+1) 0:c+1 (x+1)

2

1n|:z:—i—1|—3M = 11t1|x—|—1|—|—i =In(3)+1-In1-3
-1 o z+1],

=—-2+4+1In3

9

1
. (1.5 val.) /mdl‘

1

3 3

3

Va=t 1 1 A B

= —— 22 dt=2 | ————dt =2 | — + ——dt

por substit. /t2 (1 + t) /t (1 + t) / t + t+1
1 1 1
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cdlc. auxil. 1 -1 _ 3
= 2/t+t+1dt_2[ln|t| In |t +1|];
1

— 2In(3) — In(4) — In (1) + In 2] = 2 [In (6) — In(4)] = 21n§ - 2lng

Area
. (1.5 val.) Determine a drea do dominio plano
D={(x,y) eR*|y<2 A y>|z[+1}

Resolugao: Pela representacao grifica verificamos que a area pedida é dada
peloa soma de integrais

A = /02—(1—x)dx+/012—(1+x)dx

-1

0 1 22 0 22 1
= / 1+xdx+/ 1xd:c[x+—} +[x—}
1 0 2 -1 2 0

1 1
= l—-41-==1.
SR

EDO

. (1.0 val.) Resolva a equacao diferencial ordinaria de 1* ordem

dy

2
(y +1) dx

=cosz
™
2
Resolugao: E uma EDO de varidveis separaveis pois

sujeita a condicdo y(=) = 1.

(y2+1)dy = (cosx)dx@/(yz—l-l) dy:/cosx dz

w

& %+y:sin(x)+0

Dado que y =1 quando =z = g, obtemos

1 LT 1 1
g-i-l—sm(E)+C<:>§+1—1—C<:>C—§.

Solugao particular:
3
% +y=sin(z)+

Wl



2. (1.5 val) Determine a solucdo geral y(z) da equagdo diferencial de 1¢

ordem
2y

y —sin— ==
x

, 2 1
Resolugdo: E uma EDO linear com A(x) = - B (x) = sin . Logo

exp[-P A(z)] = exp [P (%)} = exp (2In|z]) = exp (ln|x|2>

A solugao geral ¢ dada por

ylz) = exp[-P Ax)]-P [%] + C-exp [P A(x)]
1
= P Slx—f + Cz? = —2°P [—% sin i] + Ca?

1 1 1
= —z? (cos—) + Cz? =22 cos— + Cz? = 22 <C+cos—>,
x x x

com C € R.
Série
1. Considere a série de poténcias

> {%@3)"] .

n>1

(a) (0.5 val./1.0 val.) Determine, caso exista, a soma da série numeérica
obtida com x = 4.

Resolucao: Obtemos a série numérica

,; {2%4_3)"} =n§ [2% (1)"} :n%:l [23“] :; [3 (%)]

E uma série geomértica de razao r = 1/2,

3
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1
Como 5‘ < 1 ent@o a série é convergente. A sua soma é dada por
1 3
3.= 2
_ W 2 _ 2 _
Sil—ril 17173.
2 2

) (1.0 val./2.0 val.) Determine o dominio de convergéncia da série
de poténcias.

Resolugao 1: Temos

lgew] o] 5 (5

n>1

)n
Para cada valor de z € R obtemos uma série (numérica) geométrica
r—3

de razao r = Como tal é absolutamente convergente se e sé se
z—3

2

< 1, ou seja, para

—1<xT_3<1<:>—2<a:—3<2<:>1<a:<5.

Para R\ ]1,5[ obtemos uma série divergente. Assim, o dominio de con-
vergéncia da série de poténcias é D.ony = ]1, 5] €, para todos os valores de
x em D,y a convergéncia é absoluta.

Resolugao 2: Consideremos v, = —. O raio de convergéncia é dado pelo

on
limite
5 1 1
o . 2n+ 2n+
R =lim i -2 | i 2P =lm?2=2.
n | Un+1 n 3 n 3-2" n 2" n
2n+1

A condigao de convergéncia absoluta |z — 3| < 2 é entao
lr—3|<2e 2<z-3<2el<zx<b&exe]lb.

Para x € |—00,1[U]5, +00[ a série de poténcias é divergente.

Para x = 1 temos a série numérica (alternada)

S2o-v]-g -5 - ge o

n>1 n>1 n>1 n>1

que é divergente pois o seu termo geral ndo tende para 0 (tem a sub-
sucessao dos termos de ordem impar a tender para —3 e a subsucessao
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dos termos de ordem par a tender para 3, logo ndo tem limite) (também
é série geomeétrica de razdo —1 ¢ ]—1,1]).

Para © = 5 temos a série numérica

sle-w]-ge -

n>1 n>1 n>1

que é divergente pois o seu termo geral ndo tende para 0 (tende para 3)
(e é série geométrica de razao 1 ¢ |—1,1]).

Assim, o dominio de convergéncia da série de poténcias é Deony = |1,5] €,
para todos os valores de x em D.,,, a convergéncia é absoluta.

Extremos

1. Considere a funcao

f(@,y) =2® + 2y + ay®.

(a) (1.0 val./2.0 val.) Sabendo que, para todo o valor real de a,
(z,y) = (0,0) é um ponto critico (ou de estacionaridade) da funcao
f sujeita a restricao y = x, determine para que valores do parametro
a este ponto critico é um méximo condicionado.

Resolucao: Consideremos a fungao Lagrangeana
L(z,y,\) =2’ +ay+ay’ = Ap(z,y) = 2° + 2y +ay® = A (y — 2).
A matriz hessiana orlada, onde ¢ (z,y) =y —z, é

- a(p a(p -

_ B Do 0%L 0%L
H(z,y) = B (z,y) Fr (z,y) 920y (z,y)
dg 0?L 0?L
i a_y(x7y) ayax (x,y) a—yg(x7y) ]
[0 -1 1
= -1 62 1
1 1 2a

atendendo a que

oL oL

— =324+y+X e —=z+2ay—\=0.

Oz dy

Temos n = 2 varidveis na funcao f e m = 1 restrigoes. H& que
considerar um s6 determinante principal (poisn—m =2—-1=1), 0



de maior ordem, e multiplicado por (—1)" = (—1)" = —1. No ponto

critico (0,0) temos entdo

0o -1 1
(-D'A; = (-1)-|H@O0)]=-|-1 0 1
1 1 2a

= —(-1-1-2a)=2+2a.

Existe um méximo (local) condicionado no ponto critico (0,0) se e
SO se
24+20<0&2a<-2a< 1L



