[ Elaborado por Rosério Laureano |

1 Séries numéricas e séries funcionais

1.1 Séries numéricas
Dada uma sucessao (u,,),, oy de nimeros reais,
(un) @ U1, Uz, Uz, “** Up, Upit, -,

(a cada nimero natural n estd associado o termo wu, de ordem n) podemos
considerar a adi¢ao de todos os seus termos, uma infinidade de parcelas. E
o que se pretende com o conceito de série numérica.

Definition 1 A série numérica de termo geral u,,, que se denota por » . uy,
n>1

[ee)
(> un, Y. u, ou simplesmente » u,), é a soma infinita dos termos da
n=1 neN n

sucessao real (Uy),cn

D =gt us bz Uy Uy U o

n>1

Embora o termo geral da série seja o termo geral da sucessao (uy),,cy, &

série ) u, ¢ distinta da sucessao (u,), oy que lhe estd associada. Enquanto
n>1
na primeira os termos estao adicionados entre si, na segunda estao "soltos"

como sequéncia ordenada.

Example 2 A série numérica

d@n+1)=(2-1+1)+(2:2+1)+(2-3+1)+-- =3+5+7+---

n>1

tem u, = 2n+1 como termo geral. E "gerada" pela sucessio real (2n + 1) pen-

Uma série numérica pode estar definida paenas para valores de n a partir
de uma certa ordem k. Nesse caso, escreve-se
E Up = U + U1 + Ugy2 oo+ Uk + Upyr + U2 + 00
n>k

Também se podem considerar séries numéricas com inicio em n =0, > uy,.
n>0



Example 3 A série numérica

1 1 1 1 1
= + et
; n—yn 2-v2 3-v3 3 5-5
tem u, = 1/(n —+/n) como termo geral e este apenas estd bem definido

como numero real para n > 2.
A série numérica como termo geral u, = 2n + 1 que inicia emn =10 ¢

d@n+1)=(2-0+1)+(2-1+1)+(2-2+1)+--- =1+3+5+---

n>0

Dada uma série numérica » u,, pode acontecer que o limite
n>1

lim(u1+uQ—|—U3+--~+un—1+un)

exista como nuiimero real (i.e., seja finito). Neste caso a série diz-se conver-
gente e o valor S desse limite diz-se a soma da série. No caso contrario,
se nao existe esse limite ou se é +0o0 ou —oo, a série numérica diz-se di-
vergente. Classificar uma série numérica como convergente ou divergente ¢é
identificar a sua natureza. Temos a seguinte definicao rigorosa.

Definition 4 Dada uma série numérica Y u,, define-se a sua sucess@o
n>1

n
das somas parciais por S, = Y u;, ou seja,
i=1

(Sn)pen U1, u1 +uz, up +ug +us,
se a sucessao das somas parciais (Sy),cy for convergente com limite S,

lim S, = lim (ug +ug +ug + -+ + Up_1 + uy) = S,

a série diz-se convergente e o valor S diz-se a soma da série; se a sucessao
das somas parciais (Sy), oy for divergente, a série diz-se divergente.

Deste modo, a sucessao das somas parciais (Sy),,oy determina a natureza
da série numérica. Note que a sucessao (5,),,cy de somas parciais ¢ distinta

~

da sucessao (uy), oy que define a série. A primeira corresponde a sequéncia

Slzul, Szzul—f-u% S3ZU1+U2+U3, Sn:U1+U2+"'+Un,



enquanto a segunda cor responde a sequéncia
Uy, Uz, U3, ... Up,y....

A convergéncia de uma série traduz-se no essencial por: "a soma de todos
(portanto, em nimero infinito) os termos da série acumula/nao-excede um
determinado valor; esse valor, conforme é intuitivo, é a soma da série".

Example 5 A série numérica

}:l—1+1+1+1+ Ly
n 2 3 4 10 ’

n>1

designada por série harmdnica. Prova-se por andlise da subsucessao dos
termos de ordem 2" da sucessio (Sy),cy das somas parciais que se trata de

uma série divergente. De facto, temos
1 1 1 1
=1 =14= =14+-4+-4+-.
Sl y SQ + > (& 54 + 5 + 3 + 4

Atendendo a que 1/3 > 1/4 o quatro termo de (Sy),cy verifica (no que seque
o uso de paréntesis é dispensdvel)

S, = 1+1 + 1+1 > 1+1 + 0. 1) = 1+1 +1—1+21
4 2 3 4 2 4) 2] "2 2

Analogamente, atendendo a que 1/5 > 1/8, 1/6 > 1/8 ¢ 1/7 > 1/8 e a
desiqualdade anterior, também

Sy = 1+1+1+1 + 1+1+1+1 > 1+21 + g1
8 23 "4 56 7' 8 2 8
1 1 1
— <L+2—)+—:1+3~n

2 2 2

Atendendo a que 1/9 > 1/16, 1/10 > 1/16, ... e 1/15 > 1/16, o termo Sig
verifica



Pelo mesmo processo se obtém

1
532:1+5'§

1 1
e assim por diante. Note ainda que S, =140 3 eSo=1+1- 5 Dado que
1=20,2=214=22 8=23 16 = 2%, 32 = 25 etc, concluimos que

1
S2n 21—1—715

Como tal,

. . 1 1
lim Sy» > lim 1+n-§ =1+ —I—oo-i =1+ 00=+o00,

0 que mostra que a sucessao (Sn)neN das somas parciais nao converge para um
valor finito (o0s termos San constituem uma subsucessao da sucessao (Sy),cy)-

Example 6 A série numérica

S il Lo
n?2 4 9 16 100 ’

n>1
designada por série de Dirichlet com o = 2, é convergente. As séries de

Darichlet tém a forma geral
1
P

n>1

com o € R. Sao convergentes se a > 1 e divergentes se o < 1. Note que a
série harmdnica é um caso particular de série de Dirichlet (com o =1).

Example 7 A série numérica

1—1+1+1+1+ + L +
12n_2 4 8 16 1024

n>

¢ convergente e tem soma S = 1. E uma série geométrica de razao r = 1/2
porque a sucessao u, = 1/2", que é termo geral da série, é uma progressao



geométrica de razao r = 1/2 (cada termo resulta da multiplicagao do termo
anterior por 1/2). Uma série geométrica tem a forma geral

Z (a . Tn—l) :

n>1

com a,” € R ea # 0. O niumero real v é a razao da série numérica e a é o
valor do seu primeiro termo. O termo geral da sucessao de somas parciais é
dado por

Sn=(Mm+1)a

quando r =1 (trata-se da série de termo geral constante igual a a), e é dado
por
a(l—r"
o _ali=rm)
1—7r
quando r # 1. Concluimos entio que a série é convergente se |r| < 1 (ou
seja, se —1 <r < 1) com soma S igual a

. a(l—rm) a , a
—1 _ (1_1 n>:
5 R 1—r Wl 1—r

(note que se —1 < r < 1 entao r™ — 0), e é divergente se |r| > 1 (ou seja,
ser < —1Vr>1) (note que ser =1 temos S, = (n+1)a — 4+00-a = oo,
ser > 1 temosr" — 400, e ser < —1 nao eziste o limite de r™). Portanto,
se —1 < r <1 podemos escrever

a
1—7r

Z(a-r"’l):a+a-r+a-r2—l—a-r3+...—{—a-r"—l—---:

n>1

1
Example 8 A série numérica ——— | € convergente e tem soma
P 1; (n (n+ 2)) I

S = 3/4. E uma série de Mengoli (ou telescopica) porque existe p € N tal

Jue
2 (ﬁ) = > (@0 = anyy).

n>1 n>1

Na verdade, dada a igualdade
1 ﬂ 1/2 1 1

nn+2) n n+2 2n 2(n+2)’

5



temos
> (wwrs) = Z(wwmen)

n>1
AU AN AU AU U
 \2 6 4 8 6 10 8 12

com a, = 1/(2n) ep = 2. Uma série de Mengoli (telescopica ou re-
dutivel) tem a forma geral

Z (an — an+p) )

n>1

com p € N. O termo geral da sucessio de somas parciais é dado por
Sp=a1+ay+ - +a,—p-a.

Concluimos entao que a série é convergente se existir, e com valor finito,
o limite lima,, e é divergente no caso contrario. Quando existe, a soma da
série € dada por

S=lim(am+a+-+a—p-a,) =a+ay+---+a,—p-lima,
n n
e podemos escrever

Z(an—am_p):a1+a2+~~-+ap—p~liman.
n>1

Ao contréario do que sucede com as séries geométricas e de Mengoli, para

muitas outras séries numéricas » | u, nao ¢ possivel estabelecer uma ex-
n>1

pressao analitica do termo geral S,, = uy +us +- - - +u, da sucessao de somas

parciais. Tal impede o cédlculo do limite de S, e a obtencao do valor da soma

S da série. No entanto, existem vdrios critérios que permitem identificar a

sua natureza.

Proposition 9 (Critério geral de convergéncia, condi¢cdo necessaria

de convergéncia ou critério do termo geral) Se a série numérica . u,
n>1
é convergente entao

limu,, = 0.

6



Proof. Temos S, =uy +us+ -+ u, € Sp_1 =uy +uy+ -+ u,_1 (para
n>1). Assim, para n > 1, temos

Sp—Sno1=ur Fug+ - Fuy — (U Fus o+ Upo1) = Up.

Dado que a série é convergente, existe o limite de S,. Suponhamos que
lim, S, = 1. Também lim,, S,,_1 =1, donde

limu, =lim (S, — S,-1) =1—-1=0
n n
conforme se pretende demonstrar m
Em consequéncia deste resultado (por contra-reciproco), se lim,, u,, # 0

entdo a série numérica » u, ¢ divergente,
n>1

lim,u, #0 = Y_ u, série divergente|.
n>1

De salientar que para que uma série numérica »_ u, seja convergente,
n>1

NAO BASTA (ndo é suficiente) que o seu termo geral u, convirja para

0 (como mostram os exemplos Y (1/n) ou Y (1/4/n)), no entanto, tal é
n>1 n>1
necessario.

Example 10 As séries numéricas

Yo Y Y () T D () e o

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

sao divergentes, atendendo ao critério geral de convergéncia. De facto, nao
existem os limites
lim(—2)" e lim(-1)",

n n

e, para as restantes séries numéricas, temos os sequintes limites nao-nulos

1 1
lim 2" = 27°° = 400, lim(—=|=—2,
3 3

n n



2n

92 2n 3 2n 3 n+5| n+5
lim nt = lim(1-— =lim|[1-—
n \n-+5 n n—+95 n n+5
o2 o6 L
= (6 ) (& —-EE,

(note que lim, 2n/ (n +5) = lim, 2n/n =lim,2=2) ¢

n+1

1
lim =lim|({l1+—|=1+0=1.
n n n n

Proposition 11 Se as séries numéricas ) u, € Y, v, sdo convergentes e
n>1 n>1

tém somas S e S', respectivamente, entdo a série numérica Y (U, + vp)
n>1

também é convergente e tem soma S + S’.

Proposition 12 Se a série numérica >, u, é convergente e tem soma S
n>1
entdo a série numérica Y, (a-uy,), com a € R, também é convergente e tem
n>1
soma o - S.

Resulta das Proposi¢oes 10 e 11 que se duas séries numéricas » |, u, e
n>1
> v, sdo convergentes e tém somas S e S, respectivamente, entao a série
n>1
numérica Y (a - u, + f - v,), com «, € R, também ¢é convergente e tem
n>1

soma - S+ -5
L 1 1 .
Example 13 Sabendo que as séries | on € > — sao convergentes podemos
n>1 2" a>1n
concluir que também é convergente a série numérica (— + —) (temos

n>1 AL 4”2
a=3ef=1/4).

Proposition 14 Se a série numérica »_ u, €é convergente e tem soma S e
n>1

a série numérica Y v, € convergente e tem soma S’ entao
n>1

Z(un*vn) < Sx9.

n>1



Proposition 15 (Critério da comparagéo - formulagdo 1) Sejam Y u,
n>1
e >, v, duas séries numéricas tais que, a partir de certa ordem, se tem
n>1
Up, Uy > 0 e v, < uy,. Entdo, a convergéncia da série »_ u, implica a con-
n>1
vergéncia da série Y vy,
n>1

> uy série convergente =—> Y. v, série convergente|,
n>1 n>1

e a divergéncia da série Y v, implica a divergéncia da série > u,,
n>1 n>1

> vy, série divergente = ) u, série divergente|.
n>1 n>1

Example 16 As séries numéricas »_, v, de termo geral
n>1

1 2n + 1 3n—1 1 1
=7 U= 73, Un= ;) Up = e vy =
n®+1 n? (n+1)>° NG 2"

sao convergentes pelo critério da comparacgdo - formulagao 1. De facto, sao
vdlidas para todo o n as desigualdades

Un
n3

0< L < i
n2+1 n?
- 2n+1 _ 2n+1 :i. 2n+1 <i_1:i
n? (n + 1)2 n2(n2+2n+1) n?2 n2+4+2n+1 n? n2
‘ 3n—1 3n 3
0< 3 < Zg ::EE,
e é vdlida, a partir da ordem n =4 (inclusive),a desigualdade

oo L 1 _1
SE T wESE

sendo a série de termo geral u, = 1/n* convergente (é a série de Dirichlet

coma=2>1). A série numérica Y 1/ (2" +n) é convergente dado que é
n>1
vdlida a desigualdade

1 1
< <—, VneN
D N A



e a série de termo geral u, = 1/2™ é convergente (é uma série geométrica de
razao 1/2, um valor entre —1 e 1).

Example 17 Pelo mesmo critério se conclui que as séries

Z“nzzn_l Zu” Z\/ﬁcog

n>1 n>1 n>1

sao divergentes. De facto, a desigualdade

1
0< =<
n n-—1
é valida a partir da ordem n = 2 (inclusive) sendo a série de termo geral
v, = 1/n uma série divergente (trata-se da série harmdnica), e temos a
desiqualdade

1 1 1
0<—< = . ¥neN

~Vn T /n(cosn)?  ncosin

dado que —1 < cosn < 1 implica 0 < (cosn)® < 1 (note que n # km/2),
sendo a série de termo geral v, = 1/y/n também uma série divergente (é a
série de Dirichlet com o =1/2<1).

1
Example 18 Atendendo a que a série numérica Y, | ——— | é conver-
n>1 n (’TL + ].)

1
gente e igual a série » , | ——=— |, podemos confirmar, por aplicacio do
n>2 (n — ]_) n

1
critério da comparagao - formulacio 1, que a série de Dirichlet — tam-
n>1 7

bém é convergente pois

a partir da ordem n = 2 (inclusive).

Definition 19 Dada uma série numérica > u,, a série de termos nao-
n>1

negativos »_ |u,| diz-se a sua série modular.
n>1

10



Definition 20 Uma série numérica Y, u, diz-se absolutamente conver-
n>1

gente quando a série modular > |u,| é convergente.
n>1

A relacao entre estes dois tipos de convergéncia é consequéncia do critério
da comparagao - formulacao 1.

Proposition 21 Uma série Y u, é convergente sempre que a sua Série
n>1
modular Y |uy| o for,
n>1

> |un| série convergente = > u, série convergente|.
n>1 n>1

Além disso, tem-se

Z'un| > Zun . (1)

n>1 n>1

Proof. Dadas as desigualdades
0 < up + |up| < |un| + |un| = 2|uy|

e o facto de ser convergente a série Y |u,|, concluimos pelo critério da

n>1
comparagao - formulagao 1 que a série numérica y (u, + |u,|) também é
n>1
convergente. Sendo
D= (b unl) = 3 Jual
n>1 n>1 n>1

a série Y u, é convergente. A desigualdade (1) resulta da desigualdade
n>1

triangular (Ja + b| < |a| + |b|, para todo a,b € R) m

Dada a definicao de série absolutamente convergente, temos entao que
toda a série absolutamente convergente é convergente.

Definition 22 Uma série numérica ) u, diz-se simplesmente conver-
n>1
gente.quando é convergente mas nao absolutamente convergente, ou seja,
a série numérica Y u, € convergente mas a sua série modular Y |u,| é
n>1 n>1
divergente.

11



Dada a proposicao anterior, concluimos que se uma série numérica é ab-
solutamente convergente entao também é simplesmente convergente,

Convergéncia absoluta = Convergéncia simples ‘

Em consequéncia deste resultado (por contra-reciproco), se Y u, nao é sim-
n>1
plesmente convergente entao também nao é absolutamente convergente,

Nao-convergéncia simples = Nao-convergéncia absoluta‘.

De salientar que para que uma série numeérica »  u, seja absolutamente
n>1

convergente, NAO BASTA (nao é suficiente) que seja simplesmente con-

vergente (¢ necessdrio que também convirja a sua série modular > |u,]),
n>1

‘Convergéncia simples # Convergéncia absoluta |,

no entanto, tal é necessario.

1.1.1 Critérios de convergéncia para séries de
termos nao-negativos

Uma série numérica » | u, diz-se de termos nao-negativos se u,, > 0 para
n>1
todo o n.

Proposition 23 (Critério da comparagao - formulagao 2) Sejam > u,
n>1
e . v, duas séries numéricas tais que u, > 0 e v, > 0 para todo o n. Se
n>1
existe o limite u
L = lim —
n ’Un

e tem valor finito nao-nulo (portanto L # 0 e L # 400, ou ainda, 0 < L <
+00) entao as duas séries tém a mesma natureza.

E frequente o uso de uma série de Dirichlet 3 L como série Y v,. O
n>1 N n>1
valor conveniente para o € Q é escolhido com base no termo geral u,, da série
> u, de que se quer identificar a natureza. Também as séries geométricas
n>1
sao usadas com frequéncia para comparacao.

12



Example 24 Pelo critério da comparacgao - formulacdo 2, as séries numéri-

cas Y u, de termo geral
n>1

2 n—3 1
Up ==, Up=— e U, = sen—
n n n

sio divergentes. Consideramos, para todas estas séries, a série > v, com
n>1

termo geral v, = 1/n que é divergente (é a série harmdnica) e permite obter

os sequintes limites finitos nao-nulos:

2
. 2
L:hm%:hm—n:hmZZZ,
n n n n
n
n—3
L =1lim— =lim i —hm(n )n:hmn—?):hm 1_§ =1
n Uy, n l n n2 n n n n
n

(note que « =1=2—1= grau (n*) — grau (n—3)) e

1
w sen —
L =lim —= = lim no_1q,
n Uy, n l
n

Example 25 Pelo mesmo critério se conclui que sao convergentes as séries
numéricas y , u, de termo geral

n>1
Uy, = n+3 Uy, = N SIN 1 e Uy = n nn+2
" oA 42’ " n3+1 " 241 n+5

O estudo da natureza de todas estas séries exige a comparagcdo com a série de
Dirichlet >~ 1/n* que é convergente (a =2 > 1). De facto, é finito nao-nulo

n>1
o limite
n®+3
oA L2 2 2 2 2
JAR TR e I IES I TG ) L A o) Lk
n Up n 1 n 2n4_|_n2 n 2 (2n2+1)
n2
o n?+3 on? 1 1
= lim Iim— =lim= = =
n 2n? 1 n 2n? n 2



(note que « =2 =4 —2 = grau (2n* +n* +2) — grau (n*>+3n —1)).
A série Y msinl/(n®+1) é convergente dado que é finito nao-nulo o

n>1
limite
. . 1
T S1n 7 S1in S1n
3 3 3
L=lim =" = lim —— L = g — L gy L
n Uy, n n n
n®+1 RS w1

sendo convergente a série > v, com termo geral v, = n/(n®+1). Na ver-
n>1
dade, aplicando de novo o critério da comparagio - formulagcio 2, a série

" n/ (n®+1) é convergente por ser finito nao-nulo o limite
n>1

n
3 3 3
L=lm2 —him 2L i i —lim1 =1
n Wy, n 1 n n3—|—1 n n3 n
n?

e ser convergente a série y . w, com termo geral w, = 1/n?.

n>1
A série numérica
Uy = E n
2
n 1 n
n>1 n>1 + + 5

¢ convergente dado que é finito nao-nulo o limite

n n+2 " (1 3
2 B 211 N
L = lim® — i 24+l _n+5 M F nto
n Up n n n n 1
(n2+1)(n+5) n2+1n+5

3 3
In(1— 31—
n( n+5> 3n< n+5)

= lim T = lim =3
n+5 n+95

In ( — 15)
— —3lim 2 =—31=-3

14



sendo convergente a série Y. v, com termo geral v, = n/(n*+1)(n+5).
n>1
Na verdade, aplicando de novo o critério da comparacao - formulacao 2, a

série Y. n/(n*+1)(n+5) é convergente por ser finito nao-nulo o limite

n>1
n
2 3
L o=l g 2D @A) n
o I P+ (n+5)
n2
3 3
— lim i —lmt =liml=1

n n34+5n24+n+5 n n3 n

e ser convergente a série Y, w, com termo geral w, = 1/n?.
n>1

Example 26 Ainda pelo critério da comparagao - formulagio 2 se conclui
que sao convergentes as séries numéricas y . u, de termo geral

n>1
= Z 1+ \/_ = Z tan —
n>1 n>1

De facto, é finito nao-nulo o limite

1++/n 1++n

n 2 _ 2 1 3
L = limu—:hmu:hmn n Zlim( +/n)vVn
n Up n 1 n 1 " n2—7’L
n3/2 3
V3 vnt . 32402 n?2 o
= lim——=lim— =lim— =liml =1

(note que o = 3/2 =2 —1/2), sendo convergente a série Y v, com termo
n>1

geral v, = 1/n%/% (é a série de Dirichlet com o =3/2 > 1). A série

1
Zun—zn\/_tan—

n>1 n>1

15



¢ convergente dado que é finito nao-nulo o limite

1 1 1
tan — tan —
L = limﬂ:th1nzlimn\/ﬁ1 i
n Up n n
nd/? vnin
1 tan1
= hmn n n:hmtangzl
n 1 1 n 1
n/nn n

e é convergente a série S v, com termo geral v, = 1/n°? (é a série de
n>1

Dirichlet com a =5/2 > 1).

Proposition 27 (Critério da raiz) Dada uma série numérica »_ u, tal
n>1
que u, > 0 para todo o n,

i. se exriste K <1 tal que, a partir de certa ordem n, se tem

Yu, < K

entdo a série numérica Y u, € convergente;
n>1

ii. se, para infinitos valores de n, se tem

Sy > 1

entdo a série numérica Yy u, é divergente.
n>1
Proposition 28 (Critério da raiz de Cauchy) Dada uma série numérica

> w, tal que u, > 0 para todo o n, suponha que o limite
n>1

L = lim /u,
é finito ou +00. Entao a série é convergente se L. < 1 e é divergente se
L>1ouL=1% (L =1% significa L=1 € /u, >1). Quando L =1~ (que
significa L = 1 e 3/u, < 1) ou L = 1* (que significa L = 1 mas {/u, > 1

para alguns valores de n e /u, < 1 para outros valores de n intercalados
com os anteriores) nada se pode concluir sobre a natureza da série.

16



Example 29 Pelo critério da raiz de Cauchy a série numérica

An +1\*"
Zu”zz(anrs)

n>1 n>1

¢ divergente dado o limite superior a 1

= lim

n

dn +1\*"
3n+3

L = lim /u, =lim { <

Example 30 Pelo critério da raiz de Cauchy a série numérica

2

Su-3()

n>1 n>1

¢ convergente dado o limite inferior a 1

n2 nan
W n f n
L = lim &u, =1 =1lim ¢
Vi =R (”+1> n K”Jfl)}
— tim () —lm (1 2 —tim (1
n \n+1 n n+1 n n+1

>n+11

—1
= el-lim<1— ! ) :1-(1—0)*1:1-1:1<1.

n+1

n e e e

Example 31 Pelo critério da raiz de Cauchy a série numérica

1
2 i =D s

n>1 n>1

17



¢ convergente dado o limite inferior a 1

1 V1 1
L = lim u, =lim {/—= = limL =lim——
n n n”/Q nooay nn/2 n (nn/2>1/n

1 I 1 I 1 1 1 0<1
=lm—=lm—=—=— =
n n%% n n% n \/’ﬁ v/ +00 —+00
(note que foi provado atrds a convergéncia desta série numérica pelo critério
da comparagao - formulagdo 1).

Example 32 O critério da raiz de Cauchy aplicado a série numérica

Su=>(i3)

n>1 n>1

é inconclusivo. De facto, embora seja 1 o valor do limite

2\" 2
L=1i,?l¢"uﬂ:h£“\"/(ﬁ5> ~lip i ~lm s = lmi =L

a desigualdade

n+ 2

n+95
mostra que L = 17. Para identificar a natureza desta série numérica hd que
aplicar o critério geral de convergéncia pois o termo geral da série nao tende
para 0O,

n n n+5—5
imu, = Lim("2) —tim (1 - ) —tim (1 -
n n \n-+> n n—+95 n n+o

n+5 ) -5
_ hm[(l_ ) () ]:63.(1_1)
n n+5 n+5 +00

Concluimos entao que a série numérica é divergente.

<1

Proposition 33 (Critério da razdo) Dada uma série numérica » . u, tal
n>1
que u, > 0, para todo o n,

18



i. se eriste K < 1 tal que, a partir de certa ordem n, se tem

un+1

<K

Unp,

entdo a série numérica Y u, € convergente;
n>1

ii. se, a partir de certa ordem n, se tem

Un+1
Unp,

> 1

entdo a série numérica Y u, € divergente.
n>1

Proposition 34 (Critério da razao de D’ Alemberg) Dada uma série

numérica Y u, tal que u, > 0, para todo o n, suponha que o limite
n>1

. Untt
L = lim —=
no Uy

é finito ou +00. Entao série é convergente se L < 1 e é divergente se L > 1
ou L = 1% (L = 17 significa L = 1 € upy1/u, > 1). Quando L = 1~
(que significa L =1 € upy1/u, < 1) ou L = 1% (que significa L = 1 mas
Ups1/Un > 1 para alguns valores de n e upi1/u, < 1 para outros valores de
n intercalados com os anteriores) nada se pode concluir sobre a natureza da
série.

Example 35 Pelo critério da razio de D’ Alemberg a série numérica

Suw=3

n>1 n>1

¢ convergente dado o limite inferior a 1

1
| |
L =1 u"“—l (n+1) = lim n = lim i
n Uy, n ;L n (TL+—1)! n (ﬂw+ 1)n!
n!
. 1
= lim =0<1.
n (n+1)

19



Example 36 Pelo critério da razao de D’ Alemberg a série numérica

n!)?
Zun - Z (2712

n>1 n>1

¢ convergente dado o limite inferior a 1

[(n+1)!)? )
T o(m+1)? 2. on*
L= G gy 20 [(n+12)] 22
no Uy n (n!) n 27 (p))
on®
_ L) 2t (1) ()2
o 171111 on2+2n+1 . (n!)2 o 171111 on? . 92n+1 . (n!)z
. (n+1°  n?4+2n+1 pont 2]
= m --—-————=I11m-—-—-————=1m -—--
n 22n+1 n (22)” .9 n 4n . 9
n?+2n+1 1 n? 1 1
— i (TS ) Cim (2 ) =02 =0<1
15“( 4n 2) r (4n 2) 2

(note que lim,_, o (27 /a*) =0 sempre que a > 1 ep € R).
Example 37 Pelo critério da razao de D’ Alemberg a série numérica

n+1
Zunzz2n+3

n>1 n>1

é divergente porque, embora tenha valor 1 o limite

(+D+1 n+2
o U 2+ 1) 4+3 . oap5 .. (n+2)(2n+3)
L= lim=r= =lm == = = = o s 1)
2n 4+ 3 2n+3
2n2+Tn+6 . 2n?
= lim— =lim— =lim1 =1,
n 2n?2+Tn+5 n 2n? n

atendendo a desigualdade

2n% +Tn+6
2n2 4+ T +5

20



temos L = 1. Note que a divergéncia desta série também se conclui pelo
critério geral de convergéncia pois o termo geral nao tende para 0 (temos

lim, (n+1) /(2n+ 3) = lim,,n/2n =1im,, 1/2=1/2 #0).
Example 38 O critério da razao de D’ Alemberg aplicado & série numérica
2n+1
n>1 n>1

¢ inconclusivo. De facto, temos

2(n+1)+1 2n +3
ot D4 D13 s D (n i d)
L = 117?1u—n—117£11 o T 1 —1171111 o 1
n(n +3) n(n + 3)
2
~ lim (2n + 3)n(n + 3)  lim (2n + 3) (n® + 3n)

n n+1)(n+4)2n+1) n (n2+5m+4)(2n+1)

_ 2n3 +9n? + 9n o3
= lim =lim— =liml =1
n 2n3 4+ 11n?2 4+ 13n+4 n 2n3 n

e, atendendo a desigualdade

2n3 +9n? 4+ 9n _
2n3 + 11n?2 + 13n + 4

?

temos L = 17. O estudo da natureza desta série numérica requer o critério

da comparagio - formulagao 2. De facto, considerando a série »_ v, com
n>1

termo geral v, = 1/n, temos o limite finito nao-nulo

2n+1
. o + 1 on + 1 2
O L [ k) NG e S L Y Y Y
no Uy n l n n(n—|—3) n n+3 n n
n

o que permite concluir que, sendo a série Y v, divergente, também a série

n>1
> uy, 0 é.
n>1
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Example 39 Pelo critério da razao de D’ Alemberg a série numérica

- 3:5:7T---(2n+1)
Zu”_22.5.8.....(3n_1)

n>1 n>1

¢ convergente dado o limite inferior a 1

35T - Cn+1)-2n+1)+1)
limun+lzlim2'5‘8 '''' Bn—1)-(3(n+1)—1)

mo - = 357 -@2nt1)
2.5.8..... (3n—1)

35T (2n41)(2043)02:5-8 (30— 1)

1m

W2 58 (3n—1) (3112357 (2t
9 9 9 9

w2 i w2 =2 o
n 3n+2 n 3n n 3 3

1.1.2 Critérios de convergéncia para séries de
termos negativos e séries alternadas

Quando uma série > u, é de termos negativos consideramos

Zun = —Z(—un).

n>1 n>1

A série ) u, tem a mesma natureza que a série de termos positivos Y (—uy,)
n>1 n>1
e, caso seja convergente, tem soma de valor simétrico.

Definition 40 Uma série diz-se alternada se os seus termos alternam de
sinal, ou seja, se o seu termo geral w, é produto do factor (—1)" por um
factor a,, nao-nulo de sinal constante,

> = [(=1)"-an].

n>1 n>1

Example 41 A série numérica

upg=> (-1)"=—=1+1-1+1—-1+...

n>1 n>1
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¢ uma série alternada. FEsta série é divergente dado que o seu termo geral
u, = (—1)" nao tende para 0 (na verdade, u, = (—1)" nédo tem limite pois
a subsucessio dos termos de ordem par ug, = (—1)%* =1 tende para 1 e a
subsucessao dos termos de ordem impar usgp_1 = (—1)2"3_1 = —1 tende para
—1). Note, no entanto, que a série numérica

D =Y (D" + ()" = (14 DH(=1+ D+ = 0404 = Y 0,

n>1 n>1 n>1

que nao é uma série alternada, é manifestamente convergente e com soma
S = 0 (note que a tnica série numérica de termo geral constante que é
convergente é a série de termo geral nulo).

Proposition 42 (Critério de Leibnitz) Se (a,),.n € uma sucessio de-
crescente de termos positivos e tem limite 0, entdo a série numérica alter-

nada
Zun = Z [(=1)" - ay]

n>1 n>1

¢ convergente.

Remark 43 Note que quando se prova que uma série numérica alternada
é convergente nao podemos concluir que ela é absolutamente convergente. E
necessdrio identificar a natureza da sua série modular. Se esta for conver-
gente entao a série alternada é absolutamente convergente. No entanto, se a
série modular for divergente entao a série alternada é apenas simplesmente
convergente.

Example 44 Pelo critério de Leibnitz a série alternada
C_l)n . nl
D=2 |
n>1 n>1

é convergente (note que a, =1/n >0, a, é decrescente e tende para 0). No
enquanto, dado que a série modular

e e

n>1 n>1

—1)" 1
:;I(’n’) |:;E

¢ divergente (trata-se da série harmdnica), a série alternada é simplesmente
convergente.
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Remark 45 O exemplo anteriores mostra que existem séries convergentes
(simplesmente convergentes) que nao sao absolutamente convergentes, ou
seja,

Convergéncia simples # Convergéncia absoluta‘.

Remark 46 Por vezes é vantajoso comecar por identificar a natureza da
série modular. Caso esta seja convergente fica provada a convergéncia abso-
luta da série alternada. No entanto, se a série modular for divergente apenas
ficamos a saber que a série alternada nao é absolutamente convergente (ela
pode ser divergente ou simplesmente convergente).

Example 47 Pelo critério de Leibnitz a série alternada
3
_1)yntl
(G
n>1

é convergente (note que a, = 3/n! > 0 é decrescente e tende para 0). Dado
que a série modular

BICUEEIEDY

n>1 n>1

3. (_1)n+1
n!

3™ 3
D P i P

~

¢ convergente, a série alternada é absolutamente convergente. Neste caso,
teria sido vantajoso comecar pelo estudo da série modular.

Example 48 A série numérica alternada

35T (2n+1)
Zun:Z[(_l) 2_5,8.....(371—1)]

n>1 n>1

¢ absolutamente convergente dado que a sua série modular

dolua = n3: 5T (2n+1)

2-5-8-----(3n—1)

) 35T (2n +1)
= nZZl(|(—1)| '2 5.8 ... (Sn—l)D
B 357 (2n+1)

= ;258<3n—1)

¢ convergente (provado atrds). Neste caso, foi vantajoso comegar pelo estudo
da série modular.
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Example 49 A série numérica alternada

N

n>1 n>1

¢ absolutamente convergente dado que a sua série modular

nl B el 1
;’“"':;(_”W_%;O( | W) Zm—

¢ convergente (provado atrds). Neste caso, foi vantajoso comegar pelo estudo
da série modular.

Example 50 A série numérica alternada

S un =Y [(—1)”1 sin n\l/ﬁ]

n>1 n>1

é absolutamente convergente dado que a sua série modular

S5 5 (e ) - e

n>1 n>1 n>1
é convergente (provado atrds). Neste caso, foi vantajoso comegar pelo estudo
da série modular.

—1)"!sin

Example 51 A série numérica alternada
n+1
= S [
n>1 n>1 n>1
tem como série modular

> il = 3|

n>1 n>1

n+”

-2 -7

n>1 n>1

que é divergente (é a série de Dirichlet com o« = 1/2 < 1). Neste caso, o
estudo da série modular apenas permite concluir que a série alternada nao
¢ absolutamente convergente. Para decidir se é simplesmente convergente
ou divergente, aplicamos o critério de Leibnitz. A sucessio a, = 1/y/n tem
todos os termos positivos, é decrescente e tende para 0. como tal, concluimos
que a série alternada é simplesmente convergente. Neste caso, comecar pelo
estudo da série modular nao evita o estudo da série alternada original.
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Example 52 A série numérica alternada
2n +1
o3 [ar 2L
S =3[0
tem como série modular

Shuol = 3 |- 2| = 3 (1w

n>1 n>1 n>1

n(n+ 3) e n(n+ 3)
que é divergente (provado atrds). Neste caso, o estudo da série modular
apenas permite concluir que a série alternada nao é absolutamente conver-

gente. Para decidir se é simplesmente convergente ou divergente, aplicamos
o critério de Leibnitz. A sucessao

2n+1 2n+1

an_n(n+3) - n2+3n

tem todos os termos positivos, é decrescente pois

2(n+1)+1 2n+1

Upy1 — Ap = B} - =
(n+1)"+3(n+1) n*+3n
2n+3 2n+1

n+2n+1+3n+3 n2+3n
2n + 3 2n +1
n?2+5n+4 n?24+3n

(2n+3) (n* +3n) — (2n+ 1) (n* + 5n + 4)
(n? 4 5n+4) (n? + 3n)

B —2n? —4n —4 “0
(244 4)(n2+3n)
e tende para 0,
2 1 2 2
lima, = lim nt :lim—n:lim—:().
n n n?+3n n n2 n n

Concluimos entdo que a série alternada é simplesmente convergente. Neste
caso, comegar pelo estudo da série modular nao evita o estudo da série al-
ternada original.
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Remark 53 Quando, no estudo da natureza de uma série numérica alter-
nada

D tn =) 11" aul,

n>1 n>1

a aplicacao do critério de Leibnitz é inviabilizada por ser nao-nulo o limite
de a,, devemos tentar a aplicagao do critério geral de convergéncia, pois é
provdvel que nao exista o limite

Hm [(—1)" - a,]

n

ou que este limite também seja nao-nulo. Se tal suceder a série alternada é
divergente.

Example 54 O critério de Leibnitz aplicado o série numérica alternada
n
S =3 |0
n>1 n>1 n+ 1

é inconclusivo (note que a, = n/(n+ 1) nao tende para 0). No entanto,
pelo critério geral de convergéncia, concluimos que a série é divergente. Na
verdade, nao existe o limite

lim {(—1)”+1L]

se obtém duas

dado que da sucessio de termo geral u, = (—1)"*! n
n

subsucessoes com limites diferentes: fazendo n = 2k (ordem par) temos a
subsucessao

2k 2k —2k 1

= (=1 2k+1—: -1 _ -1
v = D G T N T T o T

que tem —1 como limite e, fazendo n = 2k — 1 (ordem impar), temos a
subsucessao

2k -1 o2k —1 2k —1 1

s Y =1 5%

1\2k—1+1
(=1) 2k 2k 2k

que tende para 1. Se o termo geral nao tende para 0 entao a série é divergente.
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Note que o estudo da natureza da série modular

EDS <—1)n+1nL+1‘ -y (‘(_1)n+1‘ |

n>1 n>1 n>1

n n
n——HD :Zn—irl

n>1

apenas permite concluir concluir que a série alternada nao é absolutamente
convergente, dado que a série modular é divergente (o seu termo geral nao
tende para 0, tende para 1).

Example 55 O critério de Leibnitz aplicado & série numérica alternada

S = [

n>1 n>1

¢ inconclusivo. Na verdade, embora se tenha

Inn
a,=——>0
n
‘ 1
. . nn
lima, =lim— =20
n n n

(note que lim,_, o, (Inx) /2P = 0 qualquer que seja p € R), nao é possivel
garantir que a sucessao de termo geral a, seja decrescente. De facto, a
diferenca

In(n+1) Inn nhhm+1)—(r+1)nn

Qpy1 — Ap =

n+1 n (n+1)n
nln(n+1)—nlnn—Inn n[n(n+1)—Inn]—Inn
(n+1)n B (n+1)n
+1\" 1 Ak
1 n =
nlnnz —lnn_1n< " > —lnn_ln 7?
(n+1)n B (n+1)n  (n+1)n

nao é negativa para todo o n. O numerador é negativo se
1 n
n 1
—<1l& (1 + —) <n
n n
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0 que ndao acontece paran =1 en =2 (paran =1 temos 2 > 1, paran = 2
temos (14 1/2)°> =9/4 > 2).
> B Inn
= —.
n>1

Consideremos a série modular
Inn
Aplicando o critério da comparagio - formulagdo 1, temos

n

LInn

(=1)"—

n

NEDS =S (|<—1>"|-

n>1 n>1 n>1

0 f; }'<i EEZE
n n

sempre que n > e (para que Inn > 1) o que permite concluir que a série

modular é divergente visto que o é a série Y v, de termo geral v, = 1/n. No
n>1
entanto, a série alternada pode ser divergente ou simplesmente convergente.

Example 56 > (—1)" n

— (Solugao: simplesmente convergente)
n>1 N/ M —

Example 57 Nao podemos aplicar a série numérica

sinn
>

n>1

0s critérios da comparagao porque nao é uma série de termos nao-negativos
(note que também ndao é uma série alternada). No entanto, é vdlida a de-
sigualdade
sinn|  [sinn| < 1

2n 2n T 2n

o que, pelo critério referido, permite concluir que a série

2

n>1

0<

sinn
2n

é convergente. Dado que esta é a série modular da série »_ (sinn) /2",
n>1
concluimos a série Y (sinn) /2" é absolutamente convergente. Neste caso,
n>1
revelou-se vantajoso o estudo da série modular.
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1.2 Séries funcionais: caso particular de séries
de poténcias

Quando o termo geral de uma série nao depende s6 de n mas também de
uma varidgvel z, a série diz-se uma série funcional (ou série de funcoes).

Example 58 A série

sin(nz)  sinz  sin(2z) sin(3z) = sin(4x)
Z“"(@:Zn(nﬂ): 2 "6 12 a0 ¢

n>1 n>1

¢ uma série funcional. Dado que, para todo o x € R,

nn+1)] n(n+1)] nn+1) = nn+1) )

sin (nx) ‘_ |sin (nz)|  |sin (na)| 1 1

e a série numérica de termo geral 1/n? é convergente, podemos afirmar que
a série funcional é absolutamente convergente qualquer que seja o valor de
r eR.

Considere o seguinte caso de série funcional, que é particularmente im-
portante por constituir uma generalizagao da no¢ao de polinémio.

Definition 59 Chama-se série de poténcias de x a toda a série da forma
Z Z -1 2 3
un(aj): (Un.xn ):U1+U2'$+U3'ZE +'U4‘ZE 4+ ...
n>1 n>1
Para cada valor de z fixo, a série de poténcias >_ (a, - 2"!) d4 lugar a
n>1
uma série numérica. Em geral, existem valores de x que conduzem a séries

numéricas convergentes (absolutamente ou simplesmente) e valores de = que
conduzem a séries numéricas divergentes.

Example 60 Consideremos a série de poténcias de x

Zun(x)=Z$"_1=1+:r+x2—l—x3+:r4+---

n>1 n>1

em que v, = 1 para todo o n. Para x = 2 temos a série numérica

D un(2) =) 2" =1+2+44+8416+---

n>1 n>1
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que é divergente (o termo geral nao tende para 0). Para x = 1/2 temos a
série numérica

1 1\ 1 1 1 1
n — p— —_— :1 — —_— — — . o
;“ (2) ;(2> HE R RERET

que é absolutamente convergente (é uma série geométrica de razio entre —1
e 1, tal como a sua série modular).

Definition 61 O conjunto de valores de x para os quais a série de poténcias

S up(z) = Y (v, - 2™ 1) € convergente diz-se o dominio de convergén-
n>1 n=1
cta pontual (ou apenas dominio de convergéncia) da série. Quando o

7

dominio de convergéncia é um intervalo, a metade do comprimento desse
intervalo diz-se o raio de convergéncia da série.

Proposition 62 A cada série de poténcias de z, > un(z) = > (v, - 2™71),
n>1 n>1

estd associado um "nimero” R > 0 ou R = +oo tal que se v € |—R, R|

(ou seja, |x| < R) entao a série numérica correspondente é absolutamente

convergente e se v € |—00, —R[U]R, +00[ (ou seja, |x| > R) a série numérica

correspondente é divergente. O wvalor de R é dado por

R =

1
L

em que L é o valor do limite superior
L =Tm?/|v,].
n

Quando ezxiste, o limite lim, |v,11/v,| tem o mesmo wvalor que mm )
Neste caso, também

Un+1
Un,

L =lim

Este resultado nao permite concluir a natureza da série de poténcias para
=R ex=—R (ouseja, || = R). Para estes valores de = ¢ necessario um
estudo particular, ou seja, substituir na série de poténcias a varidvel x por R
e por —R e estudar as séries numéricas

> un(R) =Y (va-R") e Y un(=R)=> [va- (—R)"].

n>1 n>1 n>1 n>1
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Ap6s o estudo destas séries numéricas, os valores R e —R s&o ou nao incluidos
no dominio de convergéncia, mesmo que nestas séries a convergéncia seja
apenas simples.

O estabelecido na Proposicao 62 resulta do critério da raiz de Cauchy
com o estudo do limite

Im </ |un(x)] = Hm<y/|v, - 27| =limy/|v, - 2™ - 27|
n n n
— T /ol o o1 =T (§/oul - /87 - /1)
n n

= T (Tl /el 3/l ) =T (/T 1ol )

= Jo| - T /o] - T o " = |a] - L[ = |2 - L,

e do critério da razao de D’ Alemberg com o estudo do limite

@) e 2™ g - a”
lim = lim = lim |————
no | un(z) n Uy - a1 n |v, - 2"l
— i | Yt A T e B T V1] - ||
— — — ntl
n Uy - T n Uy, n |Un |
~ Jaf-lim 'Tﬂ' I UEES S
n n

aplicados a série modular > |u,(z)] = Y |v, - "7 !. Em ambos os critérios,
n>1 n>1

a condigao de convergéncia |z| - L < 1 é equivalente a |z| < 1/L.
O valor de R é o raio de convergéncia da série de poténcias. Dado o ex-

oo
posto, o raio de convergéncia da série de poténcias > (v, - ") corresponde

n=1
ao limite .
R _— =
1 n
lim,, {/|vy|
e, caso exista, ao limite
1 1 v v
R = = | | = lim % = lim |[—
. Un+1 . Un+1 n |Up41 n | Un41
lim,, |[—— lim,, ——— et et
U, |V, |
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Example 63 A série de poténcias de x

Zun(x):an_1=1+x+x2—l—x3+x4+---,

n>1 n>1

em que v, = 1, é absolutamente convergente sempre que x toma valores no
intervalo aberto |—1, 1] porque

Un+1
Un

L =lim

n

= lim
n

n

1 )
—’ =liml=1
1

donde R =1/L =1/1 =1. A condi¢do de convergéncia absoluta |z| < R é
entao
lz] <1le 1<z <1

Para x € |—oo0, —1[ U |1, +00] a série de poténcias é divergente. Para x =1
temos a série numérica

dun()=>1"1=>"1

n>1 n>1 n>1

que é divergente (o termo geral nao tende para 0). Para x = —1 temos a

série numérica alternada
> un(=D)=> ()"

n>1 n>1

que também é divergente dado que o seu termo geral (—1)""" ndo tem limite
(a subsucessao dos termos de ordem par (—1)2]{771 = —1 tende para —1 e
a subsucessio dos termos de ordem tmpar (=1)**'71 = (=1)* = 1 tende
para 1) logo nao tende para 0. Assim, o dominio de convergéncia da série de
poténcias é D = |—1,1[ e tem raio de convergéncia R = 1. Para cada x €
|—1,1], a série de poténcias de x da lugar a uma série geométrica convergente
de razio x. E entdo possivel, neste caso, obter a funcdo soma pontual da série
de poténcias em |—1,1[ como sendo

primeiro termo 1
flz) = 1— razio  1-a
e escrever
et =ltata? a2t a4 = 1:/5.

n>1
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Example 64 A série de poténcias de x

n

T 1 n
> = S - 2 e

n>1 n>1 n>1

em que v, = 1/[3+ (=1)"*", é absolutamente convergente para x € |—4,4|

porque
L = Tafor] =Tmgf|— | =Tmy—
" n B+ (=1)7] no\ B+ (1))
— 1
= hm —hm :hm

\/3+ \/ 3+ (— w34 (—1)1]

3+ <—1>1 T
donde R=1/L =1/(1/4) = 4. A condi¢do de convergéncia absoluta |x| < R
¢ entao
lz] <4 -4 <z <4

Note que a sucessao 1/ 3 + (—1)"]2 corresponde o limite inferior
1 1 1

B+1?2 4 16

correspondente aos termos de ordem par em que (—1)?* =1 tende para 1, e
o limite superior

111
B+ (- 22 4
correspondente aos termos de ordem impar em que (—1)**71 = —1 tende

para —1. Conforme a Proposi¢cao 62, hd que escolher o limite superior. Para
x € |—00,—4[U 4, +00] a série de poténcias é divergente. Para x = 4 temos

a série numérica n
Uy, (4) = _
Z (4) Z 3+ (_1)77,]2"

n>1 n>1
que € divergente atendendo a que o seu termo geral nao tem limite. Na
verdade, a subsucessdo dos termos de ordem par

42k B 42k B 42k B <1>k
B+ (-D2*  B+1* Byt \4
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tende para 0 mas a subsucessao dos termos de ordem impar

42k—1 J2k—1 J2k—1 J2k—1 (22)21%1
3+ (_1)2k_1]4k—2 - 3 1]4k—2 T g4k—2  92(2k-1)  92(2k-1) 1
tende para 1. Para x = —4 temos a série numérica
(_4)” n 4"
Up(—4) =) = ()
; ; 3+ (=1)")* ; 3+ (=1)")*

que é divergente porque o seu termo geral nao tem limite. Na verdade, a
subsucessao dos termos de ordem par

ok 42k _ 42k B 42k _ 1 k
(1) B+ (—)H*  Bryu® Bey® (4)

tende para 0 mas a subsucessao dos termos de ordem impar

(_1)2;{71 42k—1 _ _ﬂ _ _4%—1 . 42k—1
3+ (_1)21%1]4’6*2 3— 1]41%2 94k—2 92(2k—1)
(22)2k—1
“peEn

tende para —1. Assim, o dominio de convergéncia da série de poténcias é

D =1]-4,4].
Example 65 A série de poténcias de x
I G =" .
> (@) =) 5= |
n>1 n>1 n>1

em que v, = (—1)"/(n-2"), é absolutamente convergente para x € |—2,2|
porque

(_1)n+1
L = tim|lt| gy 202 D2
no| o n (=" no (=) (n41) .20
n-2n
SN I Gt o) KR PO ok 20 RO o I
no | (=1)n-(n+1)-27-2 n|(n+1)-2 n |(n+1)-2
: n . n .n 11
= lim—— =lim =lim— =lim= = =,
n (n+1)-2 n 2n+ 2 n 2n n 2 2



donde )
R = — =

=2
L

o= =

A condigao de convergéncia absoluta |x| < R é entao
] <2& -2 <z <2

Para x € |—00, —2[U]2, +00] a série de poténcias é divergente. Para x = —2
temos a série numérica

—-1)"(-2)" 2" 1
I R D I s RO

n>1 n>1 n>1

que é divergente (a série harmdnica). Para x = 2 temos a série numérica

1) on —1)" 1,
S =Y S = EE - L]

n>1 n>1 n>1 n>1

E uma série alternada que, pelo critério de Leibnitz, é convergente (pois
v, = 1/n é decrescente, v, = 1/n > 0 e lim, v, = lim,, (1/n) = 0). Assim,
o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = [—2,2[ embora a
convergéncia seja simples em x = 2.

Example 66 A série de poténcias de x

S = e =3 (e
" 2n —1 2n —1 ’
n>1 n>1 n>1
em que v, = 1/ (2n — 1), é absolutamente convergente para x € |—1, 1] porque
1
n — 2n—1 2n—1

Lzlimerl zlimM:hmn—:im n

n | o, n 1 n |2(n+1)—1 n |2n 41

2n —1
2n—1 2
— lim——— = lim=— =lim1 =1

n 2n+1 n 2n  on

donde R =1/L =1/1 =1. A condi¢do de convergéncia absoluta |z| < R é
entao
lz]<1le 1<z <.
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Note que fazendo directamente do termo geral

22(n+1)—1
Ups1(T) 2(n+1)—1 2= (9 — 1)
no | un(7) n " n [2(n+1)—1] 2?1
2n—1
2n—|—1_2 -1 2n—1 | 2_2 -1
:lim]j (2n )zlimx r- (20 )
no|(2n+1) - 220t n | (2n+41)- a2t
2. 2n—-1 2n —1
— lim - (2n—-1) — lim ( |2?] - n
n 2n+1 n 2n + 1
2n —1
2 1 2 2
pu— l = pu—
YO v

obtemos o mesmo intervalo de valores de x pois hd que exigir (pelo critério
da razao de D’Alemberg)

P<le-—l<r<l.

Para x € |—oo0, —1[ U |1, +00]| a série de poténcias é divergente. Para x =1
temos a série numérica

12n71 1
2 () =3 5= :;271—1

n>1 n>1

que é divergente por compara¢do com a série harmdnica (atendendo ao limite

1
.o 2n—1 _ o7 1
1 =1 =—-#0
S T R e
n
de valor finito nao-nulo). Para x = —1 temos a série numérica
(_1)21171 —1 1
—1 = _ = = —
P D B s MD BE veus it DE e
n>1 n>1 n>1 n>1
que, tal como a série 5 T ¢ divergente. Assim, o dominio de con-
n>1 4N —
vergéncia da série de poténcias é D = |—1,1].
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Se R = 400 (caso em que sao nulos os limites lim,, {/|v,| e lim,, [v,11/v,])
entao o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = R.

Example 67 A série de poténcias de x

>

n>1 n>1

]' n
-3 ()
n>1

"2 ¢ absolutamente convergente para todo o x € R porque

em que v, = 1/n

_wn
L = hm |Un| —hm —hm hm ¢ lim
v e R e e

:hm— —:—:0

P T v

donde R =1/L =1/0 = +o0. Assim, o dominio de convergéncia da série de
poténcias ¢ D =R e, para todos os valores de x, a convergéncia é absoluta.

Example 68 A série de poténcias de x

Sl =5 =3 ().

n>1 n>1 n>1

em que v, = 1/n!, é absolutamente convergente para todo o x € R porque

1
|
L = lim Unt1 = lim (nt1) = lim v
no| vy n 1 n | (n+1)!
n!
! 1
— lim—  —lim —0

n (n+1)-n non+1

donde R =1/L =1/0 = +o0. Assim, o dominio de convergéncia da série de
poténcias é D = R e, para todos os valores de x, a convergéncia é absoluta.

Se R = 0 (caso em que s@o +o0o os limites lim, {/|v,| e limy, |v,11/v,])
entdao o dominio de convergéncia da série de poténcias ¢ D = {0}.
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Example 69 A série de poténcias de x

Z up(z) = Z nlz",

n>1 n>1

em que v, = n!, é absolutamente convergente para x € |—1,1[ porque

L =lim im——— =lim(n+1) = +o0

n! n n!

(n—l—l)!':l. (n+1)n!

donde R=1/L =1/400=0. A condi¢io de convergéncia absoluta |x| < R
é entao |z| < 0. Assim nédo existem valores de x para os quais a série é
absolutamente convergente. Da condi¢io |x| < R, que neste caso é |x| >
0 (equivalente a = # 0), concluimos que a série de poténcias é divergente
sempre que x € R\ {0}. Para x =0 temos a série numérica

S w0 =30 =30
n>1 n>1 n>1

que é absolutamente convergente. Assim, o dominio de convergéncia da série
de poténcias é D = {0}.
Considere o caso, mais geral, de séries de poténcias de z — a.

Definition 70 Chama-se série de poténcias de v — a a toda a série da
forma
n—1

Zun(:ﬁ—a):Z[vn-(x—a) |

n>1 n>1
Proposition 71 A série de poténcias Y [v, - (z — a)"il] ¢ absolutamente

n>1

convergente para os valores de x que verifiquem x € Ja — R,a + R| (ou seja,
|z —a] < R) e divergente para x € ]—o0,a — R[ U Ja+ R,+o00[ (ou seja,
|z —a| > R) em que R é dado por

1
R==
L

ou L =Tm?i/|v,|.
n

Se |x — a| > R entdo a série de poténcias é divergente.

com
Un+1

Un

L =lim

n
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Parax =a— R ez =a+ R (ouseja, |r — a| = R) é necessdrio um estudo
particular.

Example 72 A série de poténcias de x — 1

Sl =3 =S ey

n>1 n>1 n>1

em que v, = 1/n?, é absolutamente convergente para x € ]0,2[ porque

1
— ,
L = lim Unt1 = lim M = lim i
o o B A W e ) ey
n2
2 2
= lim SR CRR—— llmn——hml—l

n nZ4+2n-+1 n n2

donde R=1/L =1/1 = 1. A condi¢io de convergéncia absoluta |v — 1| < R
é entao

zr—1l<le-l<zr-1<lel<z<2
Para x € |—00,0[ U ]2,400[ a série de poténcias é divergente. Para x = 0
temos a série numérica alternada

0—1 1"
Suo-p=y s CED

n>1 n>1 n>1

que é absolutamente convergente (a sua série modular é a série de Dirichlet
com « = 2). Para x = 2 temos a série numérica

2 —1)" 1
;me:;Lﬁlzgﬁ

que é absolutamente convergente. Assim, o dominio de convergéncia da série
de poténcias ¢ D = [0,2] e para todos os valores de x em D a convergéncia
é absoluta.
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1.2.1 Desenvolvimentos de Taylor e de MacLaurin

As séries de poténcias de © — a (e de x) surgem, de forma natural, a partir
do desenvolvimento de Taylor de uma funcao real de varidvel real f(z).

Definition 73 Sejam f : Dy C R — R uma func¢ao real de varidvel real e
a € Dy um ponto interior a Dy. Se existem com valor real as derivadas de
todas as ordens da fun¢io f no ponto a define-se o desenvolvimento (ou
série) de Taylor de f no ponto x = a como sendo

"(a ) (3) a
1@ = @+ e-a s D e e D ey
f(a) n—
= 2y e
Quando a = 0, o desenvolvimento
" (3) (n—1)
f(x) = f(0)+ f'(0) -z + / Q(CL) N / 3!@ e ZEH-W*

diz-se o desenvolvimento (ou série) de MacLaurin de f.

Assume-se que f((a) = f(a). O factorial de n > 1, que é denotado por
n!, é dado por
nl=n-(n—1)-(n—2)----- 3-2-1

e, por convencao, o factorial de 0 é 1, 0! = 1. Note que 1 = 1l e 2 =
2!. O desenvolvimento de Taylor é uma série de poténcias de x — a e o
desenvolvimento de MacLaurin é uma série de poténcias de x.

Example 74 Dada f(x) = (z + 3) sabemos que f(x) = 2% + 62+ 9 (caso
notdvel). FEsta forma de escrever f como poténcias de x também resulta
do desenvolvimento de MacLaurin. De facto, temos f(0) = (0+3)* = 0,
F(0) = 2(0+3)],0 =23 = 6, f/(0) = 2,y = 2 ¢ f"(0) = FD(0) =
fO0)="---=0, logo

2 0 0 0
f(:c)=9+6-x+§-x2+§-x3+a-x4+a-x5+---:9+6x+x2.
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Example 75 O desenvolvimento de MacLaurin da funcdo y = expx é

0 0 0
expl‘ = expo-’—expo.x_i_%.x2+%.x3+%.x4+...
_ 1 2 1 3 1 4 o 1 n
= ltlaotg o+ o'+ +---—me
n>1
para todo o x € D = R, dado que as derivadas de todas as ordens de

f(z) = expx é f"(x) = expx. O dominio de convergéncia ¢ D = R da
série de poténcias de x obtida resulta da aplicagao da Proposi¢io 62 (con-
forme feito num exemplo anterior). Dado este desenvolvimento, obtemos o
desenvolvimento de MacLaurin da fun¢ao y = exp (—x) como sendo

exp (—z) = Z % (—x)" = Z % (—)" 2" = Z (_nil‘)nx"

Example 76 A funcao f(x) = sinx tem dominio Dy = R. As suas derivadas
sao dadas por

f'(x) =cosz, f'(x)=—sinz, f"(x)=—cosz, [fH(z)=sinz, ...
que se generaliza como

FOr () = sina,  fOI(r) = cosa,

féA(z) = —sinz, fUY(z) = —cosz,
para todo o n. No ponto x =0, temos
feH) =0, f40) =1, f0)=0, fUV0) = -1

Assim, sinx € igual a

1 3 1 5 1 7 E:( 1)"11 2n—1

para todo o x € D =R. A obtencao do dominio de convergéncia da série de
poténcias de x obtida,

_ (—)""
;“"(“”> - ; 2n—11°
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resulta da aplicagdo da Proposi¢io 62. De facto, comv, = (—1)""" / (2n — 1)!
temos

-y (=1)"
L o= lim |9 — g |2 D=1 (Gt DY
mo| Un " ()" wl (=t
(2n —1)! (2n —1)!
_ (=D"-@2n-D! | _ (=)™ (=1)- (2n — 1)!
ol @2n4+ D (=D n {(2n+1)-(2n) - 20— 1) (=)
= lim (=) = lim =1 = lim !

n

(2n+1)-(2n)
B 1 1,
~ (400) - (+00)  +oo

donde R=1/L =1/0 = 4oc.
Por derivagao (em ordem a ) da igualdade

e
S T —-j{: [Zﬁ%ﬁ:?ijix ]

n>1

n |(2n+1)-(2n)] n» (2n+1)-(2n)

(note que a derivada da soma é a soma das derivadas) obtém-se

—1)™ ! an—1-1 )"
cosx:Z ﬁ@n—l)x ]:Z[ﬁx ]

n>1 n>1

para todo o © € R (note que (2n — 1)! = (2n — 1) (2n — 2)!), que é o desen-
volvimento de MacLaurin da funcdo y = cos .

1.3 Exercicios propostos com solucao

1. Determine a natureza e, caso exista, a soma de cada uma das seguintes
séries numéricas:

1
(a) T (Solugao: convergente, S = 1/2)
n>1

(b) > (2) (Solugao: convergente, S = 2/3)

n>1 5
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A
©
]

n n-+2

n>1

1 1
(— — ) (Solugao: convergente, S = 3/2)
3

3n—1

(d) > ( 5 ) (Solugdo: convergente, S = 67/40)

(Solugao: divergente)

3

A%

—_
\&}

(Solugao: convergente, S =5/12)

(Solugao: convergente, S =5/3)

(Solugao: convergente, S = 61/140)

1 1
(n) (3n 19 - 3n+ 5) (Solugdo: convergente, S = 1/5)

(Solugdo: convergente, S = 1)

4 4
on—1  dn+9

) (Solugdo: convergente, S = 66/133)

n+3 n+5

2n +1

@ (n +1 n+ 3> (Solugdo: convergente, S = —11/15)
(v 5

) (Solugdo: simplesmente converg., S = 1)
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6
(s) ,El(n+1)(n+2)(n+3)

10n + 22 .
(t) nzz:l e (Solugdo: simpl. converg., S = 15/4)

(Solugao: simpl. converg., S =1/2)

2. Analisando o termo geral, determine a natureza de cada uma das

seguintes séries numéricas:

n2

(Solugao: divergente)

(a) nz>:1 n? +1
(b) Z —  (Solugao: divergente)
ns1n
n?+2n+ 10
®)§:%ﬁ—3n+1

n>1

(Solugdo: divergente)

+1
(d) nz>:1 T (Solugao: divergente)
(e ) (Solugdo: divergente)
DY (1 + ) (Solugao: divergente)
n>1

(1 > (Solugao: divergente)

n>1
Z \?/”—— N ) (Solugdo: divergente)
n>1

: n®+n—1 o

@) & 305 —n + cosn (Solugdo: divergente)

27’L 1 1
(j) ; 2:_1 (Solugao: divergente)

3. Estude, por comparagao, a natureza das seguintes séries numéricas:

(a) > o 5 (Solugdo: convergente)
n>1 4l

1
(b) n; —

(Solugao: divergente)
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1
© &V

() ¥ —5—

n21n2+n+1

1
(e) 7; PR

2
() nzz:l v8nZ —1

n?sin L
(g) S —% (Solugdo: divergente)

n>1 vV n? +1

4. Utilize séries de Dirichlet para determinar a natureza das seguintes
séries numéricas de termos nao-negativos:

(Solugdo: convergente)
(Solugao: divergente)
(Solugdo: convergente)

(Solugao: divergente)

n
a Solucao: convergente
n 4+ 2n — 2

(b) >

n>1 3n? + 2n? +1

(© ¥ —tL

S1n2(n+1)°

(Solugao: divergente)
(Solugdo: convergente)

(d) ;;1# (Solugao: divergente)
1
(e) > sin o (Solugdo: convergente)

n>1

) > nsin% (Solugdo: divergente)

n>1

2
(g) > tan— (Solugdo: convergente)
n

n>1

(h) > msin

n>1 n

1
1 In{l+—— Solucao: convergente
) S (1+7=) (Sohs gente)

(Solugao: divergente)
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) vVn? + 1
) X =7—=
n>1T n—1

5. Utilize o critério da razao de Cauchy para classificar, quanto a natureza,
as séries numéricas com os seguintes termos gerais:

(Solugao: convergente)

2 \"
(a) u, = (32 i 2) (Solugao: convergente)

4 1\"
(b) u, = (3215> (Solugdo: divergente)

2
2 4\"
(¢) u, = (QZ i 1) (Solugdo: divergente)

o+ 1\"
(d) u, = (22 i 4> (Solugdo: convergente)

6. Utilize o critério da razao de D’ Alemberg para classificar, quanto &
natureza, as séries numeéricas cujos termos gerais sao os seguintes:

1

(a) u, = T (Solugao: convergente)
n.p
(b) u, = ﬁ (Solugdo: inconclusivo)
2n—1
(€) u, = nQn (Solugao: convergente)
2n—1
(d) u, = 7—2 (Solugao: convergente)
nt- 2"
n! .
(e) u, = o (Solugdo: divergente)
3" (n!)?
(f) u, = % (Solugdo: convergente)
n)!
- (2n)!
(g) un, = %(:';2 (Solugdo: divergente)
1 2 3
(h) u, = (n+1) (7134_3 ) (n+3) (Solugdo: convergente)
ne - o"
2
1
(i) u, = n T (Solugao: convergente)
n!
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2.5.8 .. -1
() u, = T 2 ) S '''' Eiz — 3; (Solugao: convergente)
2 4G D)
(k) u, = 6 (2n) (Solugao: divergente)

(Solugdo: convergente)

7. Estude quanto & convergéncia simples e absoluta as seguintes séries
numéricas alternadas:

[ 2 1
(a) ngl (—1)"#4;3)] (Solugdo: simplesmente convergente)
[ 1
(b) 7; _(—1)” 27:1—: 3} (Solugdo: divergente)
- 21
(c) n; _(—1)n+1 o —1-3722 i—n n 71 (Solugdo: absolut. convergente)

357+ (2n+1) -
(d) > |(-1) SE S G = 1)} (Solugao: absolut. converg,.)

"2
(e) n§>:1 (—1)”%] (Solugdo: absolutamente convergente)
n - cos (nm)

() >

Solucao: divergente
PR (Solug gente)

8. Estude, em fungao de x € R, a natureza das seguintes séries de potén-
cias de x:

(a) > 22" 1 (Solugdo: absolutamente convergente se x € |—1, 1)
n>1

(b) > % (Solugdo: absolutamente convergente se © € |—1,1] e
n

n>1
simplesmente convergente se x = —1)
2n—2
(c) > (—1)”_1I— (Solugdo: absolut. convergente em R)
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(d) E —  (Solugao: absolutamente convergente se z € |—1,1[ e
n>1

snmplesmente convergente se © = —1)

—1)? 1
(e) > {ix”] (Solugao: absolutamente convergente se x €
n>1 n

|—1, 1] e simplesmente convergente se z = 1)

x
() > o (Solugao: absolutamente convergente se x € |—2,2[ e
n>11"
simplesmente convergente se r = —2)

(g) > (—1)"*1%1 (Solugdo: absolut. convergente se x € [—1, 1])

(h) 3 (22)" (Solugdo: absolut. convergente se x € |—1/2,1/2[)

n>1

- 0"
i) > (—1)”+1ﬂ] (Solugdo: absolutamente convergente se x €
n>1

|—1/2,1/2[ e simplesmente convergente se z = 1/2)
2
G) > (2z)" (Solugao: absolutamente convergente se x € |—1/2,1/2]
n>1 T
e simplesmente convergente se x = —1/2)
(k) > (395)"2 (Solugao: absolut. convergente se x € |—1/3,1/3])
n>1
oy | (””)" (Solugdo: absolut €1-2,2))
= olugao: absolut. converg. se z € |—
n>1 n+1\2 ¢ Vere ’

9. Estude, em funcao de = € R, a natureza das seguintes séries de potén-
cias de z — a:

(a) > (x—2)" (Solugao: absolutamente convergente se = € |1, 3])
n>1

2(1 —x)"

b kSl
(b) 2 =

e simplesmente convergente se x = 2)

(Solugao: absolutamente convergente se x € ]0, 2]

(c) Z n(z—2)""1 (Solugdo: absolutamente convergente se x € |1, 3[)

(z —2)"

O e

n>1
10,4[ e simplesmente convergente se z = 0)

(Solugdo: absolutamente convergente se x €
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n(x —2)"
©) 2 =
(f) > 2"(x—3)" (Solugao: absolutamente convergente se = € [2, 4])

n>1

(Solugao: absolutamente convergente se z € [1, 3])

. (x —3)"
() n; (=1) Cn+1) - vVn+1

gente se = € [2,4])

m) 3 n!(z —: 3)"

n>1 n

i ¥ (e

n>1 (2n,+-1)!

(Solugdo: absolutamente conver-

(Solugao: absolut. converg. sex € |—3 — e, e — 3[)
(Solugdo: absolut. convergente em R)

1
(G) >2 {—(m - 2)”1 (Solugdo: absolutamente convergente se z €
n>1 [T

|1, 3[ e simplesmente convergente se = € {1,3})

(k) 3 [n(z—1)""'] (Solugdo: absolut. convergente se z € ]0,2[)

w2 1z 5)"

n>1 2

(Solugao: absolut. converg. sex € |34/7,36/7[)

10. Determine os valores de x € R para os quais os seguintes desen-
volvimentos em série de poténcias de x convergem para as respectivas

funcoes:
(a) : = 1+z+22+23+- - -+2" 1+ .- (Solugio: absolutamente
—x

convergente se z € |—1, 1])

(b) exp(2z) = 1+ 2z + 2% + 5353 +oe Tt (< z) ] + -+ (Solugéo:
! n—1)!
absolutamente convergente em R)
2 2,1 a1 L ~
(c) exp(z?) =1+=x —|—§x +6x Tt — (Solugao: abso-
n!
lutamente convergente em R)
3n—1

2
(d) zexp(3z) = x+3m2+§x3+€7x4+- 4 1)

absolutamente convergente em R)

"+ (Solugdo:
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2 n—1

In"" "a

1
(e) a®* =14+ xlna+ xQ% +-- 4+ (= 1>!x”*1 + -+ (Solugao:
absolutamente convergente em R)
1 1 1 —1)n!
(f) In|1 + = :m—§x2+§x3—1x4+---+( ) a"+- - (Solugdo:

absolutamente convergente se x € |—1, 1 e simplesmente conver-
gente em x = 1)

1 1 (=)t
arctanz =z — 2%+ —2° — - + ——a? 1 ... (Solugdo:
absolutamente convergente se x € |—1, 1] e simplesmente conver-

gente em x € {—1,1})

1 1 1 "
(h) In|l — x| = —x—§x2—§x3—1x4—- A (Solugdo: abso-
n
lutamente convergente se € |—1, 1| e simplesmente convergente
emzr = —1)
1 2 2 2
(i) In 1 1L i =2z + §x3 + ng’ +-e mx%_l +--+  (Solugéo:
absolutamente convergente se x € |—1, 1])
In |2z + 1 8 PSS

(j) =2-2r+ §x2 o (=) +--- (Solugao:
x
absolutamente convergente se x € |—1/2,1/2[ e simplesmente con-
vergente em v = 1/2)
(22)°  (22)"
ST TR

(Solugao: absolutamente convergente em R)

n—1 (21”)2”72
(2n —2)!

(k) cos(2z) = 1 —

2277,—1 2n
(1) cos?z =1+ {(—1)”—x] (Solugdo: absolutamente con-
vergente em R)
—1)"-1-3-5----- o — 3
(m) Vi+z=1+> (=) ST (2n )x"+ (Solugao:
n>1 n.nl
absolutamente convergente se = € [—1,1])
1 (—1)*-1-3-5--- (20— 1) - 2"

n) ——— =14
()\/l—l——x nz>:1 nl.2n

absolutamente co;lvergente se © € |—1, 1] e simplesmente conver-
gente em xz = 1)

(Solugdo:

ol



x :x+z(—1)"~1-3-5 ----- (2n —1) - "+t
V14 x n>1 n!.2n

absolutamente convergente se x € |—1, 1] e simplesmente conver-
gente em x = 1)

(0)

(Solugdo:

N.3.7.11.....(4n_5).xn+2

-1
(p) *V1i+z =2+ (=1) (Solu
n>1 nl - 4n
¢Go: absolutamente convergente se x € [—1,1])
(=1)"-1-3-5----- (Qn_l).x2”+1

1 1+22) =

(@) In (z +V1+2?) x—l—% 2 @0t 1)
(Solugdo: absolutamente convergente se x € [—1, 1])

3

(1—2)(2zx+1)
(Solugdo: absolutamente convergente se x € |—1/2,1/2])

(1) =3-3x+92%— - 4 [14 (=1)" 127 2" L ...

11. Determine os valores de x € R para os quais os seguintes desenvolvi-
mentos em série de poténcias de x — a convergem para as respectivas
funcoes:

(a) ﬁn(2x)::sh14+—§:’?”SHl(ng—%4>£E;:gxq (Solugdo: ab-

n>1 7'L‘
solutamente convergente em R)
0\ 2n

(b) sinz =145 [(-1)" u (Solugao: absolutamente con-
vergente em R)

e(z—1)" N

c) expr =e ———— (Solugdo: absolut. convergente em

(c) +> ' (Sol bsolut t R)

n>1
1 1 1 1 —2)"

(d) —= 5_Z(x_2)+§(x_2)2_...+(_1)n1%+...

(Solugao: absolutamente convergente se = € |0, 4[)
1 1)"

(e) ln|x]:—(x+1)—§(x+1)2—---—u+ (Solugao:
absolutamente convergente se x € |—2,0[ e simplesmente conver-
gente em r = —2)

e B
(f) Injz| = In2+ (=) 2(x ) (Solugao: absolutamente
n>1 n-2"

convergente se = € |0, 4] e simplesmente convergente em x = 4)
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