[Elaborado por Rosério Laureano]

Sobre séries de Mengoli

Uma série numérica com a forma geral

Zun = Z (an - anﬂ?) )

n>1 n>1

para certo p € N, é designada por série de Mengoli (telescépica ou re-
dutivel). O termo geral da sucessdo de somas parciais é dado por

Sn:a1+a2+"'+ap_p'an-

Concluimos entao que a série é convergente se existir, e com valor finito, o limite
lima,, e é divergente no caso contrario. Quando existe, a soma da série é dada
por

Szligln(al—i—ag—I—---—I—ap—p-an):al—l—az—l—---—l—ap—p-li;nan
e podemos escrever

Zun = Z(an—an+p) =ar+az+--+ap—p-lima,.
n>1 n>1

Remark 1 No caso da série se iniciar para valores de n superiores a 1, ela
pode ser escrita com base na série respectiva para n > 1, sempre que esta faca
sentido. Por exemplo,
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com n=1 com n=2 com n=3
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Zn(n—|—2)

n>1

Dado que a soma da série

¢S =3/4 (exercicio 3.3 do Caderno), a soma S" da série dada é
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Example 2 A série numérica

> e
=i (n+1)(n+2)
é uma série de Mengoli porque existe p € N tal que

3
Zn(n+1)(n+2) :Z(a”_a"ﬂ’)'

n>1 n>1



Na verdade, existe uma constante real A tal que

3 A A
nn+1)(n+2) nm+1) @n+1)(n+2)

Reduzindo ao mesmo denominador, a igualdade anterior é equivalente a

3 _ A(n+2) An _ A(n+2) - An
nn+1)(n+2) nhn+1)n+2 nh+1)(n+2) nn+1)(n+2)

de que resultam as igualdades
3=An+2)—An<3=An+2A-An<3=2A< A=3/2.

Temos entao

3 - 3/2 3/2
Zn(n+1)(n+2) B 22:( (n+1) (n+1)(n+2))
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o que mostra tratar-se de uma série de Mengoli com

3
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ap =

e p=1. E uma série convergente cuja soma é dada por
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Example 3 A série numérica

pode ser escrita como

visto que paran =1 se obtem o termo u; = 1/3. Esta ultima série é de Mengoli
porque existe p € N tal que

1
ZWZZ(Gn—Gn+p)~

n>1 n>1



Na verdade, dadas as igualdades
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temos
Siwry = 2w )
nzln(n—l—Q) = 2n 2(n+2)
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com a, =1/ (2n) e p=2. E uma série convergente cuja soma é dada por
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Como tal, a série dada tem soma
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Example 4 (Ezerc. 3.5 do Caderno) A série numérica

1
Zn(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

n>1

é uma série de Mengoli porque existe p € N tal que

1
§”<n+1><n+2)<n+3><n+4) =2 (n —any).

Na verdade, existe uma constante real A tal que a frac¢ao

1
nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)

é igual o diferenca de fracgoes

A A

nn+1)(n+2)(n+3) (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)’

ou seja, & diferenca de fracgées (de denominadores iguais)

A(n+4) An

nn+1)(n+2)(n+3)(n+4) nnh+)n+2)(n+3)(n+4)

Temos entdo

1 A(n+4)— An

nn+1)(n+2)(n+3)(n+4) nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)




de que resultam as igualdades
l1=An+4)—-Ansl=An+4A-Ans1=4A A=1/4

Assim, a série

1
Zn(n+1)(n—|—2)(n+3)(n+4)

n>1

pode ser escrita como

1/4 - 1/4
Z<n(n—|—1)(n-i—2)(n—i—3) (n+1)(n+2)(n—|—3)(n+4))

n>1

ou ainda,
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0 que mostra tratar-se de uma série de Mengoli com

1
dn(n+1)(n+2)(n+3)

Ay =

e p=1. E uma série convergente cuja soma é dada por
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Example 5 A série numérica

n
Zlnn+1

n>1

é uma série de Mengoli porque

Zlnnil :Z[lnn—ln(n—l—l)].

n>1 n>1

Assim temos o termo geral com a estrutura o, — Gnyp cOMm Gy, =Inn e p = 1.
E uma série divergente dado o limite de a,, nao tem valor finito. De facto,

lima,, = limlnn = +o0.
n n



