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1 Programacao Linear (PL) — um caso par-
ticular de Programacao Matematica

A Programagao Matemdtica é uma drea fundamental da Investigacao
Operacional de apoio a Processos de Decisao (o termo "programagao" deve
ser entendido como "planeamento" com vista a alcancar determinados ob-
jectivos).

Em Programacao Matematica sao abordados problemas (ou modelos) de
maximizacao de lucros — problemas de tipo MAX — ou de minimizacao de
custos — problemas de tipo MIN —, que estudam o efeito de certas restricoes
(ou condicionamentos) sobre os valores de uma dada funcao. Esta fungao é
designada por fungao objectivo (f.0.) e diz-se sujeita as (s.a.) restri¢oes
referidas. Essas restricoes sao frequentemente definidas por desigualdades,
pois exprimem limites mdximos ou limites minimos de recursos ou de niveis
de actividade.

Resolver um problema de Programacgao Matemética é obter o(s) ponto(s)
6ptimo (ou solugao 6ptima). Este(s) corresponde(m) a ponto(s) de
maximo, num problema MAX(f), e a ponto(s) de minimo num problema
MIN( f).

A forma (ou modelo) geral de um problema de Programagao Mateméti-
ca com n varidveis independentes e m restricoes é dada por

4
01 (21, T2, .. ) (S,
§02 (.]]1,.]32,...,]3n> (

OPT Z = f(a1,@, - sTn) 880 (000 0y (<>2) 0

1, %2, ..., Ty (> 0,<0, livre)

\
A fo. f(xy,29,...,1,) estd sujeita a m restrigoes definidas por ¢y, s,

.y Q- As n varidveis independentes 1, s, . . ., x,, dizem-se as varidveis de
decisao do problema por serem as que descrevem completamente as decisoes
a tomar. Asm restrigoes definidas por ¢; (1, s, ..., x,),comi = 1,2 ... m,
sdo designadas por restrigoes técnicas (ou funcionais) e as n imposigoes

T1,Toy. .., Ty (>0,<0, livre),
relativas ao sinal admitido para cada uma das varidveis de decisao, sao de-

signadas por restrigoes légicas (ou restrigoes de sinal).
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O conjunto S de todos os pontos (1, z, . .., T,) € Dy C R™ que verificam
as m restrigoes técnicas e as n restrigoes logicas formam a regiao admissivel
(conjunto de oportunidades ou espago de solugoes admissiveis). Se a
regiao admissivel .S é um conjunto vazio entao o problema diz-se impossivel.

Remark 1 Um problema de minimiza¢ao, MIN(f), numa certa regiao ad-
missivel S é equivalente ao problema de mazximiza¢cao MAX(—f) na mesma
regiao admissivel (ou seja, mantendo as mesmas restri¢oes técnicas e légicas).

Na resolugao de problemas de Programacao Matemética sao aplicados
métodos que vao para além do conhecido método dos multiplicadores de La-
grange, usado quando as restricdes sdo dadas por igualdades. E o caso do
método de Kuhn-Tucker, um método muito geral que generaliza o método dos
multiplicadores de Lagrange. Note-se, no entanto, que enquanto o método
dos multiplicadores de Lagrange se aplica apenas para m < n, em proble-
mas de Programacao Matemadtica nao existe limitagao para o nimero m de
restrigoes desde que estas definam uma regiao admissivel S nao-vazia.

1.1 Programacao Linear (PL)

A Programacao Linear (PL) ¢ um ramo da Programagao Matematica.
Aborda problemas (ou modelos) em que as fungdes f e ¢, comi = 1,2,... m,
sao fungoes lineares dos respectivos argumentos (portanto, matricialmente
"representaveis" ).

Um problema de PL pode ser formulado na forma (ou modelo) geral
como

OPT Z = ci-oi+c-azo+-+cp -y
((ay Tt ap Tt a T, (<>
Qg1 -1+ Qoo - To+ -+ -+ agn - Ty (<,>,=) by

s.a.
Al T1+ Ap2 - T2+ -+ Ay, - Ty <§727:> bm ’
| 71, %2,..., 7, (= 0,0, livre)
onde os coeficientes ¢; (com j = 1,2,...,n), b; (com i = 1,2,...,m) e a;;
(com i = 1,2,...,m e j = 1,2,...,n) sdo constantes reais. A varidvel

dependente Z corresponde ao valor da f.o.

[ (z1,22,...,2,) = 101 + CoT2 + - - + Ty
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e traduz o lucro (num problema MAX( f)) ou o custo (num problema MIN( f))

associado ao problema. Cada coeficiente c;, com j = 1,2,...,n, diz-se o
coeficiente da varidgvel de decisao = na f.o. e traduz o lucro unitério ou o custo
unitdrio associado a essa varidvel. Cada coeficiente b;, onde 1 = 1,2,...,m,

diz-se o termo independente da i-ésima restricao técnica R;.

Um problema MAX(f) de PL pode ser formulado na forma canénica
(ou standard) como

MAX 7 = ci-x1+c-2o+--+c, T,
(a1 T+ ap T+t ar, T, < by
Qg1 - T1 + Qo - Ty + -+ 4 Aoy - Ty, < by

S.a.
aml'x1+am2'x2+"'+amn'xnSbm

L T1,%2y--+,Tn >0
em que todas as varigveis de decisdao sdo nao-negativas'. A varidvel depen-
dente Z traduz o lucro (num problema MAX) e cada coeficiente ¢;, onde
Jj = 1,2,...,n, traduz o lucro unitdrio associado a varidvel de decisao x;.
Esta forma candénica pode ser resumida como
n .
n ijl(aij~xj)§bi, z:1,2,...,m
MAX 7= E (¢j-xj) s.a.
j=1 z; >0, j=12,....n

1'Um problema MIN(f) de PL pode ser formulado na forma (ou modelo) canénica
(ou standard) como

a11-T1+a12 -T2+ -+ Q1p - T > b1
a21 - T1 4G22 - T2 + -+ 4 G2 - Ty > b2

MIN Z = ci-miteyot:Fep-Zp Sa. Gm1 Tl + am2 - T2+ + Qmn * Tn 2> by

T1,T2, ..., Ty >0

em que todas as varidveis de decisdo sdo ndo-negativas. A varidvel dependente Z traduz o
custo e cada coeficiente ¢;, com j = 1,2,...,n, traduz o custo unitario associado a varidvel
de decisao ;.



Matricialmente, esta forma canénica é dada por

A -X<B
MAX 7Z=CT.X s.a.
X >0

em que X é a matriz coluna das varidveis de decisao do problema, CT é
a matriz linha dos coeficientes ¢; da f.o., A é a matriz de m linhas dos
coeficientes presentes nas m restrigdes técnicas (A é uma matriz de tipo
m X n) e B é a matriz coluna dos termos independentes b; do lado direito de
cada restri¢ao técnica R;.

Obtencgao da forma candnica (a partir da forma geral). Quando
na forma geral existe uma varidvel de decisao x; negativa, efectuamos a
substituicao dessa varidvel por —x,.1 , com z,,; > 0, em todo o problema
(tanto na f.o. f como nas m restrigoes técnicas). No caso de existir, na
forma geral, uma varidvel de decisao x; livre, devemos consideré-la como a
diferenca de duas outras varidveis novas nao-negativas, ; = Tpi1 — Tni2 ,
com 11 > 0 ez, > 0, e substitui-la como tal tanto na f.o. f como nas
m restricoes técnicas.

Example 2 Ao problema de PL (na forma geral)
31 + 22+ 23 < —1
MAX Z =)+ 205+ 603 sa. { 201 Ho727 73S
1 >0, 20 <0, x3 livre
corresponde, fazendo x9 = —x4 € x3 = x5 — xg, a forma candnica
3r1 — T4+ x5 — x5 < —1
MAX Z =ux1—2x4+ 625 — 625 s.0q. 211 = 5T4 — @5 + 7 < 13
T1,T4, L5, 2T > 0
Um conjunto S C R"™ diz-se convexo se

r+(1—-60)ze S

sempre que x,ZT € S e § toma valores no intervalo [0, 1]. Quando 6 percorre
o intervalo unitdrio [0, 1], a expressao fx + (1 — 0) T — designada por combi-
nagao convexa de x e T — gera todos os pontos do segmento de recta que



une o ponto x ao ponto r. Assim, sempre que os pontos x e T pertencem a
S, também estd contido em S o segmento de recta que os une. Um ponto de
S diz-se ponto extremo se nao se pode exprimir como combinacao convexa
de outros dois pontos de S.

Proposition 3 A regiao admissivel S C Dy = R™ de um problema de PL é
um conjunto convexo fechado com um nimero finito de pontos extremo.

Cada ponto extremo é um dos vértices do poligono que corresponde a
regiao admissivel. O resultado seguinte é de grande importancia em PL.

Proposition 4 Quando existe(m) ponto(s) éptimo (de mdazximo ou de mi-
nimo) de um problema de PL, a f.o. atinge esse(s) ponto(s) éptimo num
ponto extremo da regido admissivel S.

1.1.1 Meétodo do gradiente

Com base na Proposicao 4 é possivel, quando n = 2 é o nimero de va-
ridveis de decisao do problema de PL, efectuar a sua resolucao pelo método
do gradiente (ou método gréfico). Tal exige a representacao grifica da
regiao admissivel S e a determinagao do(s) ponto(s) extremo de S que opti-
miza(m) a f.o.. Sempre que um problema de PL tem apenas duas varidveis
de decisao, é facil representar graficamente a sua regiao admissivel S num
sistema de eixos bidimensional cartesiano (plano cartesiano), e visualizar o
exposto quanto a conjuntos convexos e pontos extremo. Sendo um problema
linear, a f.o. e aos relaxamentos das restri¢coes correspondem rectas no plano
cartesiano das varidveis de decisao.

Considere o seguinte problema de PL:

Problem 5 "Uma empresa pretende optimizar a produgcao mensal de dois
produtos A e B em madeira num periodo mdzximo de 110 horas. Dispoe de
300 metros de madeira. Enquanto para produzir cada unidade do produto
A sao necessdrios 30 metros de madeira e 5 horas de trabalho, para produzir
cada unidade do produto B sao necessdrios apenas 20 metros de madeira mas
10 horas de trabalho. O lucro unitdrio de venda é de 6 euros no produto A e
de 8 euros no produto B. O objectivo é maximizar o lucro total de venda da
producao.”



Sao possiveis vérios niveis de produgdo (uma unidade do produto A e
duas de B, etc.) mas estes estdo limitados superiormente pelos 300 me-
tros de madeira e pelas 110 horas de trabalho disponiveis (recursos criticos
disponiveis). De entre os possiveis niveis de produgdo hd que determinar
qual (ou quais) pode(m) ser classificado(s) como 6ptimo(s) face ao objectivo
a atingir, a maximizacao do lucro.

Sejam x4 o nimero de unidades do produto A e zp o nimero de unidades
do produto B a produzir. Assim, x4 e xp sao as varidveis de decisao nao-
negativas do problema. Programar matematicamente este problema corres-
ponde a obter a formulacao geral

30z4 + 20zp < 300
<
MAX 7 =6x4+8xp s.a. 54 + 10z < 110

TA,TB 2 0

Consideremos um sistema de eixos cartesiano com o eixo das abcissas
associado a x4 e o eixo das ordenadas associado a xp. Qualquer dos pontos
(xa,rp) da regidao admissivel S deve satisfazer quer as restrigoes técnicas
30x4 4+ 20z < 300 quer as restrigoes légicas x4,xrp > 0. Tracando cada
uma das rectas de relaxamento

304 +20z =300 e Hxry+ 10xp =110,

obtemos a divisao do plano em dois semiplanos disjuntos em que cada uma
das restrigao técnicas é vélida apenas nos pontos (x4, xp) de um desses semi-
planos. Atendendo ainda a que, pelas restrigoes logicas x4 > 0 e xg > 0, ape-
nas os pontos (z4,zp) do 1° quadrante sdo solugoes admissiveis. O conjunto
convexo S do problema obtém-se por interseccao de todos os semiplanos rela-
tivos as quatro restrigoes. O ponto de interseccao da recta 30z 4+20x5 = 300
com o z4-eixo € (10,0), o ponto de intersecgao da recta x4 + 10z = 110
com o xp-eixo ¢ (0,11) e o ponto de interseccao das duas rectas ¢ (4,9).
Assim,
El(O, 0), EQ(O, ]_1), E3(4, 9) e E4(10, 0)

sao os pontos extremo deste problema de PL. Pela Proposicao 4, hd que
determinar em qual dos quatro pontos extremos a f.o. (fungao lucro total de
venda) f (za,xp) = 624 + 8zp atinge o seu valor méximo.

Considere ainda o seguinte resultado do cédlculo diferencial.



Proposition 6 A taza de varia¢ao de uma fungao f (x,y) num ponto (a,b)
¢ mdzima (respectivamente, minima) na direc¢do e sentido do vector unitdrio
(tunico) que tenha a mesma direcgao e o mesmo sentido do (respectivamente,
sentido oposto ao) vector gradiente

grad f (a,b) = (% (a,b), g_]yf (a, b)) )

Assim, o vector gradiente indica a direc¢ao e o sentido em que a funcao
f (z,y) aumenta mais rapidamente. Além disso, o vector gradiente é per-
pendicular as curvas de nivel da funcao f. Se f é uma funcao linear entao
as suas curvas de nivel sao rectas.

Continuemos com o Problema 5. O lugar geométrico dos valores possiveis
para a f.o. é o plano de equagao Z = 6x4 + 8rp. Consideremos ainda a
igualdade

Z = f(xa,xp) =614 + 8xp

para diferentes valores de Z. Para cada valor de Z fixado, obtem-se uma
recta de declive negativo m = —3/4 (recta de nivel). O tracado de cada
uma destas rectas de nivel pode ser efectuado no sistema de eixos cartesiano
Oz xg. Em particular, tracemos a recta de nivel correspondente a Z = 0
(auséncia de produgao),

3
rg = _ZxA = —0.75x 4,

que passa no ponto £1(0,0). As derivadas parciais

of

—— (xa,25) =6 e —— (va,x5) =38

0x 4 Oxp
fornecem as taxas de variacao da funcao f em ordem a variacao marginal de
cada uma das varidveis x4 e rg. O vector gradiente

grad f (x4,2p) = (% (za,7B), ﬁ (SCAaiCB)) = (6,8)

8333

é perpendicular as rectas de nivel da funcao f e indica a direccao e o sentido
em que a f.o. f(r4,xp) aumenta mais rapidamente. Assim, o valor da
f.o. é tanto maior quanto mais nos afastamos da origem, por sucessivas
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rectas paralelas a xg = —0.75x 4, no sentido ascendente indicado pelo vector
gradiente (6,8) (varimento da regido admissivel pela f.0.) e a tltima recta
de nivel que intersecta um ponto da regiao admissivel é a correspondente ao
méximo da f.o.. Esse ponto é o ponto extremo F3(4,9) que é entdo o ponto
6ptimo?. O Plano de Decisao Optimo de Producéo é portanto de 4 unidades
do produto A e de 9 unidades do produto B a que corresponde o lucro total
méximo de 96 = f (4,9) euros.

Remark 7 Se a curva de nivel correspondente ao valor mdximo da f.o. in-
tersecta a regiao admissivel em mais do que um ponto, haverd um nimero in-
finito de pontos dptimo e o problema diz-se indeterminado ou de solugoes
optimas maltiplas.

1.1.2 Meétodo do Simplex

O método do Simplex de George Dantzig ¢ um dos métodos algébricos
para resolucao de problemas de PL. Trata-se de um algoritmo matricial que
permite obter solugoes numeéricas de problemas de PL com qualquer niimero
n de varidveis de decisdo (portanto, para n > 2). Este método consiste
num processo iterativo que se inicia num ponto extremo admissivel (i.e.,
num ponto extremo da regiao admissivel S), normalmente a origem, e que
sistematicamente se desloca para um outro ponto extremo admissivel até ser
encontrado o ponto extremo 6ptimo. A sua aplicacdo exige que o problema
de PL este esteja escrito na forma normal.

Um problema de PL diz-se escrito na forma normal quando, em notacao
matricial, é dado por

A-X=B

OPT Z=CT.X sa.
X >0

em que X é a matriz coluna de todas as varidveis do problema, C’ é a matriz
linha dos coeficientes ¢; da f.o., A é a matriz de m linhas dos coeficientes

2Calculando os valores de Z
f(0,0) =0, f(0,11)=88, f(4,9)=96 e f(10,0) =60

confirmamos que f atinge o ponto éptimo (de méximo) em FEs(4,9). Contudo este pro-
cedimento pode ser dificultado pela presenga de pardmetros no modelo.
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presentes nas m restricoes técnicas e B > 0 é a matriz coluna dos termos
independentes b; do lado direito de cada restri¢ao técnica R;.

Obtencao da forma normal (a partir da forma canénica). Comeca-
mos por garantir que todos os termos independentes do lado direito de cada
restrigao técnica sejam nao-negativos. Se algum desses termos for negativo,
multiplicamos a respectiva restri¢ao técnica por —1. Deste modo, uma res-
tricao técnica de tipo "<" é transformada numa restricao técnica de tipo
">" e vice-versa. Dado que as m restri¢oes técnicas sao dadas, em geral, por
desigualdades, segue-se a introducao de novas varidveis que transformem as
m restrigdes técnicas em igualdades (caso ndo o sejam) equivalentes. Para tal,
adicionamos ou subtraimos uma varidvel nao-negativa ao lado esquerdo de
cada restricao técnica de tipo "<" ou ">", respectivamente. Concretamente,
a uma restricao técnica do tipo "<"

Qi1 - T+ Qg - TaF - F Qi - Ty <Dy
com b; >0 (em que i = 1,2,...,m) é dada a forma
i1 * T1+ Qg - Ty + -0+ Qi - Ty + S5 = by,

onde s; > 0 é designada por varidvel de folga correspondente & i-ésima
restricao R;. Por outro lado, a uma restri¢ao técnica do tipo ">",

Qi1+ 1+ Qg - T2+ 0+ Qi T > by
com b; >0 (em quei=1,2,...,m) é dada a forma
Qi1 T1+ Qg T2+ Qi Ty — 8 = by,

onde t; > 0 é designada por varidvel de excesso (ou excedentdria) cor-
respondente & i-ésima restricao R;. A introdugao de varidveis de folga ou de
excesso nao altera a natureza das restricoes técnicas nem da f.o.: na f.o. essas
varidveis constam com coeficiente 0. Apds considerar as varidveis de folga e
de excesso necessdrias, introduzimos novas varidveis nao-negativas u; do lado
esquerdo de cada restricao técnica ¢ que nao contenha uma varidvel de folga
s;. Tal é necessério quando existem restri¢oes do tipo ">" e/ou do tipo "=".
Estas varidveis sao designadas por varidveis artificiais®. Apds este proced-
imento, cada restrigao técnica ¢ possui na forma normal uma variavel de folga

3Estas varidveis véem garantir que ndo surgem proposicoes contraditérias com as re-
stri¢oes de sinal de cada t; e a nao-negatividade de cada b; quando se considera auséncia
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s; ou uma varidvel artificial u; com coeficiente 1. Ao contrdrio das varidveis
de folga ou de excesso, as varidveis artificiais alteram a natureza da f.o. (e
das restrigdes técnicas): as varidveis artificiais u; figuram na f.o. associadas a
um coeficiente M que representa um nimero positivo elevado (de modo que,
a0 maximizar Z, as varidveis artificiais u; se anulem e seja garantido que elas
sao nulas no ponto éptimo). O problema na forma normal e o inicial apenas
sao equivalentes se todas as varidveis artificiais forem nulas. As varidveis de
folga, de excesso e artificiais dizem-se as variaveis auxiliares do problema,
por oposicao as varidveis de decisao que sao as principais.

Example 8 No problema de PL

25(31+.T2—5L’3§13
5.3(31—.’,5‘2—21’3§—2
MAX 7 =z, + 29 +4235 s.a. 2r1 4 229 + 323 = 60

L1,T2,T3 2 0
efectuamos a multiplica¢ao da restrigdo técnica Ry por —1,

25(31+.T2—5L’3 S 13
=511 4+ X9 + 223 > 2
MAX 7Z =ux1+ 29+ 423 S.a. 211 4 225 + 323 = 60

T1,T2,T3 2 0

De seguida, consideramos as varidveis de folga e de excesso si e to, respecti-

de produgao. De facto, se tomarmos x; = z2 = --- = z,, = 0 sem considerar as varidveis
artificiais, obteriamos nas restrigoes técnicas de tipo ">"

ai1-04+app -0+ +apy - 0—t; =b & —t, =b,

o que implicaria t; < 0 (visto que b; > 0). Do mesmo modo, numa restrigdo técnica do
tipo "=", obteriamos

ai1-0+apg- 0+ +apm -0=0<0=0,

0 que nao é necessariamente verdade.
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vamente,

25(31+.T2—5L’3+81—|—0t2 =13
—5$1+SE’2—|—21’3+081 _tQ =2
MAX 7 = x1+x9+423+0s1+0t5 s.a. 221 + 229 + 3x3 + 051 + 0ty = 60

X1,T2,T3, 51, t2 Z 0
e, por fim, as varidveis artificiais us e us

MAX 7 = .T1—|—5L’2+45L’3+081+0t2—Mu2—MU3
2%1+$2—$3+81+0t2+0”2+0”3:13
—5l‘1+$2+2$3+081—t2+UQ—|—OU3:2

S.a. 21‘1+2l‘2+3l‘3+051+0t2+OUQ+U3:60 .

X1,T2,X3, 51, t27 Uz, U3 Z 0

O método do Simplex conta com o conceito de solugao basica admis-
sivel (ou vidvel) (SBA) nao-negativa. Sendo N o nimero de varidveis na
forma normal (e m o numero de restrigoes técnicas), o sistema constituido
pelas restricoes técnicas é indeterminado: tem N varidveis e apenas m < N
equagoes. Uma SBA ¢ um vector de valores das varidveis (todas) que satisfaz
todas as restrigdes (incluindo as de sinal) do problema e que tem no maximo
N —m coordenadas nulas. A cada SBA do Método do Simplex estd associado
um dos pontos extremo de S.

Voltemos ao Problema 5

3024 +20- 25 <300

MAX Z=6-24+8 15 sa 4 0 Tat10-zp <110
Ta, 2 >0

A sua forma normal é dada por

MAX 7 = 6-24+8-25+0-5;,+0-s9
30-244+20-zp+1-s514+0-5,=2300

< 5244+ 10-25+0-s1+1-50 =110

Ta, TR, 51,52 >0
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Sendo N o numero (total) de varidveis na forma normal e m o nimero de
restricoes técnicas, temos N = 4 e m = 2. O sistema constituido pelas
restrigoes técnicas é indeterminado pois tem N = 4 varidveis e apenas m = 2
equagoes. Uma das SBA nao-negativas é

(xa,xp,51,52) = (0,0,300,110),
atendendo ao ponto extremo Fj (0,0) e ao sistema de equagoes

30-0+20-0+ s =300 o s1 =300
5:-0+10-0+ sy, =110 s9 =110 °

A partir do ponto E5(0,11) obtemos o sistema de equagoes

30-0+420-11 4 s; =300 N s1 =80
5-0+410-11 4 s =110 s9 =0

que conduz & SBA nao-negativa
(xa,rp,51,52) = (0,11, 80,0).
Para E3(4,9) obtemos o sistema de equagoes

30-4+20-9+ s, =300 N s1=20
5-4+10-9+ sy =110 sp =10

que conduz & SBA nao-negativa
(za, 2B, 51,52) = (4,9,0,0).
Ao ponto E4(10,0) obtemos o sistema de equagoes

30-10+20-0+ s; = 300 N s1=20
5-104+10-0+ s, =110 s9 = 60

que conduz & SBA nao-negativa

(an B, S1, 82) = (10a 0> 07 60) .
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Método Primal do Simplex Consideremos o caso de problemas de PL
que, na forma normal, possuem varidveis de folga em todas as restricoes.
E o caso em que, apés colocar todos os termos independentes como néo-
negativos, todas as restri¢oes técnicas sao de tipo "<" (ndo sendo portanto
necessdrias quaisquer varidveis artificiais). Sendo adicionadas varidveis de
folga em todas as restrigoes técnicas, a matriz A tem a estrutura

[M L],

onde I,, é a matriz identidade de ordem m. Tal nao aconteceria se alguma das
restrigoes técnicas fosse dada por uma igualdade ou fosse necessario subtrair
alguma varidvel de excesso. Neste caso, a aplicacao do Método do Simplex
assume a forma mais simples e pode designar-se por Método Primal do
Simplex.

O Método do Simplex inicia-se a partir de uma SBA nao-negativa do
problema. Tal solucao é designada por SBA inicial e deve ter, no maximo,
N —m coordenadas nulas. Em geral, escolhemos como nulas as coordenadas
das varidveis de decisao, em nimero nao superior a N — m, e determinamos
as coordenadas das restantes varidveis (neste caso, de folga) com base nas
restricoes técnicas,

(0,...,0,%0,...,#0).

Com esta escolha, que representa auséncia de producao, obtemos o valor 0
na f.o.. Ao fixar a SBA inicial, fica definido o conjunto de varidveis que
inicialmente sao tomadas como nao-nulas, as chamadas varidveis basicas
("de suporte" ou de valor ndo-nulo). As restantes varidveis dizem-se nao-
bésicas ("insignificantes" ou de valor nulo). Partindo da SBA inicial, o
algoritmo do Simplex vai, sucessivamente, localizando outras SBA (sempre
admissiveis) as quais correspondem melhores valores da f.o. f, tendo em
conta o objectivo de optimizacao.

Seja X;, a matriz coluna das varidveis bésicas. Ou seja, atendendo a
escolha efectuada para SBA inicial, excluimos de X; as varidveis a que cor-
respondem as coordenadas nulas em X. Para um problema MAX(f) o
Método do Simplex o quadro inicial é

XT
X, A B
Cl-A-C"|[CI B
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onde C, é a matriz coluna dos coeficientes na f.o. f das varidveis que constam
em X, (portanto, das varidveis bdsicas)*. As primeiras linhas caracterizam
as m restrigoes enquanto a ultima linha caracteriza a f.o. escrita nas variaveis
nao-bésicas.

Remark 9 Convém nao esquecer que perante um problema MIN(f) podemos
sempre considerar a multiplicagao da f.o. por —1 (i.e., considerar —f em vez
de f), mantendo as restri¢oes inalteradas, e obter um problema MAX(—f)
que lhe é equivalente. Os dois problemas tém o mesmo ponto dptimo emb-
ora valores dptimos simétricos: o algoritmo aplicado ao problema MAX(—f)
fornece o ponto dptimo do problema MIN(f) e o valor éptimo do problema

MIN(f) é o simétrico do obtido para o pro-blema MAX(—f).

Continuemos com o problema 5, dado na forma normal por

MAX 7 = 6-24+8-25+0-5;,+0-s9
30-24+20-2p+1-51+0-59=2300

“a 5-24+10-2p4+0-51+1-5,=110

TA,TB,S1,S52 2 0

Temos entao as matrizes

6 T A
|8 | ws 302010 [ 300
C=lo | X7 ’A_[5 10 0 1] eB_[uo]'
0 S9o

A escolha da SBA inicial nao-negativa deverd ser

(an TB,S1, 52) = (0> 07 3007 110) )

4Para problemas MIN ¢ usado o quadro inicial

XT
Xy A B
CT—_CT A|-CI''B

(que difere do anterior pela multiplicacdo da tltima linha por —1).
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a que corresponde o valor da f.o. Z = 0. A esta escolha de SBA inicial
correspondem as varidveis bdsicas s; e so e as varidveis nao-bdsicas x4 e rp.
O quadro inicial deste problema é

ra I S1 S2
51 30 20 1 O 300
S 5 10 0 1 110
-6 -8 0 0 0

De facto, com

obtemos

C/-A-—C" = [0 0] -Ays—[6 80 0]
= [0000],,-[6800]=[-6 —80 0]

Ci-B=[0 0] Bai=[0],,-

O algoritmo do Simplex prossegue com a obtencao de uma nova SBA
nao-negativa a partir da tomada inicialmente. FEste algoritmo vai percor-
rendo uma sequéncia de solugoes bdsicas admissiveis (e por conseguinte uma
sequéncia de quadros), cada uma "melhor" do que a anterior (no sentido da
optimizagao pretendida), até encontrar aquela em que a f.o. toma o valor
6ptimo. A SBA a que corresponde o valor éptimo diz-se a SBA éptima.
Podemos, resumidamente, dizer que o Método do Simplex parte de uma SBA
inicial ndo-6ptima até encontrar uma SBA éptima. Entre as coordenadas da
SBA 6ptima estao as coordenadas do ponto 6ptimo (apenas com as coor-
denadas das varigveis de decisao).

Consideramos que temos a SBA 6ptima quando o quadro respectivo nao
tem elementos negativos na tltima linha (excluindo o elemento da tltima
coluna). Portanto, o algoritmo termina quando néo existirem elementos neg-
ativos na linha que evolui a partir de CI- A — CT do quadro inicial (excluindo
o elemento da ultima coluna). Se na SBA éptima alguma das varidveis bési-
cas for igual a 0 entao a SBA 6ptima diz-se degenerada.

E a partir do quadro inicial (relativo & SBA inicial) que determinamos
a nova SBA, em que uma das varidveis nao-basicas da SBA inicial deixa
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de o ser ("entra" como bésica) (e dd lugar a uma nova varidvel nao-bdsica
que é varidvel bédsica na SBA inicial). Para determinar qual das varidveis
nao-bdsicas passa a varidvel béasica, é fundamental o conceito de coluna
pivot. Para problemas MAX(f) identificamos no quadro inicial o nimero
negativo de maior valor absoluto da tltima linha (obtida por Cf - A — CT)
que ndo pertenga a tltima coluna (i.e., excluindo o elemento C{ - B). A
coluna a que pertence esse nimero diz-se a coluna pivot (caso nao existisse
uma tal coluna, significava que a SBA inicial era a SBA 6ptima e terminava o
algoritmo). E a varidvel (de entre as varidveis ndo-basicas) correspondente a
essa coluna que passa a varidvel bdsica. Deste modo, passa a varidvel bédsica
aquela que provoca um maior aumento na f.o..

Quando uma varidvel nao-bdsica passa a varidvel bésica terd, por sua vez,
de deixar de ser bésica ("sair" de bdsica) uma das varidveis bdsicas da SBA
inicial, que ela vai substituir. Para determinar qual das varidveis bdsicas
passa a varidvel nao-bésica, é fundamental o conceito de linha pivot. Para
problemas MAX(f), e ainda usando o quadro inicial, calculamos os racios
(quocientes) entre os elementos da tltima coluna (a coluna B) e os elementos
correspondentes da coluna pivot. E a varidvel (de entre as varidveis bésicas)
a que corresponde o menor dos racios nao-negativos determinados que deixa
de ser bésica. A linha correspondente a essa varidvel diz-se a linha pivot.

E designado por elemento pivot o nimero da coluna pivot que conduziu
ao menor dos racios nao-negativos e que determinou qual a linha pivot. Como
tal o elemento pivot é o elemento de interseccao das duas filas pivot, ou seja,
é o elemento comum as filas das varidveis de "entrada" (coluna) e de "saida"
(linha).

No quadro inicial relativo ao problema 5 temos s; ou s, como varidveis
bésicas. O elemento —8 é o nimero negativo de maior valor absoluto da
ultima linha. Assim, a coluna pivot é a 2%, a da varidvel nao-bésica zp,

A XB S1 852
S1 30 20 1 O 300
S 5 10 0 1 110
-6 -8 0 0 0

Enquanto que se x4 passasse a varidvel bésica, a f.o. aumentava —(—6) = 6
unidades de medida por cada unidade de x4, sendo xp a passar a varidvel
bésica a f.o. aumenta mais, —(—8) = 8 > 6 por cada unidade de zp. Con-
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cluimos entao que é a varidvel nao-bdsica g que deve passar a varidvel bédsica
(pois 8 > 6).

Se xp passa a varidvel bdsica entao é necessdrio que uma das inicialmente
varidveis bdsicas, s; ou sq, deixe de o ser. O célculo dos récios

. 300 . 110
rdcio(s1) : — =15 e rdcio(sy) : — =11
20 10
permite concluir que s, é a varidvel bésica que deixa de o ser, por correspon-
der ao menor dos rédcios nao-negativos®. Por sua vez, 10 é o elemento pivot

por estar associado ao menor dos racios,

ra Xp S1 SS9
51 30 20 1 O 300
S 5 10 0 1 110
-6 -8 0 O 0

As varidveis bdsicas sao agora s; e rg e hd que determinar o novo quadro
relativo a esta nova situagao.

O quadro relativo & nova situagao é obtido por operacoes elementares
sobre linhas: convertemos o elemento pivot em 1 (multiplicando a linha
pivot pelo inverso do elemento pivot) e, em seguida, reduzimos a 0 todos

50 célculo dos racios, 15 e 11, permite identificar as consequéncias na regido admissivel
S de x g passar a varigvel basica. Analisemos as duas linhas do quadro do Simplex relativas
as restrigoes técnicas (que determinam a regiao admissivel S). Quanto a 1¢ linha temos

30-244+20-2+s5,=300=20-z5 +s; =300 = s; =300—20-zg,

atendendo a que x4 continua a ser varigvel ndo-bédsica (logo x4 = 0). Como s; > 0, temos
300 —20-xp > 0, ou seja, xp < 15. Quanto a 2% linha temos

5 244+10-2p+s9o=110=10-25 + s9 =110 = s =110 — 10 - .

Como s3 > 0, temos 110 — 10-xp > 0, ou seja, xp < 11. A varidvel xp vai tomar o maior
valor possivel que satisfaga a conjuncao de condigoes

rg <15 A xzp <11,

ou seja, zp = 11 # 0 (o que confirma que xzp passa a varidvel bésica). Sendo xzp = 11
obtemos s1 = 300—20-11 = 80 # 0 (o0 que confirma que $; continua como varidvel bésica).
Por outro lado, se g = 11 obtemos 10-x5+s2 = 110 obtemos ainda s, = 110—10-11 = 0,
logo € so que deixa de ser varidvel bésica.
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os outros elementos da coluna pivot (usando a nova linha pivot entretanto

obtida).
Para o problema 5 temos os sucessivos quadros
ra Xp S1 SS9
S1 30 20 1 0 300
xg | 1/2 1 0 1/10 | 11
—-6 -8 0 0 0

(resultado de multiplicarmos a 2 linha por 1/10 para converter o elemento
pivot em 1),

ra XpB S1 So
51 20 0 1 -2 80
xg | 1/2 1 0 1/10 | 11
-6 -8 0 0 0

(resultado de multiplicarmos a nova 2% linha por —20 e adicionarmos a 1¢
linha) e, finalmente, o novo quadro

o Xp S1 S2
S1 20 0 1 -2 80
Xp 1/2 1 0 1/10 11
—2 0 0 4/5 88

(resultado de multiplicarmos a 2% linha por 8 e adicionarmos & 3% linha).
Quando na coluna pivot todos os elementos sao nulos, excepto o elemento
pivot que é 1, temos o novo quadro. E visivel na ultima coluna do novo
quadro a nova SBA nao-negativa,

(za,28,51,52) = (0,11, 80,0)

(note-se que as varidveis x4 e sy corresponde o valor nulo por serem varidveis
nao-bdsicas neste quadro). A f.o. é definida pela equagdo Z —2-x 4 + (4/5) -
S9 = 88. Temos entao

4
Z=2ws—7 s+88,

o que mostra que a f.o. continua escrita em funcao das varidveis nao-bdsicas
x4 e sg. Tal é consequéncia de serem nao-nulos (—2 # 0 e 4/5 # 0) os
elementos da tiltima linha relativos as varidveis nao-bésicas.
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O algoritmo repete os passos anteriores enquanto subsistir um elemento
negativo na ultima linha (excluindo o elemento da tltima coluna). Como tal,
vao sendo encontradas as sucessivas solucoes bésicas admissiveis, até terminar
na SBA éptima. No quadro correspondente as novas varidveis bdsicas s; e

TB,

oA Tp S1 82
S1 20 0 1 —2 80
rp 1/2 1 0 1/10 11 7
—2 0 0 4/5 88

identificamos a coluna pivot, a coluna relativa a x4 dada a presenca do tinico
elemento negativo —2. Se x4 passar a varidvel bdsica, a f.o. aumenta
—(—2) = 2 unidades de medida por cada unidade de x4, enquanto se sy
passar a varidvel bésica (o que seria retroceder no processo pois s, ja deixou
de ser varidvel bésica), a f.o. aumentaria menos, —4/5 < 2 por cada unidade
de so. Concluimos entao que a varidvel nao-bésica x4 deve passar a varidvel
bésica (pois 2 > —4/5)5.

Se x4 passa a varidvel bdsica entao é necessdrio que uma das varidveis

6Notemos que o contributo de cada unidade de z4 na f.o. passou de 6 para 2. Justi-
ficamos este facto analisando as linhas correspondentes as duas restrigoes. Quanto a 1¢
linha temos

2004481 —2-59=80=20-24+5,=80=51 =80—20 x4,

atendendo a que sy é agora varidvel nao-bdsica (logo sz = 0), pelo que um acréscimo
unitdrio de x4 implica uma redugdo de 20 em s;. Quanto a 2% linha temos

1 1 1 1

-z T — so=11l==-z rp=11=2zp=11-=-2

2A+B+102 2A+B B 5 TA
pelo que um acréscimo unitdrio de x 4 implica uma redugao de 1/2 em z . Assim, o facto
de x4 passar a varidvel bésica implica dois efeitos contrarios na f.o.: um efeito positivo de
aumento de 6 unidades por cada unidade de x4 e um efeito negativo de reducao do nivel
da varidvel zp de 4 unidades dado por

0-20+8- 1 =4.
2
Nesta soma, a 1% parcela é a reducdo da f.o. provocada pela redugdo do nivel da varidvel
s1 (em cada acréscimo unitério do nivel de z4) e a 2% parcela é a redugado da fo. f
provocada pela redugéo do nivel da varidvel zp (em cada acréscimo unitédrio do nivel de
x4) (sabemos que f aumenta —(—8) = 8 por cada unidade de xp). Assim, o aumento
efectivo da f.o. associado a x4 é de 6 — 4 = 2 unidades por cada unidade de x 4.
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bésicas s; ou xp deixe de o ser. Atendendo aos récios

11

=22
1/2

racio(sy) : 20 = 4 e récio(zp) :

Y

s, € a varidvel bdsica que deixa de o ser’. Como tal 20 é o novo elemento

pivot por corresponder ao menor dos dois récios,

X4 Tp S1 S2
S1 20 0 1 —2 80
Trp 1/2 1 0 1/10 11
—2 0 0 4/5 88

As varidveis bdsicas sao agora x 4 € g e hd que determinar o novo quadro
relativo a nova situacao. Facamos a conversao do elemento pivot 20 em 1,

XA I S1 SS9
x4 | 1 0 1/20 —1/10 | 4
Tp 1/2 1 0 1/10 11
-2 0 0 475 88

(multiplicando a 1¢ linha por 1/20). A redugao a 0 de todos os outros ele-

"Notemos que, ao decidirmos que x4 passa a varidvel bésica, é necessério avaliar as
consequéncias produzidas na regido admissivel S. Como tal analisemos as duas linhas do
quadro do Simplex relativas as restrigoes. Quanto a 1 linha temos, ,

2004481 —2-59=80=20-24+5,=80=51 =80—20 x4,
atendendo a que sy é agora varidgvel nao-basica (logo sa = 0). Como s; > 0, obtemos

80—20-z4 >0, ou seja, x4 < 4. Quanto a 2° linha temos

1 1 1 1
5~xA+xB+E-32:11:\§-xA+xB:11:$xB:11—§~xA.

Como xp > 0, obtemos 11 —0.5- x4 > 0, ou seja, x4 < 22. A varidvel x4 vai tomar o
maior valor possivel que satisfaga a conjuncao de condigoes

za<4 AN ma <22

ou seja, t4 = 4 (o que confirma que x4 passa a varidvel bdsica). Se x4 = 4 temos
20 - x4 + s1 = 80 obtemos s; = 80 — 20 -4 = 0, logo s; deixa de ser varidvel bésica. Por
outro lado, se x4 = 4 entdo xp = 11 —0.5-4 =9 # 0 (0 que confirma que zp continua
como varidvel bésica).
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mentos da coluna pivot conduz-nos aos sucessivos quadros

XA T S1 SS9
X, | 1 0 1/20 —1/10 | 4
zg | 0 1 —1/40 3/20 | 9
—2 0 0 475 | 88

(resultado de multiplicarmos a 1% linha por —1/2 e adicionarmos a 2% linha)
e

XA Tp S1 S2
XA 1 0 1/20 —1/10 4
B 0 1 —1/40 3/20 9
0 O 1/10 3/5 96

(resultado de multiplicarmos a 1* linha por 2 e adicionarmos & 3* linha).
O algoritmo termina por nao existirem elementos negativos na iltima linha
(excluindo o elemento da tltima coluna), este é o quadro tltimo do Sim-
plex para este problema, designado por quadro éptimo. A respectiva SBA
6ptima nao-negativa é

(ra,7B,51,52) = (4,9,0,0)

(note-se que as varidveis s; e sg corresponde o valor nulo por serem varidveis
nao-bésicas neste quadro). O ponto 6ptimo é (z4,z5) = (4,9). O valor
6ptimo é indicado no elemento da tltima linha e iltima coluna, Z = 96. A
f.o. é definida pela equacao Z — (1/10) - s1 + (3/5) - s2 = 96. Temos entao

1 3

Z=—-5——"-5+96

TR
mostrando que a f.o. continua escrita em funcao das varidveis nao-bdsicas
sy e sg. Tal é consequéncia de serem nao-nulos (1/10 # 0 e 3/5 # 0) os
elementos da 1ltima linha relativos as varidveis nao-bésicas.

Remark 10 Notemos que a matriz inicial A com estrutura | M | 1] deu lu-
gar, no quadro ltimo a uma matriz com estrutura | Iy | M~ (dltimo quadro
do problema). De facto, a matriz

B
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relativa as varidveis nao-bdsicas sy e So, é a matriz inversa da matriz quadrada

ra ITB
30 20}

M:[&s 10

do quadro inicial relativa as varidveis x4 e xg, que eram as nao-bdasicas nesse
quadro.

Variante do Método do Simplex: método do big-M. Quando num
problema MAX existem restrigoes do tipo ">" e/ou do tipo "=" introduzi-
mos, apés considerar as varidveis de folga e de excesso necessdrias, as varidveis
artificiais nao-negativas u; do lado esquerdo de cada restricao técnica i que
nao contenha uma varidvel de folga. Neste caso, a aplicacao do Método
do Simplex segue o exposto para o Método Primal do Simplex (tanto para a
construgao do quadro inicial como para a evolucao para os quadros seguintes)
mas toma o nome de Método do big-M (ou Método das Penalidades).
Na verdade, a presenca de M na f.o. conduz ao seu aparecimento na ultima
linha do quadro inicial nos elementos obtidos de C} - A — C” e de Cf -
B. Além disso, no quadro inicial nao existe necessariamente uma submatriz
identidade de colunas/linhas consecutivas.

Tendo sempre em conta que numa SBA devem existir no maximo N —m
coordenadas nulas (sendo N o nimero de varidveis na forma normal e m o
nimero de restrigdes técnicas), escolhemos em geral a SBA inicial com:

(f) coordenadas nulas nas varidveis de decisao,

(ii) coordenada de cada varidvel artificial com o valor do termo indepen-
dente b; correspondente, e as

(iii) coordenadas das restantes varigveis (de folga e de excesso) determi-
nadas com base nas restricoes técnicas.

A dltima linha do quadro inicial é, tal como na forma primal do Simplex,
obtida pelas expressoes matriciais Cf - A — Ccle C!-B. Conforme se ilustra
no exemplo seguinte, é ainda possivel a ultima linha do quadro inicial por
substituicao na f.o. das expressoes das varidveis bédsicas escritas em funcao
das varidveis nao-béasicas. Estas expressoes sao obtidas das restri¢oes técnicas
(da forma normal).
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Example 11 No problema do Fxemplo 8 temos a forma normal

MAX 7 = 1‘1+$2+4JI3+0'51+0't2—Mu2—MU3
21‘1+$2—l‘3+81:13
—5$1+$2+2$3—t2+U2:2

S.a. 2.T1 + 2%2 + 3%3 + us = 60 s

T1,T2,X3, SlatQau%u?) Z 0
onde N =T em = 3. Dado que N —m = 4, consideramos a SBA inicial
('Tlu T2,T3, 51, t27u27u3) = (07 07 07 137 07 27 60) 9

onde as varidveis basicas (nao-nulas) sao s1, uy € uz e as nao-bdsicas (nulas)
$40 x1, To, T3 €ty. Obtemos das restrigoes técnicas as expressoes das varidvers
bdsicas

S1 = 13—2331—5132+.T3
Uy = 2+5$1—$2—2$3+t2
us = 60 — 2$1 — 21’2 — 3$3

que, por substituicao na f.o., conduzem a

J = x1+ax9+423+0-51+0 19— Muy — Mus
= x1+x9+4x3 — Muy — Mus
= a1+ o+ 4wy — M (24521 — 29 — 223 + t2)
—M (60 — 221 — 229 — 373)
= (1-5M+2M)x1+ 1+ M+2M)xs+ (4 +2M +3M) x5
+(=M)ty+ (—2M — 60M)
= 1-3M)x;+(14+3M)xe+ (44 5M)x3+ (—M)ts + (—62M)

(note que a f.o. estd escrita em fun¢do das varidveis nao-basicas). Assim, a
dltima linha do quadro inicial (ordenado como 1, Ta, T3, S1, to, Us € usz) €
constituida pelos elementos

T T2 T3 S1 to Uy U3
—(1—-3M) —(14+3M) —(4+5M) 0 —(=M) 0 O
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ou seja,

1 T T3 s1 ta uz ug
3M -1 —1-3M —4-5M 0 M 0 O

correspondentes a C - A — C”, e ainda o elemento —62M correspondente a
cr . B.

H& ainda um modo alternativo de apresentar o método do big-M com
uso de duas linhas relativas a f.o., que é designado por método das duas
fases®.

8Podemos ainda optar por decompor a iltima linha do quadro inicial em duas linhas:
a 1¢ com os coeficientes de C] - A — CT e de C{ - B que ndo contém M e a 2* com os
coeficientes de Cf - A — CT e de Cf - B que contém M e com os restantes termos a 0.

Example 12 Optando pelo Método das Duas Fases na resolugdo do problema do Exemplo
8, a dltima linha do quadro inicial (ordenado como 1, x2, T3, S1, ta, Uz € ug)

T1 T2 3 s1 la2  u2 us
SaM-1 —-1-3M —-4-5M 0 M 0 O

é decomposta nas duas linhas

T T2 x3 st t2 wu2 wug
-1 -1 -4 0 0 0 0| 0 (semM)
3 -3 -5 0 1 0 0 | —62 (comM).

Pelo Método das Duas Fases, o algoritmo do Simplex desenvolve-se através de:

e 1% fase do método: em que se aplica o algoritmo do Simplex & iltima linha do
quadro, até que ela nao possua elementos negativos. Em condi¢des normais a iltima
linha do tltimo quadro é constituida por zeros, excepto nas colunas das varidveis
artificiais onde é 1.

e 2° fase do método: em que se elimina do dltimo quadro da 1¢ fase as colunas das
varidveis artificiais u; assim como a tltima linha e se continua a aplicar o algoritmo
do Simplex até se cumprir a condi¢ao de paragem.

Se alguma das varidveis artificiais permanecer como bédsica no final desta 1 fase entao
o problema é impossivel.
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