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1 Primitivacao

1.1 Exercicios resolvidos

1. Calcule as seguintes primitivas imediatas ou quase imediatas:

(a) ['5
Resolugao:

[5=5[1=5z+C

(b) [ 722
Resolugao:

Jra?=7[a? =223+ C

(©) [(z—4)°
Resolugao:

[ (z— 4)? = Lz — )" 4+ C; ndo caia na tentagao de desenvolver (z —4)° pelo binémio de

Newton, a menos que queira ganhar pratica deste...

(d) [(2z+5)3
Resolugao:

J(2x+5)% = 13 (22 + 5)* + C = £(2x + 5)* + C; mesmo comentério que em b)

() [ Ve

Resolugao:

(f) J =

(g) [VI-=

Resolugao:

i =
fm:f(l_w)%:_%:—%(l—sc)i—kC

() fa?
Resolugao:

fx_%zgx%—i—C’



i) [ =
Resolugao:
[#=2]F=2fo? =25 =2 (-0 )+ C=—24C
G) Je
Resolugao:

[et=e"+C

(k) [e*® parak #0
Resolugao:

feka:: %ekr+c

(1) [2e3
Resolugao:
f2@3m:2fe3z=2%f3egm:2%=§63m+0
(m) [e*” parak #0
Resolugao:

fe%“” — kek® 4+ C

(n) [ 307
Resolugao:

1307 = 3% 4 C; relembre (£%5)" = 55307 In 30

(O) f a2x

Resolugao:

2z

fa2x:f%2a2z:%f2a2x:%a +C

Ina

() [+
Resolugao:

[ L =Inlz|+ C; relembre, In |z| ¢ uma funcdo de dominio R\ {0} e (In|z|)’ = 1
(@ s

Resolugao:
[z =llz+3|+C



() [#5
Resolugao:

2z
241

(S) f :1,'111:5
Resolugao:

[t E =In|lhz|+C

zlnz Inx

=In |x2 + 1| + C'; neste caso também podia ser In (mQ + 1) ...porqué?

(t) [cos(5z)
Resolugao:
[ cos(5z) = Lsin(bz) + C

Atengao!! Erro comum: dizer que [ cos(5z) = sin(5z) + C' !! Derive e vejal

(u) [sin (%)
Resolugao:

[sin (%) = _eos() _ —Tcos (tz) + C

(v) [sin(3 —4x)
Resolugao:

[sin(3 — 4z) = 1 cos(3 — 4z) + C; relembre (cos f(z))" = (—sin f(z)) f'(z)

(w) [e®sin(e”)
Resolugao:

J e®sin(e”) = —cos(e*) + C

Resolugao:

ZL‘Q - .
== \/1(_(302)2 = arcsin(z?) + C

2
¥ [ 5

Resolugao:

8> 2 2 2 8 6z° 4 . :
oo = 8 s = 8]71+4$(I3)2 =8/ 1+($213)2 =3/ 1+(2zx3)2 = g arctan(22%) + C; derive

para se convencer....

(z) f“/ﬁ

Resolugao:

Ik \/15’1 T = 3arcsin(Inz) + C



2. Primitive as seguintes fungoes decompondo as expressoes noutras mais simples.

(a) f(z) =42 +32 -2
Resolugao: [42?+3z—2= [42?+ [3o+ [-2=4[2?+3 [z-2[1 :4””—;—%3‘"”2—2—2354—0:

:§x3+%m2—2x+0

(b) f(2) = 2—2)V3
Resolugao: Aplicando a propriedade distributiva a (2 — z)/z, chega-se a
J@-2)Vao=[(227 —223) =223 — [22 =222 - 223 4+ C

(¢) flz) =33
Resolugao:

?ﬁ;g = f1-?—i2 +f1-37;2 =3/ =t 9 5e = %fﬁi? +9[ e = sinl+a%| +
9arctan(x) + C

T | g 2T
(d) f(z) =525
_ z 2x z - 2z * 2z 2z
Resolugao: [ elii; ==t itm=) H_?ez)z +5 [ 152 = arctan(e”) +3/ 12+ee?z =
arctan(e”) + SIn |1+ e**| + C

3. Utilizando o método de primitivagao por partes calcule uma primitiva das seguintes fungoes:
Relembre: A primitivagao segundo este método, baseia-se na férmula
P(uv) = uv — P(uv)

Acredite que a unica dificuldade estd em perceber qual a funcao v que devemos escolher para derivar

e qual a funcao « que devemos escolher para primitivar! De resto ¢ muito simples....se resultar!!

(a) f(z) =a?e”
Resolugao:

2

Sendo v = 22 e u'= €%, temos que v'= 2z e u = €%, donde [ z?%e” = ez — [ "2z = 2?2 [ we”

Parece que temos de primitivar novamente por partes, por isso para tornar a resolugao mais

clara vamos mudar de notagdo pois as func¢oes com que vamos trabalhar ndao sdo as mesmas.
Vamos admitir agora que P(fg) = fg — P(f9)

Sendo f =z e g= €%, temos que f'=1¢e g = €*, logo, retomando:

e’z — 2 [we” = e®x? — 2 [xe® — [€*] + C = e"a? — 2we” + 2" + C

Entdo, [2%e” = 2% — 2ze” + 2e* + C



(b) f(x) =e*sinx
Resolugao:
Sendo v = sinz e w'= €”, temos que v'=cosz e u=¢": [(e"sinz) = e*sinz — [(e” cosx)
Voltando a primitivar por partes e admitindo que f = cosxz e g¢=€”, entao f'= —sinz e g = e*,
logo:
e“sinz — [(e” cosz) = e"sinw — [e" cosz — [ €”(—sinz)| = e”sinz — e” cosx — [(e”sinx)
Como [(e*sinz) = e”sinz — e® cosz — [(e*sinz), entao

2 [(esinz) = esinz — e cosz + C += [(e"sinxy) = <HnL_ccose 4

(¢) f(z)=sin?z

Resolugao:
Sendo v = sinz e ¥ = sinz, temos que v'=cosx e 4 = —COS X :

2 . . o . o . 2 .
[sin’z = [sinzsinz = —coszsine — [ —coszcosz = —coszsinz + [cos?z = — coszsinz +
[1—sin’z = —coswsinz+z — [sin’z

Assim, retomando a expressao original:

[sin’x = —cosasinz + 2 — [sin®z & [sin’z = L—Singcost 4

(@) [ f(x) = cos'a
Resolugao:

3

Sendo v = cos® x e u'= cos x, temos que v = 3cos® x(—sinz) e u =sinx :

3

Jcostz = [cosz.cos®z =sinzcos® z — [sinz(3cos? z(—sinz)) =

2 2

=sinzcos’z + 3 [sin zcos?z =sinzcos® z + 3 [(1 — cos? ) cos’> z =
=sinzcos’z+3 [cos?z — 3 [cos?z

3 [cos®x
4

. ~ o3 3
Como [ cos*z =sinzcos®z+ 3 [cos?z — 3 [ cos* z, entdo: [ cos* x = smL-cos o 4

Vamos agora resolver a iltima primitiva, ou seja f cos? z, novamente por partes.
Sendo v = cosx e u'= cosx, temos que v'= —sinx e u = sinz :
[cos?z = [cosz.cosz =sinzcosx + [sin’z =sinzcosz + [(1 —cos?x) =

=sinzcosz+z — [cos’x
Assim, [cos?z =sinzcosz +x — [cos®z & [cos? x = SnresIir 4 O
Retomando a expressao original,

i 3 3 [cos®z i 3 i i 3 .
fCOS4Z‘: sma:.‘i:os :1:_|_ f < — smzfos a:_|_% [smmcgerrx} — smx‘4005 I+%SIH$COSIE+%$—|—C




()

fl@)=2zlnzx
Resolugao:

— - (1 _ _ 2?1
Sendov =Inzew==z, temos que v= 1 eu=%: [zlnr =% Inz— [ %1
2 2 2 2 2
z 1 _ oz _la” _ oz _ oz
71nmf§fx—21nm s =% he—-%2+C

f(z) = n*(z)

Resolugao:

Sendo v = In?z e v = 1, temos que v’ = 2(lnz)L eu=ua:
fllnz(a:):xln2(x)—fx(2(lnx)%)—a:ln )—2[Inz

Temos que voltar a primitivar por partes para para calcular [ Inz!

Sendo f =1lnz e ¢= 1, temos que f'= ;eg—x flln(m)lenx—f&:%:xlnx—x+C’

Assim,flln( ) =z In?( —2flna?—a:ln( )—2(zlnz —x)

flw) = e

Resolugao:

Sendo v = 3 e u = €27, temos que v'=3z% e u = %e%
22,3 _ 129,«3 1,20 _12z3§ 2,2

Je — [ 3e**32? = o [ e

Teremos que voltar a repetir o processo para calcular a primita resultante!

Sendo agora f = 2% e g = e?*, temosquef—Qxeg_l 2z .

2x _ 1 2z _ 1.2z _1,.2z,.2 2z
Je*a? = 1e*a? — [ 6?7220 = Le*a? — [e*n
Mais uma vez...

_ 2 . 22, _ 1 2¢,. (1 2¢x _ 1 2z, 112z _ 1_2z
Sendov =2z eu=e>*: [e*r=3e*r— [3e* =5e*r — ;5e* = 3
Voltando ao inicio,
fe2z 3 _ 16215E3 3 f’elr 2 16211737% [%e2mx2 o f’elrx] —

_1,2z,.3 __ 3 2z,2 321: 3,2z
=z 4e:r+ g€

€ Ifze x

m(x) = ze*

Resolugao:

Neste caso parece 16gico escolher f = x (& mais fdcil derivar do que primitivar) e ¢ = e*

2x,.,.3_ 3 2x 2+ [l 29:1’7

facil primitivagdo). Experimente fazer ao contrério e sinta a dificuldade encontrada!

Retomando, sendo f = z, entao f=1 e sendo g = €”, entao g = e*.

Logo, [ze® = ze® — [1le* = ze® —e* + C

%62:13] _

(& de



(i) h(z) =In(z? +1)

Resolugao:

Sendo f = ln(ac +1)eg—1 temos que f'= 2Jrleg—x

flln(x2+1):xln(x +1)—fxw2i1:xln(m + )— %ﬁl:mln(an—&—l)—fQ—w%H:

=zl (2 +1) = 2242 [ 55 =zl (2% + 1) — 22 4 2arctan(z) + C

4. Recorrendo ao método de primitivagao por substituicao calcule uma primitiva das seguintes fungoes.

DICA: Este método de primitivagao pode ser muito 1til quando a expressao que queremos primitivar
¢ antipatica! Substituindo a varidvel x nessa expressdo por uma expressao noutra varidvel, por
exemplo t, podemos ter o trabalho muito simplificado. A técnica estd em escolher a expressao
x = (t) que facilite e ndo que dificulte! Nem sempre é fdcil!

Segundo este método de primitivagao, sendo z = ¢(t), entdo [ f(z) = ([ f(e(t))) £(2).

Vejamos alguns exemplos:

(a) h(z)=e*
Resolugao:
Por substituicio: = =1n(t) <t =€ e 2’'=
feSm*)f(iSln(t)%:J"(ln(t) ftg%:fﬂ:ﬁ

x 8
Voltando a substituir, % — (68) = ?, logo

o=

8x . o . s . 2 M
[ ¥ = % + C; note que esta primitiva ¢ imediata mas é sempre bom observar alternativas!!

(b) m(z) = =%

Resolugao:
Por substitui¢ao: = = 3sin(t) < ¢ = arcsin (£) e a’= 3 cos(t

)
f 2243 f 9sin? (t)+3 COS f 9sin? (t)+3 COS(T,) _ f 9s1n2(t)+3 COS(t) f 9sin? (t)+33cos(t) _

V9—a? v/ 9—9sin?(t) m 34/ cos?(t) 3 cos(t)
=3 [(3sin?(t) + 1) = 9 [(sin®

(£)+3 1 =9 [(sin?(t) +3t =9 (§ — 222 4 31
-9 (% — Zsin(t) cos(t) ) + 3t = (f sin(t) cos ”) +3t =9 (t —sin(t) cos(t)) + 3t =
= —5sin(t) cos(t) + 3t + 5t = —J sin(t) cos(t) + L3¢
Parece que estd acabado mas estd em t... Ora a fungdo inicial é em x. Voltando a substituir,
t = arcsin (%) <= sin(t) = £

Sabendo que sin?(t) + cos®(t) = 1 e que sin(t) = £,

(%)2 + cos?(t) =1 < ‘%: +cos?(t) = 1 & cos(t) = /1 - 2
f%%f=ammmwwﬂ%Aw“ﬁ3—%§17%+%mmu@:

+ 15 aresin %) =-3V9 — 24 15 arcsin (

wl|s
SN—



Assim,

fﬁ%— 5v9 a:z—l——aerln(%)—i—C

_ In?;
(©) 9(=) = smrarn
Resolugao:

Por substituicdo: t =Inz <= z = e75

114-'1; 4
J m(liﬁ D B J et(tt2+1) =/ (t2+1)

Fazendo a divisao dos dois polinémios, vem que:

4 '5
fi(tztﬂ):f(t2fl+f2+1):ft2 f1+ft2+1: t+arctg()+C
Mas t = Inz, logo fm = % —t+arctyg(t)+C = —Inz +arctg(lnz) + C

(@) j(x) = =

Resolugao:

Por substituigio: t = \/z <= v =12 e 2’= 2t
f Sm‘f — [52£2¢ = 2 [sin(t) = —2cos(t)
Voltando a substituir: [ % = —2cos(y/z)+ C

(e) c(x) = 3V2HT

Resolugao:

Por substituicao: t =2z +1 <=z = tQT’l ex’'=t

[3V2FT [ 3t

Primitivando por partes em que v =t e v = 3! e, por conseguinte, v'=1¢ u = % :

[ 3t = 111(3) -3 111(3) 111(3)1% ﬁ [ 3t = %t — % + C; parece que est4 feito mas nao

esta...

3, 3 3Vl /a1 3Vl
In(3) In%(3) In(3) In2(3)

+C

Tornando a substituir:

5. Primitive as seguintes frac¢oes racionais:

(a) 83:2+a:+1

z3—z
Resolugao:

Esta fracgao racional j4 é prépria (sorte!) por isso s6 temos de encontrar as raizes do denominador

e decompo-la em elementos simples.

8z% w41 8224wl = 8224 x41

Entao, Pz —J 2@-Dn z(z—1)(z+1)

Usando o Método dos Coeficientes Indeterminados podemos encontrar os valores de Ay, As e

8z’ 441 Ay Az Az
z(z—1)(x+1) — f + o +.L+1

Ajg tais que: [



ﬂ+ Ao +ﬁ Ay(z—1)(z+1)+Asz(e+1)+Asz(z—1) _  8z?+4z+1
T z—1 z+1 z(x2—1) — z(z—1)(z+1)

Assim,

822 +x+1=Ai(x—1)(z+1)+ Asz(z + 1) + Azz(z — 1) <
= 8x?+x+1=A12%— A + Ayx? 4+ Apx + Azx? — Asx —
=82+ +1=(A1+ A+ A3)x? + (As — Az)x — Ay

A solugdo desta igualdade é dada por um sistema de equagoes
A +Ay+ A3 =8
Ay — Az =1
—-A; =1

A solugdo é A} = —1; Ay =5; Az = 4.

Agora é facil!

8m2+z+1 :f 8z2+m+1

3 —x z(z—1)(z+1) = 771 r— 1 .L+1 - _f 1 +5f +4f .Lil =

= —Injz|+ 5|z —1|+4lnjz+1]=—In|z|+In|z — 1> +In|z + 1*

(z=1)°(z+1)*

=In +C

x3+1
2 —2x+10

Resolugao:
Nao sendo uma fracg¢ao racional prépria, o primeiro passo é torna-la prépria procedendo a divisao
inteira dos dois polinémios.

Esta operacao efectua-se da seguinte maneira:

i +1 W -2y +10
+ e + 25 - 10x ¥ + 2
0 + 2% 10x +1
+ e . L |
0 -Bx  -19

3 2
z”41 _ __ 6xz+19 I _ 62419
JeSem =1 (:c+2 r2—2z+10) =5 +2— [ 2250
Neste caso, a primitiva que resulta é simples, nao sendo necessario proceder & decomposigao do

polinémio do denominador.

6x+19  _ [ 3(22-2)+25 2x—2 1 _ 20—2 1 _
f;c2—29:+10 _f 2 —2x+10 3f z2—2x+10 +25f z2—2z+10 _3f z2—2z+10 +25f z2—2z+9+1

:31n|x2—2:r+10|+25fm




Calculando a primitiva da tdltima parte em separado:

1 1
Jomrm = (%19)2+1 =3/ (%13)% saretg (%57

Substituindo: [ %5t = 2 42z — [31n|x2 — 22+ 10| +25fm} =
:f+2x— [31n|m —2$+10’+25[ arctg( )]]
:—+2x—3ln|x — 224 10| — Zarctg (%) + C

x+1
222 —bx+2

Resolugao:

Trata-se jd de uma fracgao racional prépria, logo vamos decompor o polinémio do denominador.

x+1 x+1
202 —5x+2 ~ 2(z-2)(z—1)

Pelo Método dos Coeficientes Indeterminados:

B ) _ Al@=3)+B(z=2)
- 2(9572)(177)

2z2m—7+5i+2 =3 (a:—2
Assim, v+ 1= A(z — 1)+ B(z —2), resultando l = A+ Bel= -4 —-2B& A=2e B=—1.
Concluindo:

Jettm =l () =2 - =

=hnjz—2/-ilnjz—i|+C

10



1.2 Exercicios propostos

1. Calcule as seguintes primitivas imediatas ou quase imediatas:
(a) [e2
) [ 5
© | =5
(d) [ (az+b)™
(e) [sin(7z)

(f) [tan(2z) Sug: tan(2z) = Sn(22)

cos(2x)

(g) [a?sin(z?)
() [+

W) [z

0) [ 3=

(k) [ 25

(1) f 2 +61w+10

(m) f :52+61:c+12

2. Primitive as seguintes fungoes por decomposicao das expressoes noutras mais simples:
(a) [3z%—20z—5
(b) [ €3 —5e*® + 4e”
(© [x-1)(z+4)

@ f ()
(e) f sin(z)4cos(x)

sin(x)

6 [ 5

(g) [2*(z—2)?
(h) [ sorioer

(1) f z3 7,3w+4

11



3. Calcule o valor das primitivas das seguintes fungoes através do método de primitivacao por partes:

4. Utilizando o método de primitivacao por substituicao, determine as seguintes primitivas:

(a) [ Lj;:l (Dica: faca x = t?)
(b) f @ (Dica: faga x = et)
(c) [ \3/5%5 (Dica: faca x + 1 = t9)

@ [ %/gﬂ (Dica: faca x = t*)
(e) [ev® (Dica: faga x = t2)
(f) [sin(¥z) (Dica: faga z = t3)

5. Calcule as seguintes primitivas de fracgoes racionais. Nao esquega que o primeiro passo é obter uma
fraccao prépria caso nao a tenha jé.

P22
(a) 22+3:E

(b) [
(c) J &5
@) | %56

(€ [ w=rs

12



1.3 Solucoes
1. (a) te¥ +0C
(b) $In|2z+3[+C
(© im(a2+1)+C
(@) sz +0)" ' +C a#0em# —1
(e) —1cos(7z) +C
(f) —L1n|cos(2)| + C
(g) —3cos(a®) +C
(h) In(9+€*) +C
(i) 4arctan(z) + C
() 623 +C
(k) 18eV® +C
(1) arctan(z +3)+ C

arctan (L\;%B) +C

B
S

(a) 2% —102% — 5z + C

e3r — %ezm +4e* +C

—
o
S~—

(M

(c) 323+ 3222 —da 4+ C

(d) —1+z—2nfz|+C

(e) x4 Inlsin(z)| + C

(f) In|a? + 1| + arctan(z) + C

(2) “’—; — 85+ 32 - 83+ C

(h) 3In|a? + 42+ 7| - % arctan (L\}?) +C

(i) & —3z+4|z[+C

13



(a) zlnz—2+C

(b) —x cos(x) + sin(z) + C

(© (z—)In(1l-z)—2+C
d) 2z(z+1)? — L@z +1)5+C

In*(z) 4 C

—
@D
~
N[

(a) 2Va3 +2y/z+C

(b) 1n22(1:) +C

—
o
~
o

(\6/32 + 1)7 —6 (\G/x + 1)5 +50 (\6/56 + 1)3 — 750z +1+ 37% arctan (

(d) %(4x3—ln

(‘/:73+1D+C
(e) 2eV* (\Jx —1)+C

(f) —3V/22 cos(/x) + 6/ sin (/) + 6 cos(/x) + C

(a) x75ln|x+1|f%+1+c
(b) & —1ln(2?+1)+C
(c) %—%2+J:—ln|m+1|+6’

(d) In

(2121)3 ’ + C

@)m(gj¥)+c

14
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1.4 Ficha de auto-avaliagcao n°1:
1. Resolva as seguintes primitivas:
(a) fe:r:+em

(b) f =z

© [\a/avE

(d) [ Asdr

(e) J 2 oine)

() [er(e” + )

(g) [ (:c2 — x) In(z +1)7!
h) [ =

0 [

(J')f\/%

(k) [arccosz

2. O Sr. Esquecido é o administrador de uma fédbrica de queijos perto de Nisa. Ele sabe que o custo

marginal de produzir x queijos é dado por

C{x) = 10z + 8 e que os custos fixos ascendem a 40. Ajude o Sr. Esquecido a calcular a funcdo dos

custos totais C(z).

15



1.5 Ficha de auto-avaliagcao n°2:

1. Resolva as seguintes primitivas:

(a) [

eT

b) [ 2=

() [ (a +bg +cg® + dg3) dg (Nota: ndo assuste com dg, pois serve apenas para indicar a ordem a

que varigvel devemos primitivar a fungao)

(d) 4x2;&-ac+1

e —x

(¢) [a~"In(n(x))

T

0 ) s
(g) [a"Inz

) J s

(i) [e*s"Tcosz

. 3
0) | =it

2. Determine a fungao g tal que:

(a) g:]0;400[ — R e satisfaz as condigdes: Vys0 ¢”(z) =5 +2%+2 , g(1)=0eg(1) = 1.

x

(b) ¢:]—2;+00[ — R e satisfaz as condigdes: V,~_o ¢"(z) = Q_F% , g(=1)=3eg(—1)=2.

16



2 Integracao

2.1 Exercicios resolvidos
1. Calcule o valor dos seguintes integrais definidos:
(a) fol (2% + ) dx

Resolugao:

Observe-se o grifico da fungdo f(z) = 22 + .
1
O integral da funcao entre [0, 1] ,assinalado na figura, é dado por: fol(:r2 +x) = {T—; + ;} =

1,1_5
3+2_G

(b) J2, (et~ + 1)da

Resolugao:

Neste caso pretende-se determinar a drea entre a fungdo f(x) = e@=6) 1 1, 0 eixo dos XX,

r=—-1lex=23.
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A érea é dada por: ffl(e(x"j)Jrl)dm = [0 + x]il =eB=043—(e(=176) —1) = e 3 —e T4

(c) f% sin zdx

Resolugao:

. L, . . T .

Seguindo a ldgica dos exemplos anteriores fl sinzdr = [~ cosz]x = —cosT + cos 5 = 1; neste
2 2

caso, o integral corresponde & drea abaixo da funcdo f(z) = sinz no intervalo [g;ﬂ'] , que é

igual a 1.

4m
iz
(d) f% sin zdx

am
Resolugao: Utilizando a ideia da alinea anterior parece que [, sinzdx = f; sin xdx +
2 2
am am an
[.* sinade =1+ [ sinzde =14 [—cosz]? =1
Cuidado! Alerta! Observe bem este exemplo enganador. Nao serd estranho que agora a &drea

seja menor do que a anterior sendo o intervalo maior? Note bem que nem sempre um integral

corresponde a uma &rea e é precisamente o que acontece neste caso. Surpreendido?

Como no intervalo [7r; 4?”] a funcao tem sinal negativo, para calcularmos a drea teriamos de

4
- B o
fazer: f% sinzdr + [ ° —sinzdz
Se estd esquecido, relembre o que estudou nas aulas tedricas! Se quisermos calcular a drea de

uma funcao que estd abaixo do eixo dos X X num certo intervalo [a, b] devemos fazer fab —f(z)dz.

(e) f_ll V1 —22dz
Resolugao:
Por substituigio, = = sin(t) < t = arcsin(z) e 2’ = cos(t). ATENCAO: quando se substitui,

altera-se também o intervalo de integragao.
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jus
2

f V1 — a2 dx—>f \/1—sln ) cos(t)dt = f \/cos2(t) cos(t)dt = 7W cos?(t)dt = [W]

|:sin(t) Cos(t)+t] z [w\/l x +drcsm(:v):| _ VI-ldarcsin(l)  —1yI1—Itarcsin(—1)
_z 2 2

2 1

w3

__arcsin(l)  arcsin(—=1) _ § -5 _
- 2 2

1 T
) Jo tivzde
Resolugao:

Por substituigao, z =t &t = \/z e 2'= 2t

1 14 114t 1443
b iimde — J Ltotdt = 2 [ Lt
Procedendo & divisao inteira dos polinémios de forma a termos uma fracgao racional prépria:
2 [N G =2 [12 42— 2edi =2 [7_ —+2t—21n|t+1|}

=2[3-3+4+2-2In(2) — (-2In(1))] = & —4In(2)

2 t21n(t)—In(¢
() f1 %

Resolugao:
t2 ln(ttj_;hl(t) _ (tz—ti)lln(t) _ (t ~ 1) In(¢)
ff 752111(37*1“1(0 = f12 (t — 1)In(t) — Teremos que integrar por partes!

Sendo w'=t—1 e v =In(¢), entdou="L4 —tev=

S =0 = [(5 - ) m)] -~ g2 (- Da=[(5 - )mo)] - [5-1 =1

=

2. Calcule a drea delimitada pelas curvas:

Resolugao:
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Em primeiro lugar, temos de encontrar o ponto de intersecgao das duas fungoes. Nao é dificil

perceber que serd em r = —2 e em x = 2.

2
Assim, a drea seré: f_22 (=22 — (—4)) dz = — f_22 (22 —4) do = — [%3 — 43:} L= 3-8-(-3+8)] =
—54+16=32

Note que esta drea tem de ser forcosamente igual & drea delimitada pelas funcées y = 2

Verifique que f_22(4 —2?)dz = 2.

,y =4

(b) y =3 —a) , y=0

Resolugao:

Observando o gréfico percebemos que a drea pretendida resulta da soma de duas dreas distintas.

A primeira vai de [—1,0] e a segunda de [0,1].

A primeira regido ¢ definida por j;ol 3(z3 — x)dx

Quanto a segunda regiao, temos de ter em atencao o facto da fungao se encontrar abaixo do eixo
dos XX, logo a drea serd dada por: fol —3(2® — x)dx

Assim, a drea total é dada por f_ol 3(x® —x)dz + fol —3(z3 —z)dx =3 ffl(ac3 —x)dx—3 fol (23—
z)dz=3+4+3=3

Perceba bem que se tivesse calculado fil 3(x® — z)dz iria obter uma 4rea total igual a 0, o

que nao faz sentido nenhum! Uma das drea estaria a anular a outra! Também pode verificar

facilmente que a fungao é impar e assim a drea é 2 fol —f(x)dz.

(c)y=2x, ya®’+1) =z, a2y=1lex=1.

Resolugao:

O primeiro passo é perceber bem quais sao as funcoes que temos em maos e ver graficamente

qual a drea delimitada.
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Escrevendo de outro modo as funcoes apresentadas:

yz?m,y:%ﬂ,y:%ele.

Graficamente temos:

&

Para determinar o ponto de intersecgao das fungdes y = 2zx ey = %,temos que resolver a seguinte
equacao % ==z = :t?
Assim, a drea pretendida serd dada pelo seguinte integral definido:

V2

o3 V2
JyF o iyt [l (2= iy e = 2 5] 7 4 nfa® + 117 +nfal)iz—4 fin |22 + 1)) =

2 % 1
=2 [%]0 +[In 2]l — L [In]a? + 1]} = 0,5

2

3. Calcule o seguinte integral que depende de um parametro. Note que o valor final dependerd, natu-

ralmente, desse pardmetro.

1
(a) [y By*dy
Resolugao:

Jy Bty = [p%] =

0

wl@

(b) f; x%dx
Resolugao:

3 O‘d o za+1 3 o 30+1 2a+1 . 3a+172a+1
f2x T=arT], T [arT] = ot | T atl

(c) ff 2% In(z)dz

Resolugao:
20 ,I_2a+1

— _z 1
e v = In(z), temos que u = F 15 e v'= .

Por partes, sendo u'= x =

Assim:
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2
2 20 o $20(+1 20(+l 1 o 22a+1 1 2 20 o
[ 2? In(z)dx = |:7204+1 ln(x 1 SarT 207 = 5o (2) — o557 Jy 2% =

o 22(¥+1 1 $2&+1 o 22a+l 1 22a+1 1 . 22a+1 1 22a+171 o
= 2at1 1n(2)72a+1 2041 |~ 2a+1 ln(2)72a+1 20+l 2atl| = 2a41 IH(Q)*M-H 2atl | —
92a+1 92a+l_q
sarT n(2) — (2at1)2

4. Calcule os seguintes integrais em que um dos limites é infinito e diga se sao convergentes ou diver-

gentes:

(a) 0+oo 14—1%2 dx

Resolugao:

+oo b .
N sz dx = hm fo 1+m2 dx = A lim [arctan(z)]; = lim [arctan(b) — arctan(0)] =

b— ——+o00 b—-+4o00

5 O limite existe, logo o integral é convergente!

(b) [ sin(z)dx
2
Resolugao:

f;roo sin(z)dz = , lim fi sin(z)dz Este limite ndo existe, logo o integral ¢ divergente.
2 — 400 " 2

5. Calcule os seguintes integrais impréprios e diga se sao convergentes ou divergentes:

1 92
fO VT dx
Resolugao:
Temos de ter atengdo ao ponto x = 0 porque a fungdo néo estd definida neste ponto!
1
fol %dm = gii%fol-ys %dm hm2f —=dx = 211m f z-2dy = 21111%J [szL =

=2[2 - 0] =4 — convergente

2
(b) J2; zzdz
Resolugao:
Atengao ao ponto z = 0!

. - . _112 .
2£2d:1: = hmf 5 1dx+hrnf0+ Ldr = 11%[—%]7;—%;%[—3: ) = +o0o+00 — ¢
divergente!

Dica:
Sabemos que fab fla)dz = [T f(z)dz + fcb f(z)dz, mas muita atengao! Se ambos os integrais do

lado direito nao convergem, entao o integral do lado esquerdo nem sequer estd definido! Perceba

que a resposta correcta a esta questao nao é +oo !
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6. Calcule as derivadas em ordem a = das fungoes seguintes:

(a)

[7 sen(t?)dt

Resolugao:

Calcular a derivada da primitiva ¢ andar um passo para a frente e um passo para trés.

Em termos liquidos, ficamos no mesmo lugar, excepto quanto a varidvel!l Temos de ter apenas
atengdo aos limites de integracdo. Nem é preciso calcular a primitiva!!!

Em geral, -L [* f(t)dt = F'(z) = f(z) sendo F(z) uma primitiva (que ndo calculamos!) de
flz) .

No nosso exercicio: - [ [/ sin(t?)dt] = sen(z?)

A derivada de um integral indefinido em ordem ao limite superior de integracgao é
igual a funcao integranda avaliada nesse limite. Porqué? Porque ao integrarmos

em t, t desaparece e necessariamente a derivada é em x!

ffw cos(t?)dt

Resolugao:

4 [ f(t)dt = —F'(z) = — f(x) sendo F(z) uma primitiva de f(z).
No nosso exercicio: & Ujﬂ cos(tQ)dt} = — cos(z?)

A derivada de um integral indefinido em ordem ao limite inferior de integracao é
igual ao simétrico da funcao integranda avaliada nesse limite.

fzx et dt

xr
Resolugao:

Utilizando a formula de Barrow, - [4) f(t)at = L [F()])\) = L [F(g(x)) - F(h(z))] =

(=)
flg@)]g'(x) = f[h(2)] B (2).
Parece termos chegado a um resultado importante: - f}f((;)) f)ydt = flg(x)] ¢ (x)—f [A(x)] R (x),
sendo ¢g(z) uma primitiva de g(z) e f(x) uma primitiva de f{x).
Aplicando a ideia ao nosso exercicio: - [fjw etht] = 2¢te” — e

Isto nao é para decorar!

7. Seja F' a fungao definida em [0, +oo[ tal que F(z) = fln(? + t)dt.
0

Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacgoes:

ii. F(0)= ﬁ, para todo o = > 0;
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ili. F é crescente em [0, +00].

Resolugao:
0
i F(0)= [In(2+t)dt =[(2+t)In(2+t) — 2 — ]y = 2In(2) =2 — 2In(2) +2 = 0 < F(0) =
0
0 = AFIRMACAO FALSA

o [n(2 4 6)dt = [(2+ )@ +6) — ¢ —2° = 2+ ) In(2+2) — 2 — (2— 0)In(2+0) + 0 =
i 24+ z)In(2+2z)—2In(2) — x
Flo)=[24+2z)In(2+2) —2In(2) —z]'=2In2+2) + cIn(2+ z) — 2In(2) — z]"'=
=2 +In2+2)+ 5 - 1= +In(2+12) — 1 =In(2+x)
F(z) =In(2+ z) # 51z =AFIRMACAO FALSA

Uma forma mais directa para responder a questao seria invocar o teorema que diz:
x

d

# |[roar] = o)
a

Ou seja, - {f In(2 + t)dt} =1n(2 + )

ili. F(z) étal que: F(z) =In(2+z) > 0 em [—1,+oo[. Como z € [0, +o0[, In(2 4+ x) > 0,
logo é verdade que F seja crescente => AFIRMACAO VERDADEIRA

S6 um cheirinho! Como o nome indica, podemos calcular dois integrais simultaneamente contemp-
lando duas varidveis de integragao. Assim, tal como o integral simples corresponde, em principio, ao

célculo de uma drea, o integral duplo corresponde ao célculo de um volume.

Um integral duplo terd o seguinte aspecto:

/C ' / " fa,y)dady

Podemos calcular o integral duplo pelo calculo sucessivo de dois integrais simples, integrando primeiro
em ordem a z (mantendo y constante) e integrando depois o resultado (que é uma fungdo de y) em

ordem a y.

Il
La—
o
_|_
He
[

[
|
U=
_|_
o)

2 322
(a) fol fox (22 + y?)dydx = fol [ny + %}0 dr = fol [334 + ””—;} dz
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2.2 Exercicios propostos

1. Calcule os seguintes integrais definidos:

1 3z
Jo iapde
(p) [ (sin(z) — cos(z))dx

1 52 VIF+1
(@) Jy =y de

(a) 222 <y <2z

(b) cos(z) <y <sin(z), 0<z <7
(c) > =92, =2

(d) —e <y, y<e @ >0
(e) >

25



3. Calcule os seguintes integrais paramétricos:

(@) fy (521 +1) da
(b) fol aelTdr

() [ 2da

4. Calcule os seguintes integrais de limite infinito e diga se sdo convergentes ou divergentes:

(a) [° e"da

(b) Ji"° 5 sin(z)dz
(¢) J; Bde

(d) [ Sleda

(e) 2+°O 3e~Vodg

() 0+ sin(z)dx

(&) /(1 — 2)e*da
(h) [°_ze 2da

(a) [} Sde
(b) [3 itmda
(c) f12 fqu
(@) Jfy grde
(e) Jo sy
(f) J2, Hdo

6. Calcule os seguintes integrais duplos (atengdo & ordem das varidveis):

@ 2, [, (@ +y?) dydo
(b) fol fol(:lcy)dxdy
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2.3 Solucoes:

1.

(a) %

(b) 1

(c) Zlnle+1

(d) —31n(2)

(e) —3e® + 3e® + 39

(f) arctan(3) — arctan(2)
(&) ¥ - %

(h) 4e?

(i) 5In(5) — 3 — 21In(2)
()1

(k) ge3™ — 3

n %
(m) £1n(7) —9 - 21n(2)
() ¥V7T-4V6

(0) 25

(p) 2

(@) -3 +2v2

2.

(a) Area=1

(b) Area =142

(c) Area =8v2

(d) Area =2

(e) Area =400

(f) Area = 60,75

(8) Area =3

(b) Area= 3+ S/2=3 — arcsin (27

)

(i) Area = —2V3+ 3



243t%2—t
3t—1

e?—1

45
2y

1 (convergente)

Nao existe, logo é divergente

+oo (divergente)

= (convergente)

6e— V2 (V2+1) (convergente)

Nao existe, logo é divergente

—e~1 (convergente)

—oo (divergente)

2
§ — convergente

ST, convergente

w

— convergente

Nl wloo

— convergente
400 — divergente

3
§ — convergente

18

=
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2.4 Aplicagao a problemas da drea de Estatistica, Economia e Gestao

1. Considere a varidvel aleatéria X que tem a seguinte funcao de densidade f(x) =

2 (4x—a?),z €[0,2].

(a) Represente graficamente a funcao.

(b)

Resolugao:
y
06T
04T
02T
00 ——+—+—+—+——+—+——"F—+—+—+—+—+—F+—+—+—+—+—+—
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
X

Verifique que se trata de uma fungao densidade de probabilidade.

Resolugao:

Trata-se de um conceito que estamos desde jé a antecipar da cadeira de Estatistica para Econo-
mia e Gestao!
Para que uma dada funcao possa ser considerada funcao densidade de probabilidade tem que
verificar as seguintes duas condigoes:
f(@) =0
fweDf f(x)dx =1, ou seja a drea por debaixo do grafico entre 0 e 2 tem de igualar 1.
Ao trabalho!
A verificacdo da primeira condigdo parece ser clara a partir da observagao gréfica, uma vez que
todos os valores da fungdo sdo nao negativos no intervalo em estudo.
Quanto & segunda condigao, nao é nada que nao consigamos fazer com os conhecimento de
Calculo I! Aqui vai...

2 hr— otz = 202 - 2] = 5 [8- 8] =1
J& esta! Acabdamos de provar que se trata realmente de uma fungio densidade de probabilidade.

Calcule a fungdo de distribuicao F(z).

Dica: F(z)=P(X <z)= [ f(z)dx

Resolugao:

x T T z3 z
F(z) = [ &z — 2?)de = [§ L4z — 2?)de = & [[ 4z — 2?)de = & [2332 — ?}0 =
3.2 __ 1,3
81~ 167
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Na verdade, o que nos dard esta funcao? Vamos por passos...

Calculando:

F(0)=P(X <0)= [} %(495 —a?)dz = (222 — La®) _, =0
F(3)=P(X < 3) = |7 154z —2%)dz = (32° - 352°) ,_s = 1%
F1)=P(X<1)= fol %(43} —a?)de = (322 — {52°) _, = 15
F(3)=P(X <3) = J§ {s(4e —a%)dz = (5o = 52%),_3 = 135
F(2)=P(X <2)= [, 16(433 2?)dz = (2? - %6363)122 =1

Agora € mais facil perceber!
F(z) é uma fungdo que nos traduz a drea entre o gréfico f(z) e o eixo dos XX no intervalo
[0,z]. Por outras palavras, é a probabilidade da varidvel aleatéria X tomar valores entre 0 e z.

Quanto mais préximo de 2 for x, maior valor terd a drea, logo maior serd a probabilidade.

(d) Com base em F'(x) calcule as seguintes probabilidades:
i P(X<3%)

4
Resolugdo: P(X < 3)=F(})= [} £ (42 —2?)dz = 2L

ii. P(X >1)

Resolugao: P(X > 1) =1-P(X <1)=1-F() =1— [, 16(41’*95 Jdo = 1 A
probabilidade de x tomar valores superiores a 1 é o complementar da probabilidade de x

tomar valores inferiores ou iguais a 1.
iii. P(X <5)

Resolugao: P(X <5)=F(5) = |, 16(43: —a?)dx = [ 16(43r —2%)dz = F(2) =1 Se z s6
toma valores entre 0 e 2, é ébvio que a probalidade de x tomar valores iguais ou inferiores
a b ¢ 100%.

iv. P(1<X <3)

Resolugdo: P(1< X <3 fl b (4o — 2?)dw = 455

Outra forma de responder a pergunta ¢é pensar que a drea entre 1 e % corresponde & drea
situada & esquerda de § subtraida da drea & esquerda de 1. Assim, P(1 < X < %) =

F(3)-F(1)= 4x—:c)d$— 4z — 2?)de = %

0 16( 0 16(

(e) Determine o ponto 7 tal que P(X > z1) =0, 1.

Resolugao:

Encontrar o ponto cuja drea a direita é 0,1, equivale a encontrar o ponto cuja drea a esquerda

¢ 0,9, visto que a drea total é invariavelmente igual a 1. Veja bem no grafico!

Assim, P(X > z1) =0,1e P(X <21)=0,9% F(z1) =0,9 & [ &4z — 2?)dz = 0,9
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Aproveitando o resultado da alinea c¢) torna-se mais simples. Assim, %xz — 1—1636 = 0, 9.Bastaria

agora resolver esta equagao e encontrariamos o valor de x;. Nao precisa de calcular visto que
nao é facil baixar o grau do polinémio obtido. Fica a ideia, mas se for curioso, experimente

resolver com o software Scientific Workplace!

2. O lucro de uma empresa como func¢ao da quantidade produzida = (em que x > 0) é
_ 2500000
f(z) = 3800 — x — ===

Sabendo que a quantidade produzida varia entre 1250 e 3500 unidades, calcule o lucro médio.

Resolugao:

O lucro médio serd dado por E(7) = [ g(f (z)dz, onde g(f(x)) é a funcdo densidade de prob-
abilidade do lucro. Supondo que a quantldade produzida se distribui uniformemente no intervalo

[1250, 3500] ,entdao g(f(x)) = m.Veriﬁque que se trata realmente de uma funcao densidade!

Calculando o integral definido:

3500 _ 1 3500 2500000 _
3500 1250) f250 f(@)dz = 5355 [1950 (3800_37_ « )dx—

= 1425 — 19000 1n(2) 4 10990 In(5) — 10990 In(7) = 1425 — 1909 [In(2) — In(5) + In(7)]

3. Em Estatistica, a distribuicio exponencial é definida por f(z) = Ae™**, (z >0, A > 0). Mostre que
a drea entre a funcdo f e o eixo dos XX no intervalo [0, 4+o00[ é igual a 1.
Resolugao:
Trata-se de um integral de limite infinito, nada que nao consigamos resolver!

Graficamente, para A\ = % por exemplo, temos:

‘ F 1 +oo Az g _ AT g _ —azlb s — b
A drea pretendida ¢ dada por [;" e dx = A hm fo Ae My = bLHJPoo [—e ]0 = bEIJ:lOO(—e +
1) =1 Provado para qualquer A > 0.

Note que a drea é igual a 1 e f(z) > 0, logo trata-se de uma funcao densidade.
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2.5 Ficha de auto-avaliacao n°1
1. Resolva os seguintes integrais:
(a) [y (a2 + 2z + 1)da
3z
(b) Ji $hyde

(c) 0+Oo e Tdx

(d) [, Lda

(e) [y s425da
(f) f03 21+ zdz
®) Jo e
(h) fol arcsin(z)dz
M) [ sy

() f7 sin (V&) do

2. Integre f; xv/4 — zdx por dois métodos distintos:

(a) Por partes.

(b) Por substituicao.

3. Calcule as areas definidas por:

4. Esboce o gréfico de cada uma das seguintes fungoes e sombreie a regiao cuja drea é representada pelos

integrais:

(a) fi [(x+1)— %] da
(b) J1 [(1-22) (22— 1)] do

5. Mostre que f1+oo m—lada? = ﬁ se e s6 se a > 1 e que para a < 1 o integral é divergente.
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6. A funcio f(z) = 2% estd definida para z > 0.Estude convergéncia de fol f(x)dz e f1+oo f(z)dz e

comente os resultados encontrados.

7. Encontre o erro na resolugao do seguinte integral e mostre que ele nem sequer é convergente.

f—ll pdy = [_1]171 =-1-1=-2

x

Dica: se acha que estd bem resolvido, pense um pouco e chegue & conclusao que nao é possivel obter

um integral negativo sendo a fungao positiva em R. Onde estara entao o erro?
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2.6 Ficha de auto-avaliacao n°2
1. Resolva os seguintes integrais:
a) [ Inade
+oo 1
) Ji =
4
c) [, mydy

f3 lnzd

f—2 I;%FQ dzx

(f) 0+oo 2+1da:

fo ks M

Va—z2

f 3 1+eT d.’L‘

i) [y «?sinzdx
dx

fom

) f14 cos(Inz)dz

2. Calcule a area da regido delimitada por:

=(z-1)7°,y=a-1

=sinz ,y=cos(2z) , -5 < <

ol

3. Encontre pelo menos quatro fungoes continuas f que satisfacam simultaneamente as condigoes:

() f(0)=0e f(1) =

(ii) A drea limitada por f e o eixo dos XX para0 <z <1é 1.
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L 1
4. Prove que o seguinte integral converge e encontre o seu valor: fo mTde

5. A procura didria de farinha num supermercado, em centenas de quilos, é uma varidvel aleatéria com

fungao densidade de probabilidade:

%‘T ,0<z<1
0 outros valores de x

(a) Represente a graficamente a fungao.
(b) Qual a probabilidade da procura exceder 200kg num dia escolhido ao acaso?

)
)

(¢) Qual a probalidade de se situar entre 60kg e 150kg?
)

(d) Deduza a fungao de distribui¢ao da procura didria de farinha.

4 VIn(9—zx)
f2 \/ln(97m)+\/ln(x+3) dx

Nota: se conseguiu resolver este exercicio considere-se génio! Este problema foi formulado pelo

6. Calcule

Committee on the Prize Competition - The Mathematical Association of America.
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