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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real

L(‘,:ilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

Funcdes
Uma fung¢@o € uma correspondéncia f entre dois conjuntos A e B, que a cada
elemento x € A faz corresponder um e um sé elemento f(x) € B.
e o conjunto A é chamado o dominio da fungao e é também denotado por
Df;
e o conjunto B é chamado o conjunto de chegada de f
e o subconjunto {f(x) :x € A} = {y € B: Ix € A,y = f(x)} é chamado
o contradominio da fungdo f e denotado CDy.

Qual das seguintes correspondéncias define uma fungéo?
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

Uma fungdo f : A — B diz-se:
e injectiva se:
Va,d' € Ala#d = f(a) #f(d))
ou de modo equivalente

Va,d' € A(f(a) =f(d') = a=d")

o sobrejectiva se:
Vb e Blae€A:f(a) =0,

ou de modo equivalente, se CD; = B,

o bijectiva se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva, ou seja:

Vb e BllacA:f(a)=Db.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Fungdes reais de varidvel real

Funcgdes reais de varidvel real
Quando os conjuntos A e B sdo ambos subconjuntos de R a funcdo diz-se
funcao real de variavel real e usa-se a notaco f.r.v.r. Neste caso, também
se costuma caracterizar a fung¢do da seguinte maneira:
f: DrcR — R
x = flx),
ou
f:Df CR—= Rix— f(x).

Dada uma fr.vr f : Df C R — R chama-se gréfico de f ao subconjunto de
R2:

Gr={(x,y) eR* 1y =f(x)}.
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

|—Fung;(')es reais de varidvel real
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Fungdes reais de varidvel real

Operagoes algébricas com f.r.v.1.
Dadas frvr. f: D) CR = R, g: D, C R — R, podemos definir as
seguintes operacdes algébricas:

e Soma

f+g: DiND, — R
x o= (fg)l) =) +8x)

e Multiplicacio por um escalar A € R

N: D — R
x o= (M) = Af)

o Diferenca
@ CATOLICA
\

LISBO

f—g: DiNDy — R
x = (f = 8)(x) ==£(x)— g(x)

6/99



Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Fungdes reais de varidvel real

Operagoes algébricas com f.r.v.1.

e Produto
fe: DiND, —
x = (f8)(x)
e Quociente
L.
g

{xeDiND;y:g(x) A0} —

X
o Composicao
gof: {x € D, Zf()C) S Dz} —

X
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes reais de varidvel real

Operagoes algébricas com f.r.v.1.

¢ Raiz de indice n par

Vf: {xeD;:f(x) >0} —

X
¢ Raiz de indice » impar

\'/fi D]

R
X =



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Fungdes reais de varidvel real

Caracteristicas geométricas das f.r.v.r

Uma f.rvrf : D C R — R diz-se crescente (resp. decrescente) se
Vx,x' € D(x < X' = f(x) < f(x))

(resp.
Vx,x' € D(x <x' = f(x) > f(x')).)

No caso das desigualdades acima serem estritas, a func¢do diz-se estritamente
crescente (resp. descrescente). Repare-se que neste caso as fungdes serdo
também injectivas.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
LCélculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Fungdes reais de varidvel real

Caracteristicas geométricas das f.r.v.r

Umafrvrf: D CR — Rdiz-se

e mondtona caso seja crescente ou descrescente;

e limitada se existir M > 0 tal que Vx € D, |[f(x)| < M;

0 10

¥ 05
B R F
- 10|

e par se Vx € D,f(x) = f(—x);

e impar se Vx € D, f(—x) = —f(x). DS
3 %y o «F = = T 9Dace
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes reais de varidvel real

Deslocando gréficos...

f(x)+cecf(x) (c € R)?

y=fx)

Como se relaciona o gréfico de uma fungdo f(x) e os gréficos de f(x + ¢),

y=f(x+2)




Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Fungdes reais de varidvel real

Invertibilidade

No caso de uma fir.vr f : Df C R — R ser injectiva, tem lugar a chamada
funcdo inversa de f denotada por f ! e que € a tinica fungdo f~! : CD; — Dy
satisfazendo a seguinte condi¢ao

("o f)(x) =x, (fof~")(y) =y,Vx € D,y € CDy.

Propriedades

e A funcio f sera crescente (resp. descrescente) se, e somente se, f ! o
for;

e Um ponto (x,y) estd no gréfico de f se, e somente se (y,x) estd no
grifico de f~!. De facto, o grifico de f~! é uma reflexdo do grifico de f
relativamente a recta y = x;

e Dy = CDy e CDp—1 = Dy; ATOLICA
T (
° (f 1) 1 =f. TNH"\\
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

[ Fungoes Trigonométricas
:

Trigonometria

Cosa=a/c
Sina =b/c
Tan a =b/a
c
N a
a
) 2, —
sin“x+cos“x =1

- BERr

= x\ 3
) 1 —+ tan“ x cos?x )
cos(2x) = cos® x — sin® x sin(2x) = 2sinxcosx
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas
:

Funcao Seno

Seno :

=

—  sinx

104

~10
A fungdo Seno é uma func¢io

e limitada: —1 <sinx < 1, Vx € R;

e impar: sin(—x) = —sinx, Vx € R;

e periédica, de periodo 27: sin(x + 27) = sin(x), Vx €R;



Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
|—Célculo Diferencial Real (uni-dimensional)
- Fungdes Trigonométricas

Funcao Seno

sinx=sina s x=a+2krnVx=71—a+2knr, keZ

sinx=0&x=km, ke Z

sinle@x:g—i—Zkﬂ',keZ

3
sinxz—l@x:7ﬂ+2k7r,k€Z
sinx =

N —

@x:%+2k7r\/x:5—7r+2k7r, kel

sinx = S x

4

3
—+2k7er=T7r+2k7r, ke
sinx =

S S

<X

2
—+2k7r\/x=?7r+2k7r, kez

[m]

=



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcao Arco de Seno
Considerando a restri¢do da fungdo Seno ao intervalo [—7Z, 7], obtemos a
chamada restricao principal do Seno,

que é uma funcio estritamente crescente e, portanto, injectiva.
Podemos entdo considerar a sua fungdo inversa que € designada por fungéo
Arco de Seno:
Arcode Seno: [-1,1] — [-7,F]
X — arcsinx

N ) CATOLICA
. LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcao ArcoSeno
A fun¢@o Arco de Seno pode ser definida analiticamente da seguinte
maneira:
. . T T
Va € [-1,1],arcsin(a) = a < sina=aAa € [_E’ 5]

Repare-se que a fungdo Arco de Seno continua a ser:
e uma funcdo estritamente crescente:

Va,b € [—1,1],a < b < arcsin(a) < arcsin(b)
e uma fung¢do impar:
Va € [—1, 1], arcsin(—a) = — arcsin(a).
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real

|—Célculo Diferencial Real (uni-dimensional)
- Fungdes Trigonométricas

Funcao Coseno

Coseno: R — R

X = COSXx

104

VY

A fung@o Coseno é uma fungao:
e limitada: —1 < cosx < 1, Vx € R;
e par: cos(—x) = cosx, Vx € R;

e periédica, de periodo 27: cos(x + 27) = cos(x), Vx €R;



Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
- Fungdes Trigonométricas

Funcao Coseno

cosx=cosa<sx=a+2krVx=—a+2kr, keZ

cosx=1x=2kr, ke’

cosx:O(:)x:z—i-kmkeZ

cosx=—-1<x=02k+1)r, keZ
1

cosxzi(:»x:g—r+2k7rvx:—z+2k7r, keZ
2
cosx:\/T_<:)x:z+2k7r\/x:—%+2k7r, keZ
V3
COSXZT@)C:

—+2k7r\/x=—%+2k7r, ke



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcao Arco de Coseno
Considerando a restrigéo da fun¢do Coseno ao intervalo [0, 7], obtemos a
chamada restricao principal do Coseno,

que é uma funcdo estritamente decrescente e, portanto, injectiva.
Podemos entdo considerar a sua fungdo inversa que € designada por fungéo
Arco de Coseno:
Arcode Coseno: [—1,1] —  [0,7]
X — arccosx

M CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas
:

Funcao Arco de Coseno

maneira:

A funcdo Arco de Coseno pode ser definida analiticamente da seguinte

Va € [—1,1],arccos(a) = a < cosa =a A a € [0, 7]
Repare-se que a fun¢do Arco de Coseno continua a ser:
e uma fungao estritamente decrescente:

Ya,b € [—1,1],a < b < arccos(a) > arccos(b).

&y CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcado Tangente

Tangente : R\{Z +2km,kcZ} — R
X — tanx

16 - 5 10

A fun¢do Tangente € uma fungéo
e fmpar: tan(—x) = —tanx, Vx € R\{Z + 2km, k € Z};

e periddica, de periodo 7:
tan(x + ) = tan(x), Vx € R\{3 + 2km,k € Z}.. -

oy CATOLICA
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
|—Célculo Diferencial Real (uni-dimensional)
[ Fungdes Trigonométricas

Funcado Tangente

tanx =tana S x=a+km, ke Z J

tanx =0 x=km, ke Z

tanle{i)x:%+k7r,k€Z

tanx:—1<:)x:—2+k7r, keZ

tanx:\@@x:z+kw,k€Z

3
3 T
tanx:—(:)x:g km, ke Z
@) CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcdo Arco de Tangente
Considerando a restri¢do da fun¢ao Tangente ao intervalo | — 5, 5[, obtemos
a chamada restri¢ao principal da Tangente,

que é uma funcio estritamente crescente e, portanto, injectiva.
Podemos entdo considerar a sua fungdo inversa que € designada por fungéo
Arco de Tangente:

Arco de Tangente : R — |- 72, 7]

X + arctanx

N CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcdo Arco de Tangente

A funcdo Arco de Tangente pode ser definida analiticamente da seguinte
maneira:

Va € R,arctan(a) = a < tana =a Ao €] — g,g[

Repare-se que a fungdo Arco de Tangente é uma funcio estritamente
crescente, isto €:

Va,b € R,a < b < arctan(a) < arctan(b)
e continua a ser uma fungio fmpar:
Va € R, arctan(—a) = — arctan(a).

w5 CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas
:

Funcao Exponencial

Relembremos o nimero de Neper

e a func@o exponencial (de base ¢)

e =2,71828182845904523536028747135266249775724709369995...

e: R — RF
x

= e

que € uma fungdo estritamente crescente e, portanto, invertivel

[m]
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

[ Fungoes Trigonométricas

Funcao Exponencial

Valem ainda as propriedades:

ey

1
‘2——x = ;;;;,
(e = e

& CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
- Fungdes Trigonométricas

Funcao Logaritmo

A funcdo inversa da funcdo exponential (de base ¢), chama-se fungdo
logaritmo e estd definida por:

Inx: RY* — R
X

— Inx

}/2 O g B o "
B

Vx> 0,Inx =y < ¢ =x,

Vx,In(e*) = x

Vx> 0,e"" = x.




Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
[ Fungdes Trigonométricas

Funcao Logaritmo

Valem ainda as seguintes propriedades:

In(xy) = Inx + Iny;

In (J—C) =Inx—Iny;
y

alnx = In(x%).

& CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcao Exponencial de base a > 0
Mais geralmente, podemos considerar a fung¢éo exponencial de base a, para
qualquer a > 0:
a: R — RF
x = a
que continua a ser uma funcao invertivel, mas temos dois casos a considerar:
e Se a > 1, a* € uma fungao estritamente crescente;

e Sea < 1, a* é uma fungdo estritamente decrescente;

N

Em ambos os casos, vale a igualdade
# CATOLICA
LISBON
a =eM Vx,acR,a>0.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Fungdes Trigonométricas

Funcao Logaritmo de base a > 0
A func@o inversa da fungdo exponential de base a, com a > 0:
log,x: Rt — R
x +— log,x
estd definida por:
Vx> 0,log,x=y<a =x

Além disso,

e ¢ uma funcdo estritamente crescente se a > 1;

e ¢ uma funcao estritamente decrescente se a < 1;

e vale a igualdade GOl

SBO
Inx LISI

, Ya,x > 0.
Ina

log,x =
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L(‘,:ilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Limites

Noc¢ao de limite
Para falarmos em limites de f.r.v.r. temos de falar primeiro em pontos de
acumulacio!

Seja D um subconjunto ndo vazio da recta real. Um ponto a € R chama-se
ponto de acumulacio de D se para qualquer vizinhanga V =|a — €,a + ¢

(e > 0) de a se tem
v (\{a}) # 0.

Exemplos

e 1 e 2 sdo pontos de acumulagdo dos conjuntos [1,2], ]1,2[, [1,2[e]1,2];
e 0 é ponto de acumulagio do conjunto | — 1,0[U]0, 1];

e o conjunto de todos os pontos de acumulagéo de | — 1, 0[U]0, 1] é dado pelo
intervalo [—1, 1];

e o ponto 1 ndo é ponto de acumulaggo do conjunto | — oo, 0] U {1}.

Dado um ponto de acumulacio a do dominio D de uma certa f.r.v.r. f
podemos entdo analisar se existe o limite de / quando x tende para a.



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L(‘,:ilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Limites

Definicdo segundo Heine

Sejaf : D C R — R uma fr.v.r e consideremos a um ponto de acumulagio
do dominio D de f. Diz-se que b € R ¢ limite de f no ponto a, ou de maneira
equivalente, que f tende para b quando x tende para o ponto a e
escreve-se

lim f(x) = b

se, e somente, para qualquer sucessdo de ndmeros reais (x,), em D
convergente para a
X, —a

se tem
F(x,) — b.

Note-se que a definicio segundo Heine tem especial interesse na prova da nio exis-
téncia de limite. Com efeito, basta encontrar duas sucessdes (x,), € (y»), em D
convergentes para a, tais que f(x,) e f(y,) no convergem para o mesmo valor b,
para se concluir a no existéncia de limite de / quando x tende para a.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Limites

Definicao formal

Sejaf : D C R — R uma f.r.v.r e consideremos a um ponto de acumulagio
do dominio D de f. Diz-se que b € R ¢ limite de f no ponto a, ou de maneira
equivalente, que f tende para b quando x tende para o ponto a e
escreve-se

limf(x) =b

X—a

se, e somente, for verificada a seguinte condigdo:

V§ > 03e > 0:Vx € D\{a}, |x —a| <e=|f(x) —b| <.

A condi¢@o quer dizer o seguinte:

sempre que fixamos uma vizinhanga |b — 6, b + 5[ (& > 0) do ponto b

existe uma vizinhanga Ja — €, a + €[ (¢ > 0) do ponto a tal que

para qualquer ponto x do dominio de f pertencente a DN]a — €, a + €], a sua imagem
f(x) pertence a vizinhanga tomada de b: f(x) €]b — 0, b + 4.




Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Limites laterais

Defini¢ao
Sejaf : D C R — R uma f.r.v.r e consideremos o seguinte subconjunto do
dominio Dde f: Dt = {x € D : x > a}.

Se a for ponto de acumulagio de D pode considerar-se o limite de f a
direita no ponto a, que se denota por lim__, + f(x), e que corresponde ao
limite quando x tende para a da restri¢ao f|p+, isto é:

lim+f(x) =beR &

X—a

V§>03de>0:VxeD,a<x<a+e=|f(x)—b|l <.

CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
L’Umhu

Limites laterais

Defini¢ao
No caso de a ser um ponto de acumulac¢io do conjunto
D™ :={x € D : x < a}, define-se de modo andlogo o limite de f a

esquerda no ponto a que se denota por lim__, - f(x) e que corresponde ao

limite quando x tende para a da restri¢o f|p-:

lim fx) =beR &

x—a~

V§>03e>0:VxeDa—ec<x<a=|f(x)—b| <.

w5 CATOLICA
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e
Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
LCélculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites
:

Proposicao

Dt comode D—.

Sejaf : D C R — R e a um ponto que € ponto de acumulagdo tanto de

Entdo a fungdo f converge para b € R no ponto a se, e somente se,
dados por b.

existem os limites laterais a esquerda e a direita do ponto a e ambos sdo

&y CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Infinitésimos

Defini¢ao

Chama-se infinitésimo no ponto a a toda a fungéo que tem limite nulo no
ponto a.

Proposicao

O produto de um infinitésimo no ponto a por uma fun¢ao limitada numa
vizinhang¢a do ponto a, é ainda um infinitésimo no ponto a.

oy CATOLICA
N\
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Infinitamente grandes

Defini¢ao
Diz-se que a fungdo f tende para +oo quando x tende para o ponto a, se e
somente se, for verificada a condigdo:

V8 > 0de > 0:Vx € D\{a},|x —a| <e=f(x) > 4.

Defini¢ao
Diz-se que a fungdo f tende para —oo quando x tende para o ponto a, se e
somente se, for verificada a condi¢do:

V§ > 03e > 0:Vx € D\{a}, |x —a| <e = f(x) < —0.

w5 CATOLICA
N\
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
L’Umhu

Limites quando x tende para oo
Defini¢ao
Sejaf : D C R — R uma f.r.v.r. Se D contiver um intervalo da forma

Je, +00], tem também sentido calcular o limite de f quando x tende para
+00, e dado b € R, tem-se:

lim f(x)=b&V§>03 >0:VxeD,x>¢c=|f(x) —b| <4.

X—+o0

Defini¢ao
Analogamente, se D contiver um intervalo da forma | — oo, ¢[, tem também

sentido calcular o limite de f quando x tende para —oo, e dado b € R,
tem-se:

CATOLICA
lim f(x)=b&Vs>03>0:VxeD,x< —e=|f(x) —b <4 0

X—r— 00
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Notacao

Dado um subconjunto limitado D de R, denotamos por D’ o conjunto
dos pontos de acumulagdo de D. Se D contiver um intervalo da forma
Je, +o0[ elou | — oo, ¢[ usamos a mesma notagdo D’ para o conjunto dado
pela unido do conjunto dos pontos de acumula¢do com {+oc} e/ou com

{—o0}.

Portanto, D’ serve para denotar o conjunto dos pontos onde faz sentido
estudar a existéncia de limite de uma funcéo f'!

CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Propriedades:

1) Se existe limite de f quando x tende para a € D', entéo é unico.

2) O limite de uma fungéo constante em D é a prépria constante em
qualquer ponto x € D'.

3) Seafrvrf: D — R tiver limite finito quando x tende paraa € D’
entdo f € limitada numa vizinhanga de a.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
LCélculo Diferencial Real (uni-dimensional)

= Limites

Proposicao

Sejam f,g: D C R — R frvr,a € D' e admitamos que lim,—,,f(x) = be
lim,—, g(x) = c.

1) Se b < c, entdo existe € > 0 tal que para todo o
xe{xeDND,:0< |x—a| <e}setemf(x) < g(x);
2) Reciprocamente, se existe € > 0 tal que para todo o

xe{xeDND,:0< |x—a| <e}setemf(x) < g(x),entdo b < c;

&y CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites
:

Teorema do Encaixe

Sejamf,g,h: D CR — Rfrvreae D'
Se

f(x) <h(x) <g(x)
numa vizinhanca do ponto a e

entdo

X—a

lim f(x) = lim g(x) = b,

lim h(x) =b.

A0

N\
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
L’Umhu

Algebra dos Limites Finitos

Proposicao
Sejamf,g: D C R — Rfrvrea € D'. Sef e g admitem limite finito no
ponto a entdo também o admitem as fungdes f + g, f — gef - g e tem-se:

lim(f + ¢g) = (lim f) + (lim g),

lim(f — ) = (limf) — (lim g),

X—a X—a
lim(f- ¢) = (lim f) - (lim g).

Além disso, se lim,_,, g # 0, entdo existe o limite de § no ponto a e tem-se:

. f limy o f

lim= = ————.

x—ag limy, g ) CATOLICA
N

LISBO
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Proposicao

Sejamf : Dy CR — Reg: D>, C R — R fungdes tais que CDy C D, e
consideremos a € D]. Se f admite limite no ponto a e g admite limite no
ponto b = lim,_,, f entdo a fun¢do f o g também admite limite no ponto a e
tem-se:

lim (g o f)(x) = lim g(y).

x—a y—b

&y CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L(‘,:ilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Limites

Algebra dos Limites

Para se enunciar de forma simples a dlgebra de limites de f.r.v.r. (finitos
ou infinitos) é costume considerar a chamada recta acabada:

R:=RU{—0c0,+00}.

As operagdes algébricas (soma, produto, quociente, etc.) na recta aca-
bada s@o definidas de modo a que a sua restricio a R corresponda as operacdes
usuais.

No entanto, ndo € possivel determinar o resultado de todas operacdes
em R e, sempre que isto acontecer, diz-se que estamos perante uma indeter-
minacio.

17/99



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Algebra dos Limites

Consideremos entdo um elemento a € R. Define-se:
Soma

a+ (£o0) = +o00

a— (+o00) = Foo

+00 + (+00) = 400

—00 + (—00) = —o0

+00 + (—00) ou 400 — (+00) é uma indeterminagéo do tipo co — 0o

Produto

4. (doo) = +oo,sea >0
Foo,sea <0

0 - (00) é uma indeterminagéo do tipo 0 - co

+00 « (4+00) = +00

+00 - (—00) = —00

—00 -+ (—00) = 400

OLICA
{0\
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Algebra dos Limites

Potenciacdo

Consideremos agora que a > 0
0,sea < 1
+00,sea > 1

G =

R ~+oo,sea <1
ase 0,sea>1

1%°° ¢ uma indeterminacio do tipo 1> OLICA




Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
|—Célculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Algebra dos Limites

Potenciacao

“+o0,se b >0
Sejab € R: (+00)? = ’

! (+00)" =3 0.seb <0
(£00)° € indeterminagio do tipo oo’
(+00)7% = +o0
(+oo)—oo = (+ool)+oo =0
0° também ¢ indeterminago.

& CATOLICA
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites

Lista de Indeterminacoes

Lista de Indeterminagdes

@ CATOLICA
LISBON
=
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Limites

Levantamento de Indeterminagdes

Tal como se viu atrds, existem operacdes na recta acabada que nio estdo de-
finidas para todos os elementos de R, surgindo naturalmente as indeterminacdes no
célculo de limites. Felizmente, em geral, ¢ possivel "transformar”o limite dado num
limite equivalente, mas cujo resultado se pode obter através de operacdes bem defini-
das em R, dizendo-se neste caso que se "levantou"a indeterminago.

Para tal sdo tteis os chamados limites notaveis:

. sinx .1 —cosx
lim — =1, lim =
x—=0 X x—0 X
S | X
limS—— =1, lim < = +oo(k € N)
x—0 X x——+oo X
In(1
lim In(l + ax) =a(a € R)
x—0 X
In(x)

lim

x——+o0 X

=0, lim x“In(x) =0, >0
x—07T
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Limites
:

Levantamento de Indeterminagdes

Proposi¢ao

Sejam f e g duas f.r.v.r. tais que

i 0 =acE
e lim,_, 1 o |g(x)| = +00. Entdo

lim

& CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
= Continuidade

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
:

Continuidade de Funcoes reais e de variavel real
Defini¢ao

Sejaf : D C R — Rea € D. Diz-se que f é continua no ponto « se

lim f(x) = f(a).

lim £(x) = f(a)

No caso de f ser continua em todos os pontos do seu dominio, diz-se que f é
uma funcio continua em D.

Exemplo de uma fun¢do continua

Exemplo de uma fun¢ao descontinua

oy CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Continuidade

Continuidade de Funcoes reais e de variavel real

Proposi¢ao

Sejam f,g: D C R — Rfrvrea € D. Se f e g sdo fungdes continuas no
ponto a, entdo também o sdo (no mesmo ponto) as fungdesf +g,f —gef-g.
Além disso, se g(a) # 0, entdo também a fun¢do i—i sera continua no ponto a.

Proposicao

Sejamf:DCR —-Reg: D CR — Rfungdesea € Dtal quef(a) € D'.
Se f for continua no ponto a e g for continua no ponto f(a), entdo a funcdo
g o f também serd continua no ponto a.

CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
L

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
= Continuidade

Continuidade da Funcdo Inversa

Continuidade da Funcao Inversa

Se f é uma fungio injectiva e continua num intervalo I de R entdo f ! é
continua em f(I).

&y CA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
— Continuidade

Teorema de Bolzano

Sejam a, b € R e f uma fungéo continua em [a, b]. Entdo f assume todos os
valores entre f(a) e f(b), isto é, dado qualquer nimero real k compreendido
entre f(a) e f(b) existe sempre um ponto ¢ € [a, b] tal que f(c) = k.

Corolério do Teorema de Bolzano
Se f é uma fun¢do continua em [a, b] e f(a) - f(b) < 0 entdo f tem, pelo
menos, um zero em |a, b|.

Teorema de Weierstrass

Se f for uma fung@o continua num intervalo [a, b], entdo a imagem de f em
[a, b] é também um intervalo fechado [c, d], onde ¢ (resp. d) é o valor
minimo (resp. mdximo) tomado por f no intervalo [a, b).



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
— Continuidade

Prolongamentos por continuidade

Consideremos novamente uma f.r.v.r. f € a um ponto de acumulacio do seu dominio.
Se a ¢ D, ndo faz sentido analisar a continuidade de f no ponto a, uma vez que este
ponto ndo estd no dominio da fungdo. No entanto, podemos averiguar a existéncia de
uma funcéo continua em D e que coincida com f em D\{a}, chamando-se a uma
fun¢do nestas condi¢des o prolongamento por continuidade de f/ ao ponto a.

Por definicdo de continuidade e de limite, ¢ imediato que a funcdo f serd
prolongéavel por continuidade ao ponto a se, e somente se, existir e for finito
o limite de f no ponto a, estando, nesse caso, o prolongamento continuo de f
definido univocamente pela fungdo:

f: DU{a} — R
fx), x€D

limf(x), x=a.

X —

58/99



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Nocao de derivada

Defini¢ao
Seja I um intervalo aberto de R e a € 1. Dizemos que a fungdo f : I — R é
derivavel ou diferenciavel em a se:

il ) =@

xX—a X —d

eR

e chama-se ao limite obtido a derivada de f no ponto a, donotado por f’(a)
ou %(a).
Note-se que fazendo & = x — a, podemos também escrever
1oy g flath) —f(a)
fi(a) = Jimy h ‘
) CATOLICA
\
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
:

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Derivadas laterais

fifa) = tim 70

Chamamos derivada a direita (resp. a esquerda) no ponto a a

—fla) _
x—sat h—0+
(resp.

) — tim O S@ o Slat B f(a)

h—0—

a).

i L@ 1)~ f(@)

& CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Interpretacdo geométrica
Dado x € I, x # a, 0 quociente £ (x) f (@) representa o declive da recta que
passa nos pontos (a,f(a)) e (x,f(x )) do gréfico de f (recta secante ao grifico

de f).

(a, f(a)

(x, 1))

Desta forma, f serd diferencidvel em a se, e somente se, o grafico de f

admitir uma recta tangente no ponto (a,f(a)), com declive igual a f’(a). GAToLCA
2 ~ SB(

Nesse caso, a recta tangente ao grafico de f tem equacdo:

y— f( ) f( )(x_a) 61/99
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Uma fungio pode admitir ambas as derivadas laterais num ponto e ndo ser
derivavel. Veja, por exemplo, a funcdo médulo...

Proposicao
Uma fung@o serd derivavel num ponto a sse admite ambas as derivadas
laterais no ponto a e f)(a) = f](a).

Teorema
Se f € derivavel no ponto a, entdo é continua.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Funcao Derivada

Defini¢ao
Seja I um intervalo aberto de Re f : I — R. A funcéo f diz-se derivavel em
I se for derivavel em todos os pontos de / e, nesse caso, podemos definir a

fungdo derivada de f:
ff I - R

x = fl(x).

Note-se que também ¢é possivel definir a fungdo derivada em intervalos
semi-abertos ou fechados, |a, b], [a, b ou [a, b] usando a convengao:

f'(a) = fi(a) ef'(b) = f/(b), sempre que se aplicar.

CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Regras de derivacao

Sejam f, g : I — R fungdes derivaveisem I, A € Ren € R. Entdo X/, f + g,
fg e f" também sdo derivaveis em I; £ é derivdavel em {x € I : g(x) # 0}, e
nestes dominios, tem-se:

f+eo)' =f+¢
A) =N

(fe) =f'g +f¢
(™) = nf'f"!

° (é)l — fgg—zgf
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Derivada da fungcao composta

Sejamf: I CR —=Jeg:J CR — R funcdes e consideremos a € I. Se f é
derivével no ponto a e g é derivdvel no ponto f(a) entdo a fungdo g o f
também € derivdvel no ponto a e tem-se:

(gof)'(a) = g'(f(a))f'(a).

Derivada da fun¢do inversa

Sejaf : I C R — J uma bijeccdo derivavel e consideremos a € I tal que
f'(a) # 0. Entdo f~! é derivével no ponto f(a) e tem-se:

—1y/ a)) = 1
Y@ = 5

w5 CATOLICA
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Exemplos

1) (sinx)’ = cosx

(cosx) —sinx
3) (¢ =
4) (a*) = ( ") = g*(Ina), (a > 0)
5) (tanx)’ = o
6) (cotx)’ = — s
7) (arcsinx)’ = 117x2
8) (arccosx) = — 11_x2
(arctanx) =7 _&xz
10) (Inx)" =
1) (log,x)" = (%L‘—Z)’ = fe (@>0) IO
o = = S E Nacx



Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
|—Célculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Mais geralmente, dada uma f.r.v.r. u diferencidvel, temos:

1) (sinu) =u'cosu

2) (cosu)’ = —u'sinu
3) (") =u'e"
4) (a*) = (") = w'a*(Ina), (a > 0)
5) (tanu) =
6) (cotu) = —Siz;u
7) (arcsinu) = 1uiu2
8) (arccosu)’ = _\/111_;7
9) (arctanu) = 11;2
10) (Inu)" =
, &) CATOLICA
11) (log,u)' = (ﬁ—z)’zuﬁ‘m LbHON
o <& - = T 9ace
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)
:

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Regra de Cauchy

Regra de Cauchy
Sejam f e g duas fungdes diferencidveis em Ja, b[\{c} e ¢ €]a, b| tais que
o g'(x) # 0, paratodo o x €]a, b[;
o i/ (2) = lime() = 0 0u limyf (o) = limg(x) = o).
Nestas condicdes, se existe hmf E ; entdo também existe hm
mesmo valor.

fx)

()etemo
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Derivadas de Funcoes reais de varidvel real

Derivadas de ordem superior a primeira
Sejaf : D — R uma f.r.v.r. e denotemos por D; o subconjunto de D constituido pelos
pontos onde f ¢ diferencidvel. Tem assim lugar a fungdo f’ de dominio D;. Dado
a € Dy se afungdo f for diferencidvel em a entdo diz-se que f é duas vezes

diferencidvel e chama-se a (f')'(a) := f"(a) a derivada de segunda ordem de f no
ponto a.

Podemos agora continuar com o raciocinio e definir a derivada de ordem 3, £/, de
ordem 4, £, e assim sucessivamente.

Mais precisamente, podemos definir, por recorréncia, a derivada de ordem
n > 2 da funcdo f da seguinte maneira

f™: D, — R
x = SO = (D) (),

onde D,, é o subconjunto de D constituido pelos pontos onde f"~1) &
diferencidvel.

A funcdo f diz-se infinitamente diferencidvel no ponto'a se for n-vezes

69/99



Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido
:

Diferenciabilidade & Monotonia

Proposi¢ao

Se para todo o ponto x num intervalo aberto I C Dy, se verificar f'(x) > 0

(respectivamente, f/(x) < 0), entdo f é estritamente crescente (resp.
descrescente) em 1.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L(‘,:ilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Aplicagdes a0 estudo do gréfico de uma funcio

Extremos

Defini¢ao

Diz-se que f : I C R — R tem um minimo (resp. maximo) local no
ponto a € I se existe € > 0:

f(x) > f(a)esp. f(x) < f(a)), Vx €la—¢e,a+e[Nl.

Neste caso, o ponto a chama-se um minimizante (resp. maximizante)
local de f.

Diz-se que f tem um minimo (resp. maximo) absoluto no ponto a € 1
se:

f(x) > f(a)(esp. f(x) < f(a)),Vx € I.

Neste caso, o ponto @ diz-se um minimizante (resp. maximizante)
absoluto de f.



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido

Pontos Criticos

Proposicao
Seja f uma fung@o diferencidvel no ponto a. Se f(a) for extremo de f entéo

fa)=0
No entanto, uma fung¢do pode ter derivada nula num ponto, sem que

esse ponto corresponda a um ponto de extremo. Chamam-se entdo pontos
criticos de uma fungao aos zeros da sua derivada.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real

Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido
:

Para esclarecer se um ponto critico a de uma funcio derivavel f corresponde
ou ndo ponto de extremo, recorre-se ao sinal da primeira derivada:
e se existe £ > 0 tal que f/(x) > 0 parax €la — ¢,a[ e f'(x) < 0 para
X €la,a + €], entdo f(a) é maximo local;
e se existe £ > 0 tal que f/(x) < O parax €la — ¢,a[ e f'(x) > 0 para
X €la,a + €], entdo f(a) é minimo local;

caso contrario, o ponto nio serd de extremo.

& CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Aplicagdes a0 estudo do gréfico de uma funcio

Concavidades

Defini¢ao
Sendo f e g duas fun¢des definidas num certo dominio D, diz-se que o
grafico de f esta acima do de g se:

Vx € D, f(x) > g(x).

De facto, uma das questdes que importa estudar, do ponto de vista
local, € a posicdo do gréfico de uma fun¢ao diferencidvel em a em relagdo a
sua tangente no ponto (a,f(a)):

Concavidades

e se existe € > 0 tal que o grafico de f estd acima da recta tangente
y =f(a) 4+ f'(a)(x — a) no aberto |a — ,a + €[, diz-se que a fung¢do f é
concava no ponto a ou que o seu grafico tem concavidade voltada
para cima;

74799



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L(‘,:ilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

L Aplicagdes a0 estudo do gréfico de uma funcio

Concavidades
Concavidades

e se existe £ > 0 tal que a recta tangente y = f(a) + f(a)(x — a) estd
abaixo do gréfico de f no aberto |a — ¢, a + [, diz-se que a fungdo f é
convexa no ponto a ou que o seu grafico tem concavidade voltada
para baixo;

e se existe £ > 0 tal que num dos intervalos Ja — €,a[ e Ja,a + €[ o
grafico estd acima da recta tangente e no outro esteja abaixo, diz-se que
(a,f(a)) é um ponto de inflexdo do grifico de f ou que o grifico de f
tem uma inflexdo no ponto a.

Proposicao
e Uma fungdo 2 vezes derivdvel é concava (resp. convexa) nos intervalos
abertos onde tem segunda derivada positiva (resp. negativa).

e Se o grifico de uma fungdo 2 vezes derivavel tem uma inflexdo num
ponto, esse ponto corresponde a um zero da segunda derivada.

5
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido

Assimptotas

Admitamos que o dominio de uma fung¢ao f contém um intervalo da
forma |a, +oo| (resp. | — 0o, a[) e seja r uma recta de equagdo y = mx + b.
Diz-se que r é assimptota ao grafico de f quando x tende para +oco
(resp, —o0) se:
Jim f(x) — (mx +5) =0,
(resp.
lim (f(x) — (mx+b))=0.)

X——00
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido

Assimptotas ndo verticais

Teorema

Para que gréfico de uma funcdo cujo dominio contém um intervalo da forma
Ja, +o00[ (resp. | — 00, a[) tenha uma assimptota (ndo vertical) a direita (resp.
a esquerda) € necessdrio e suficiente que existam e sejam finitos os limites:

e m= lim @;
x—+4o00
b= lim (f(x) - mx),
(resp
e m= lim fo)’

sendo a assimptota dada pela equacéo y = mx + b.
& CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido

Assimptotas verticais

Se um ponto a de acumulagdo ao dominio de f verificar a condi¢do:

lim f(x) = o0
(resp.
lim+f (x) = o0)

diz-se que x = a é uma assimptota vertical a esquerda (resp. direita) no
ponto a.

Se x = a for simultaneamente assimptota vertical a direita e a esquerda
de a, entdo diz-se que x = a é assimptota vertical bilateral.

CATOLICA
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Cilculo Diferencial Real (uni-dimensional)

- Aplicacdes ao estudo do grafico de uma fungido

Estudo completo de uma func¢ado

Como fazer o estudo completo de uma f.r.v.r.?

1° Determinar o dominio;
2° Estudar a continuidade;
3° Averiguar a existéncia de assimptotas;

4° Calcular a derivada de f e estudar a fun¢do quanto a monotonia e
existéncia de extremos;

5° Calcular a segunda derivada de f e estudar o sentido das concavidade de
f e existéncia de pontos de inflexdo;
6° Esbocgar o grafico;
7° Determinar contradominio recorrendo ao gréfico.
CATOLICA
LISBON
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Cilculo Integral

- Primitivagio

Primitivacao
Defini¢ao

Seja I um intervalo ndo degenerado de R e consideremos uma funcéo
f:I—R.

A fung@o f diz-se primitivavel em [ se existir uma fungdo g : I — R
tal que:

§'(x) =f(x), Vx e,
chamando-se primitiva de f em / a qualquer funcdo nestas condicdes.
Exemplos
A primitiva da fung¢do cos x € a fungdo sinx. Qual serd a primitiva da funcéo
sinx?

CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L Cilculo Integral

Primitivacdo

Primitivagao

Resulta imediatamente da definicdo que dada uma primitiva g de f em
I, a fungdo g 4+ C é também uma primitiva de f em I, para qualquer constante
real C.

Reciprocamente, dadas duas primitivas g e & de f em I, por definicdo,
tem-se

(8 —h)'(x) =g'(x) = '(x) =0,
para todo o x € I, pelo que g — i € uma funcgdo constante em /.

Conclusdo
Se uma fungdo for primitivdvel, entdo admite infinitas primitivas que
diferem entre si por uma constante.
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Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
L Cilculo Integral
- Primitivagio
:

Neste curso, vamos usar a notagdo Pf, f fou f f(x)dx para denotar a
expressdo geral das primitivas de f em /, isto ¢é:

Pf=g+C, CeR,
para qualquer primitiva g de f em /.



Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L Cilculo Integral

Primitivacdo

Observamos agora que nem todas as funcoes sido primitivaveis.

Exemplo
A funcdo de Heaviside H : R — R definida por

0, x<0

H =
() 1, x>0

ndo ¢é primitivavel em qualquer intervalo I que contenha a origem.
Com efeito, se H admitisse uma primitiva g num intervalo / contendo a
origem, esta fungdo teria de estar necessariamente definida em / da forma

x+c,x<0
c, x>0

gx) =

para uma certa constante ¢ € R, o que nos leva a uma contradi¢éio, uma vez que uma
fun¢do assim definida nunca poderd ser diferencidvel na origem.

Por outro lado, existem func¢des primitivdveis para as quais nao se
consegue calcular primitivas!
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L Cilculo Integral
[ Primitivagio

Propriedades da primitivacao
1) Paf = aPf, Va € R,

2) P(f+g) = Pf +Pg,
3) Pff =1,

4) (Pf) =.

&) CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
[ Cilculo Integral

- Primitivagio

Tabela de Primitivas Imediatas

Seja u uma funcdo real de varidvel real diferencidvel. Temos:

m m—41
Pu'u" = i + C (m# —1)
Pue" =e"+C

Pu'a" = Pu'et(ina) — la_" +C

na

pY =tanu + C

coszu

Pl_‘;—/u2 = arctanu + C

’

P\/:‘_T = arcsinu + C = —arccosu + C

P“;lzln|u|+C

Pu' cosu = sinu+ C

Pu' sinu = —cosu+ C
/
u —_

P+ = —cotanu + C

& CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
L Cilculo Integral

Primitivacdo

Célculo Integral

Uma das maneiras mais naturais de motivar o conceito de integral é
recorrer a noc¢do de 4rea.

Consideremos uma fungéo f : [a,b] — R (a < b), limitada, continua,
ndo negativa e denotemos por K o conjunto:

K={(x,y) eR*:a<x<b0<y<f(x)}

designado por conjunto das ordenadas de f sobre o intervalo [a, D).

N v

A érea da regido K pode ser calculada através do integral de f no in-
tervalo [a, b], representado por fub Sf(x)dx.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

- Primitivagio

Integral definido
Integral definido

Mais geralmente, define-se o integral definido de qualquer funcdo
integravel f (no sentido de Riemann) no intervalo [a, b], representado por

b
/ F(x)dx.
Teorema

Qualquer fung@o continua num intervalo / da forma [a, b] é integrdvel em 1.
Exemplo

Seja f uma fungéo constante igual a ¢ > 0 em [a, b).
Sendo f continua, sabemos ser integravel. Qual serd o valor do integral:

b OLICA
/ cdx? SON
a
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

- Primitivagio

Propriedades do integral definido

Propriedades do Integral Definido

Sejam f e g sdo duas funcdes integraveis no intervalo /:
(1) A somaf + g também € integravel e tem-se:

[ ¢+ o= [ s [ sar

X
(2) Dado ¢ € R, temos que ¢f também ¢ integravel e tem-se:

/a ’ e = ¢ / ’ o

&y CATOLICA
LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

- Primitivagio

Propriedades do integral definido

(3) Sef(x) < g(x), para todo o x € I, entdo:

/a o < / e

Em particular, se f for uma fun¢io integravel em I, tal que f(x) > 0,
paratodo o x € I, entdo:

Lﬂwaza

(4) Se f é uma fungdo integravel no intervalo /, entdo |f| também é
integravel e tem-se:

b b % CATOLICA
|/ f(x)dx| g/ If (x)|dx. LISBON
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

- Primitivagio

Propriedades do integral definido

Proposi¢ao
Sejam a, b, ¢ € R tais que a < ¢ < b e suponhamos que f € integravel em

qualquer um dos intervalos [a, c| e [c, b]. Entdo, f também é integrdvel em
[a, b] e tem-se:

/a ’ fodr = / oy + / ’ fod

Proposicao

Qualquer funcdo f limitada num intervalo / e continua em todos os pontos
desse intervalo, excepto, quando muito, num nimero finito de pontos, é
integravel em /.

&y CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

Primitivacdo

Propriedades do integral definido
Proposicao
Sejam f e g fungdes tais que f(x) = g(x) para todo o x € I, excepto, quando

muito, nos pontos de um subconjunto finito de /. Entdo, f serd integrdvel em
I se, e somente se, g o for e, nesse caso, tem-se:

b b
/f(x)dx:/ g(x)dx.
Convengoes

o [‘f(x)dx=0, VaeR.
o [ff(x)dx = — [’ f(x)dxVa,b € R,a < b.

Desta forma, dada uma fungdo f integravel num intervalo que contenha

a,b,c € R, tem-se:
b c b
/f(x)dxz/f(x)dx—i—/f(x)dx.




Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

L Teorema Fundamental da Anlise. Regra de Barrow.

Teorema do Valor Médio

Vamos ver agora como se relacionam os conceitos de derivada e inte-
gral no chamado Teorema Fundamental de Analise. A demonstragdo deste
Teorema necessita do seguinte resultado:

Teorema do valor médio

Seja f uma funcdo integravel no intervaloae b (a <boub < a)e
designem-se, respectivamente, por M e m o supremo e o infimo de f no
mesmo intervalo. Entdo, existe A € [m, M| tal que:

b
/ F()dx = (b — a).

Note-se que, em particular, este resultado diz-nos que a drea do conjunto das
ordenadas de uma funcéo integrdvel e positiva sobre um intervalo [a, b] coincide com
a drea do quadrado de lados [a, b] e [0, A], onde X pertence ao intervalo limitado pelg
infimo e supremo de f, respectivamente.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
[ Cilculo Integral

LTeorema Fundamental da Andlise. Regra de Barrow.

Integral Indefinido

Definicao
Seja I um intervalo de R (ndo degenerado) e f : I — R uma fung@o integravel

em /. Dado a € I, chama-se integral indefinido de f com origem em a a
funcdo ¢ definida em / pela férmula:

o) = [ " F(o)a.
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

LTeorema Fundamental da Andlise. Regra de Barrow.

Propriedades do Integral Indefinido

Teorema

Seja I um intervalo de R (nfo degenerado) e f : I — R uma fungéo
integravel em cada intervalo limitado e fechado contido em /. Sejam a, b € |
e denotemos por ¢, ¢, 0s integrais indefinidos de f com origens nos pontos
a e b, respectivamente. Entdo:

i) adiferenca de ¢, e ¢, é constante em I, tendo-se precisamente:

b
Pa— b = / f(x)dx;
a
ii) a funcdo ¢, é continua no intervalo /.

CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

LTeorema Fundamental da Andlise. Regra de Barrow.

Teorema Fundamental do Calculo

Teorema

Sejaf : [a,b] — R (a < b )uma fungdo continua. Entdo o integral
indefinido com origem em a, ¢, (x) = [ f(t)dt é uma fungéo com derivada
continua em [a, b], dada em cada ponto por:

_d([; f(0dr)

/
Soll (‘x) d.x

(x) =/ (x).

Este resultado implica, em particular, que toda a fun¢do continua num
intervalo [ € primitivdvel, admitindo como primitiva o integral indefinido
com origem em qualquer ponto do intervalo /. Além disso, tem-se:

CATOLICA
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

LTeorema Fundamental da Andlise. Regra de Barrow.

Regra de Barrow

Regra de Barrow

Seja f um fungdo continua (ou simplesmente integravel) no intervalo [a, b] e
seja F uma primitiva qualquer de f no mesmo intervalo. Entéo:

b
/ F(x)dx = F(b) — F(a) := [F(x)]2.

Temos entdo a seguinte relacao entre os conceitos ja estudados:
Diferenciabilidade = Continuidade = Integrabilidade,

ndo sendo nenhuma das implicagdes uma equivaléncia.
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Cilculo Integral

L Teorema Fundamental da Anlise. Regra de Barrow.

Regra de Leibniz

Como vimos, pelo Teorema fundamental do Célculo Integral, o integral
indefinido associado a uma fun¢do f continua num intervalo 7 € diferencidvel
nesse intervalo I, com derivada dada pela prépria fungio f.

Se usarmos este resultado em conjunto com o Teorema da derivada da
funcdo composta, prova-se a chamada regra de Leibnitz:

Regra de Leibinz

Seja f uma funcdo continua num intervalo aberto I e consideremos
fun¢des a e b diferencidveis em /. Entdo, a funcdo definida por

x> [ b((xx)) f(¢)dt é diferencidvel em I e tem-se:

d

b(x)
I < f(l)dl> =f(b(x))b' (x) — fla(x))d (x).
a(x)
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

- Cilculo de dreas planas

Célculo de areas planas

Sejaf : [a,b] — R uma fungdo continua e ndo negativa. Tal como vimos
anteriormente, o integral de f em [a, b] representa a drea da regido:

{(x,y) ER;a<x<b,0<y<f(x)}

No caso em que f € ndo positiva o valor do integral fab S (x)dx representa o
simétrico da drea da regido {(x,y) € R;a < x < b,f(x) <y < 0}.

w5 CATOLICA
N\

LISBO

98/99



Matemitica I - 2% Parte: Calculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

LCélculo de dreas planas

Célculo de areas planas

Mais geralmente, dadas duas fungdes f, g : [a,b] — R, tais que g(x) < f(x),
para todo o x € [a, b], a drea da regido plana

{(r,y) eRia<x<bglx) <y<f(x)}
¢ representada pelo integral:

/ -
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Cilculo Integral

- Integrais Improprios

Integrais Improprios

Ao definir o integral fab f(x)dx, partimos de dois pressupostos essenciais:
e alimitacdo do intervalo de integragdo

e alimitagdo da fun¢do integranda no intervalo [a, b]

De facto, estas hip6teses podem ser suprimidas e podemos generalizar a
definicdo de integral da seguinte maneira:
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Matemitica I - 22 Parte: Clculo Diferencial e Integral real
Cilculo Integral

- Integrais Improprios

Integrais Impréprios de 1% e 2* Espécie

Defini¢ao

Seja f uma fungéo definida em [a, b (podendo b ser +oo ou um ndmero real
tal que x = b € assimptota ao grafico de f) e integravel em qualquer intervalo
da forma [a, x], com a < x < b. Define-se:

b X
/ f(X)dx = lim [ f(¢)dr.
a x—=b~ Ja
Analogamente, se f estiver definida em ]a, b] (podendo a ser —oco ou um
nidmero real tal que x = a € assimptota ao grafico de f) e integravel em
qualquer intervalo da forma [x, b], com a < x < b. Define-se:

b b
/ fede = tim [ f(0r.
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Cilculo Integral

- Integrais Improprios

Integrais Impréprios de 1% e 2* Espécie

Os integrais assim definidos dizem-se impréprios e sdo convergentes
caso os limites que figuram nos segundos membros das igualdades anteriores
existam e sejam finitos. Caso contrario, dizem-se divergentes.

Nestas condig¢des, o integral improprio diz-se ainda:
e de primeira espécie se « = —oco ou b = 4o0.
o de segunda espécie se a, b € R e a funcdo f for ilimitada.
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Cilculo Integral

- Integrais Improprios

Propriedades dos Integrais Improprios
Proposicao
Se f e g sdo fungdes definidas em [a, b[ (respectivamente, Ja, b)) e [, bf (x)dx
f b g x dx sdo convergentes, entao:

1) f (f + &) (x)dx é convergente e

/ ' + ) = / s+ / ey

2) Sek eR, f (kf)(x)dx é convergente e tem-se

/ () (s = k / s

3) Sef(x) < g(x), para todo o x € [a, b[ (resp. |a, b]), tem-se & CATOLICA
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