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1 Teorema da Funcao Implicita

Muitas relagoes da forma ¢ (x, y, z) = 0 podem ser escritas na forma z =
f(z,y). E o caso da relacio 22 +y? 4z —4 = 0 a que pode ser dada a forma
equivalente a z = 4 — 22 — y2. No primeiro caso temos uma relacdo escrita
na forma implicita (ou simplesmente relagao implicita) e, no segundo
caso, uma relagao escrita na forma explicita (porque a igualdade estd
resolvida em ordem a varidvel z, considerada como dependente). Digamos
que a relacdo implicita 22 4+ 3% + z — 4 = 0 estd associada uma funcdo f nas
varidveis z e y, f (z,y) = 4—22 —y?, tal que z = f (z,y) ¢ uma "explicitacio
global" da relagao original.

No entanto, existem relagoes da forma ¢ (z,y,2) = 0 em que a escrita
na forma z = f (x,y) nao ¢é imediata e apenas é garantida de forma local na
vizinhanca de alguns pontos "especiais". E o caso da relacao

224?422 —4=0

que tomamos de seguida como exemplo.
SOB O PONTO DE VISTA ANALITICO. Temos 22 = 4 — 22 —y?2
de que resulta
2 =+\4— a2 -2

Se z > 0 entao z = /4 — 22 — 32, mas se z < 0 entdo z = —+/4 — 22 — 32

Sao assim obtidas duas relagbes escritas na forma explicita:

z=f(x,y) =4 — 22 —y? valida para z > 0,
z=g(z,y) = —\/4— 2% —y?, vdlida para z < 0.

Digamos que, a partir da relacao implicita
o (x,y, 2) =0+ +22-4=0,

nao surge uma tnica fungao: surgem duas fungoes f e g tais que z = f (z, y)A
z>0ouz=g(x,y) Az < 0. Portanto, ndo existe uma unica relacdo na
forma explicita que seja equivalente & relacdo dada na forma implicita. A
cada ponto (z,y) correspondem dois valores de z onde é vélida a relagao
implicita

o(z,y,2) =2+  +22—4=0.



Assim, para cada ponto (z, ¥, ) que verifique ¢ (z,y, 2) = 22 +y?+22—4
nao é possivel explicitar z como funcao de (z,y) (z como imagem de (z
de forma unica.

SOB O PONTO DE VISTA GEOMETRICO. Atendendo & equiv-
aléncia

Y

0,
Y)

2+ 4+ —4=022+ 2 +22 =14,

conclufmos que a relacio ¢ (z,y, z) = 22 + y? + 22 — 4 = 0 define os pontos
da superficie esférica de centro (0,0, 0) e raio 2. A projecgao desta superficie
esférica sobre o plano xOy (onde z = 0) o circulo definido pela condi¢ao
22 4+ y? < 4. Qualquer recta vertical, que passe pelo interior deste circulo,
intersecta a superficie esférica em dois pontos, um no hemisfério superior e
outro no hemisfério inferior. De facto, a cada ponto (x,y,0) tal que 22 +y? <
4, correspondem dois pontos sobre a superficie esférica, a saber,

P1($ayvv47$27y2> € P2<x7y77\/47$27y2>7

ou ainda
Pl(l‘ayaf(:‘cay)) € PQ(SU,y,g(IE,y))

EXPLICITAGAO LOCAL. Embora, dado um ponto genérico (z, y, 2)
que verifique ¢ (z,7,2) = 22 + 3% + 22 — 4 = 0, ndo seja possivel explicitar
z como fungao de (z,y) de forma unica, existem pontos especificos onde é
possivel uma "explicitacao local". Tal é garantido pelo Teorema da Funcao
Implicita indicado (serd exposto & frente). Contudo, esses pontos especificos
terdao de verificar certas propriedades.

Consideremos os pontos (a, b, ¢) = (0,0,2) e (a/,¥',c) = (0,2,0). Ambos
verificam a relacdo implicita ¢ (z,y, 2) = 22 + y? + 22 — 4 = 0, pois

¢(a,bc) = ¢(0,0,2)=0>402+22—-4=0
p(dV,d) = ¢(0,2,00=0"+2°+0>—4=0.

No entanto, a derivada parcial de ¢ em ordem a z é nao-nula no caso do
ponto (0,2,0)
%%

5 (0a0’2) = (2Z)|(0,0,2) =2-2=4 7& 07

mas é nula no caso do ponto (0,0, 2),

Dy
o (0,2,0) = (22)|(gg0) =2-0=0.



Por outro lado, localizemos os dois pontos (a,b,c) = (0,0,2) e (a/,b',c) =
(0,2,0) na superficie esférica. O ponto (a,b,c) = (0,0,2) estd situado no
"pélo norte", portanto no hemisfério superior, enquanto o ponto (a’, b, ¢’) =
(0,2,0) estd situado no "equador", ndo pertencendo a nenhum dos hemis-
férios. Dado que o ponto (a,b,c) = (0,0, 2) fixa o hemisfério superior (pois
z = 2 > 0), podemos dizer que ¢ (z,y,2) = 22 + 3% + 22 — 4 = 0 pode ser
explicitada de forma tinica como

c=fley) =Vi-22

em torno do ponto (a,b,c) = (0,0,2). Tal ndo é possivel afirmar relativa-
mente ao ponto (a’,b', ) = (0,2,0) visto que ele nao fixa qualquer um dos
hemisférios.

Podemos afirmar quanto ao ponto (a, b, c) = (0,0,2) que, para qualquer
ponto (x,y) numa vizinhanga Vj(0,0) de (0,0), existe um tinico ponto na
superficie esférica (um tdnico valor de z) na vizinhanga de (a, b, ¢) = (0,0, 2),
visto que o préprio ponto (a,b,c¢) = (0,0,2) fixa um hemisfério. Quanto
ao ponto (a’,b',c) = (0,2,0), para qualquer ponto (z,y) numa vizinhanga
V- (0,2) de (0,2), existem dois pontos na superficie esférica (dois valores
de z) na vizinhanga de (a/,b',¢) = (0,2,0), um de cota positiva e outro
de cota negativa (visto que nao estd previamente fixado um hemisfério a
que o préprio ponto (a', ¥, ') = (0,2,0) pertenca). Relativamente ao ponto
(a,b,¢) = (0,0,2), é formal afirmar que a relagdo ¢ (z,y,z) = 0 define
implicitamente z como funcao de = e de y numa vizinhanga Vs (0,0)
de (0,0), ou seja,

z:f(sc,y), V(l‘,y)EV;;(0,0)

Nao esquecendo a diferenga verificada quanto a derivada parcial de ¢ em
ordem a z em cada um dos pontos P e (), consideremos o teorema seguinte.

TEOREMA da FUNGCAO IMPLICITA (formulagio 1) Dada uma
relacdo da forma ¢ (x,y, z) = 0 e um ponto (a, b, ¢) tal que

(i) e(a,bc)=0ce

(ii) existem e s@o continuas todas as derivadas parciais de primeira ordem
Op 0 0
de ¢, —SO, g e —SO, numa bola aberta centrada no ponto (a,b,c);
oxr’ Oy 0z
entao ela (a relacdo) define implicitamente z como fungao de x
e de y numa vizinhanca Vj (a,b) de (a,b) se



(iii) % (a,b,¢) #0.
Tal significa que existe uma vizinhanga Vs (a, b) de (a,b) e uma fungao
f (z,y) que admite derivadas parciais de primeira ordem continuas em
Vs (a,b), verifica f (a,b) = ce ¢ (z,y, f(z,y)) =0, V(z,y) € V5(a,b)
(ou seja, z = f(z,y), V(z,y) € Vs(a,b)). As derivadas parciais de
primeira ordem de f no ponto (a,b) sdo dadas por

of of . o 9
Tan FLen|--Fara| | Favo Feno |,
ou seja,
dyp
- — (a,b,c)
of _ (9 b _Ox (a5,
8 ( 7b) <8Z (CL, ba )) 8 ((Z, ba C) 8@ b
& (CL, ,C)
d¢
- — (a,b,c)
g B B % 1 SO L (9y (a’7 )
8 ( 7b) <8Z (CL, ba C)) 8 ((Z, ba C) 8@ b
& (a’v 7C)
. .. Of of
Dado que f (x,y) toma o papel de z, as derivadas parciais 92 e 8_y no
ponto (a, b) garantidas pelo Teorema podem ser escritas como 8_; (a,b)
0z
e a (a,b).

Aplicando estas férmulas ao exemplo mencionado, temos

of _ (9 ooy
8117 (07 0) - <8Z (07 07 2)) 8(17 (07 07 2)
-1 1
= - ((22)|(0,0,2)> ) (23”)‘(0,0,2) = e 0=0
of _ (9 ooy
8y (Oa 0) - <8Z (Oa 07 2)) Y (Oa Oa 2)
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Neste exemplo sabemos que z = = /4 — 22 — 92, pelo que podemos

oo)ea—(o 0),

! 1 —2x 0
Uit/ "1 "
x (0,0) 4— 1z — Y (070)

(1 0,
¥1(0,0) 2Vd—a?—y? (0,0) 4

Note que, em geral, a concretizagdo de z = f (z,y) nao é possivel (caso em
que o teorema tem particular importancia). E o que acontece se a relagao na
forma implicita for dada , por exemplo, por z+2z2x—xy = 0 ou z+sin z—ay =
0.

confirmar os valores obtidos para

ax(

S20.0) = ( 4—x2—y2>

oo = (Vime )

2 Extremos locais (ou relativos) de fungoes defini-
das implicitamente

Pretendemos determinar os extremos da fungdo z = f (x,y) definida
implicitamente pela relacao ¢ (z,y, z) = 0. Resolvendo o sistema

8390( )
9% s
O (a) = 0 o (220
of _g © 9y e 9
8( y) =0 A Z)zo 8y(ﬂﬂy,)—O
B
\ 90(1'7%2):0 0z \ (p(x?y? >_0
¢ (r,y,2) =0

obtém-se os possiveis pontos criticos (a, b) (de estacionaridade ou estacionarios)
da funcao f que, conforme a iltima equagao do sistema, verificam ¢ (a, b, ¢) =
0. Eles serao designados por pontos criticos se verificarem a condicao (iii)
do Teorema da Funcgao Implicita, a saber,

(iii) % (a,b,c) #0.



Uma vez verificada esta condigao, construimos a matriz Hessiana

0 e
By 2] | B EEC
i ¥ ¥
Hf ( b) 61’2 (a’a b) 6.’L’6y (CL, b) 5 (a, b, C) 6_ (CL, b, C)
a’ = =
0f f o P
8y8(£ (CL, b) 8—y2 (av b) 8y8(£ (CL, b, C) 9.2 (CL, b, C)
0
| Go(abo  Fh(abo)
Note que, pela regra de derivagao do quociente, temos
Op
aZf o af o a (CL b C)
sy @ = 5 (5) =5 | 55—
roy Y €z Y a_‘»o( b, C)
o (0 Op 0 o (0
_8y (ai( 7b,c)) 8_( bc)—a—(a,b,c) ay(af(mb,c))

Atendendo a que, em pontos criticos se tem

9¢
ax( y Y, & )_O

(uma das equagoes do sistema acima), obtemos

O f B
8m8y (a7 ) -

9 (% O¢
2 (%2 @h0)- S @b

{‘;f (a,b c)]2

Pela regra de derivagao da fun¢do composta pois sabemos que z = f (z,y), temos

o2 9 P
- =2 (,b,0) + L (a,b0) af(ab)
9T (g,p) = — 920y vy
Oz0y %(abc)
o0z~ 7

1o}
Finalmente, atendendo a que em pontos criticos se tem —f (z,y) = 0 (uma das equagdes

do sistema acima), obtemos

falt
82f axay (CL, b7 C)
A (a,b) = -
Ozdy % (a,b,c)
9z s Uy

Para a obtenc¢ao das restantes derivadas de segunda ordem que constituem a matriz Hes-

siana, procedemos de modo anélogo.




relativa a cada um dos pontos criticos (a,b) tal que ¢ (a,b,c) = 0. O critério
de classificacao dos pontos criticos baseia-se no sinal dos determinantes prin-
cipais

2 2
T2 @ho|  2Zabo)
Ay =det |-dL——| -
So(abe) | FE(abo)

Ay = det Hf (a,b) .

O ponto critico ¢ um minimo local de f se A1 > 0e As > 0 e é um maximo
local de f se A; < 0 e Az > 0 (andlogo ao vilido em fungoes definidas de
forma explicita). Se tem inicio uma das ordenagbes de sinal acima mas
Ay = 0 (ou mesmo se A; = Ay = 0) entdo nada se pode concluir através
dos determinantes principais. Nos restantes casos, incluindo se A; = 0 mas
Aoy # 0, entao o ponto critico nao é nem méaximo nem minimo de f, e
diz-se um ponto de sela.

Example 1 Para determinar os extremos relativos da funcao f(x,y) definida
implicitamente pela relag¢do ¢ (v,y,2) = 222 +2y? + 22 —8xz — 2 + 8 = 0,
hd que resolver o sistema

dp
55 &%) =0 Az — 82 =0
0 _
5, (B2) =0 T W0
202 4+ 292 + 22 —8rz—2+8=0
\ QO(CL‘,:I/,Z):O

Temos entao

T =2z T =2z
y=0 & y=20
2222 +0+22—-8(22)z—24+8=0 —72—248=0
T =2z
y=0
< 8
z=1Vz=—=

7

Como, pela férmula resolvente, temos

8
72— 248=02=1 V z:—?,



o sistema é equivalente a

x =2z T =2z
_ y=20
Z - 0 vV o 8
T
ou ainda
16
x=2 ="
y=0 V{ y=
z=1 _ _§
T
Ambos os pontos (a,b) = (2,0), com ¢ = 1, e (a/,b) = (—=16/7,0), com
¢ = —8/7, sdo pontos criticos porque verificam a condi¢ao (%),
Iy dp
(iit) B (a,b,c) = B (2,0,1) = (22 = 8z — 1)[ (90,1

= 2-16—1=—15+£0,

1
(iii) % (.0, d) = % <—76,0,—§> = (@81l 16 s
7T
16 128
= =2 1=1540.
7t 7
A matriz Hessiana (geral) é
- 4 ) 0 -
22 —8x —1 2z —8x —1
Hf (z,y)
_ 0 _ 4
| 2z—8x—1 2z—8x—1
_ 4 i}
S22 —8r—1 0
B 4
I 0 22— 8r—1 |
Para o ponto critico (a,b) = (2,0), com ¢ =1, temos entdo
4 4
5 ! 5!
Hf (a,0) =Hf (2,0) = =
_4 0 2
—15 15



cujos determinantes principais sao

4 4\?2
A1—1—5>0 e A2—<1—5> > 0.

Assim a fungao f tem no ponto (a,b) = (2,0) um minimo relativo. Quanto

ao ponto critico (a’,b') = (=16/7,0), com ¢ = —8/7, temos entdio
4 4
=0 = 0
;o 16 15 15
Hf(CL,b)ZHf -0 = =
’ 0o -4 4
15 15

cujos determinantes principais sao

4 42
1 15<0 e 2 < ) >0

. . 16 _ .
Assim a funcgao f tem no ponto (a’,b') = <7, 0) um mdximo relativo.
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