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Exercicio 1:

1. Seja E = {el; e2} o conjunto de estados que caracterizam as condi¢des de mercado
da empresa A, onde el corresponde ao mercado no estado bom e e2 corresponde
ao mercado no estado mau. Seja:

pA(el|T = t)
pa(t) = _
pA(e2 |T = t)

a probabilidade de se verificar cada um dos estados no momento T=t, onde T é a
variavel de tempo. Sabe-se que no momento inicial a probabilidade do mercado
estar no estado bom ou no estado mau é a seguinte:

pa(el | T=0)=0.,4 ; p,u(e2|T=0)=0.6

O vetor de probabilidades dos estados no momento inicial é dado por:

0,4
Pa (O)= [0,6

A transicdo entre os estados da empresa A do momento t para o momento (t+1) é
caracterizada por um Processo de Markov com a seguinte matriz de transi¢cGo:

04 09
PA‘[0,6 0.1

(a) Calcule o vetor de probabilidades dos estados em t = 1.

Para calcular o vetor das probabilidades dos estados emt = 1temos de efetuar
uma multiplicacdo de duas matrizes. Neste caso, vamos multiplicar a matriz transicdo do
estado da empresa A, do momento t para o momento (t + 1) pelo vetor das probabilidades
dos estados no momento inicial. Terd de se efetuar uma pds multiplicagdo de p,(0) dado
gue, no caso de se efetuar o processo contrario, a multiplicacdo trona-se impossivel.

Regra da Multiplicacdo de Matrizes: Para se poder multiplicar duas matrizes é necessario que
o numero de colunas da primeira matriz seja igual ao nimero de linhas da segunda matriz.

Py(1) = Py X py(0) &

0,4 0,9] N [0,4

© (D) = [0,6 0.1 0,6

] &

07
= B = g

Para se obter o valor da entrada de uma matriz que resulta da multiplicacdo de duas
matrizes, tem de se multiplicar a linha de uma matriz pela coluna de outra matriz.
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Calculo Auxiliar:

(0,4 x 0,4)+ (0,9 x 0,6) = 0,16 + 0,54 = 0,7
(0,6 x 0,1) + (0,1 x 0,6) = 0,24 + 0,06 = 0,3

O vetor das probabilidades dos estados no momentot = 1 é dado pela seguinte
matriz coluna.

0,7
PA(l) = [0 3

pa(edT =1) = 0,7
pa(ez|T =1)= 03

b) Calcule as poténcias de P, de modo a verificar que essas poténcias
convergem para uma matriz constante. Indique essa matriz e interprete o
resultado.

Para encontrar a matriz constante temos de efetuar a poténcia da matriz P,
até encontrar uma matriz em que as entradas tendam a estabilizar, ou seja,
comecem a apresentar um valor aproximadamente constante.

Regra da potenciacdo de matrizes: S6 se pode falar de potenciagdo de matrizes
guando se tratam de matrizes quadradas, ou seja, matrizes em que o numero de

linhas seja igual ao numero de colunas.

Pi=P, x P, &

04 097 (04 09
2 ) ) ) )
= b= [0,6 0,1]>< [0,6 0.1
. [07 0,45]
= Pi= o3 055

Pi=P:x P2 o

PR P4_[0,7 0,45] [0,7 0,45
4~ [0,3 0,55 0,3 0,55
o pt— [0,625 0,5625]

47 10,375 0,4375

P = P} x P;‘1 o

8 _ [0,625 0,5625] [0,625 0,5625]

S PY = X
A 0,375 0,4375 0,375 0,4375

0,601563 0,597656

8 _
= Pa= [0,398438 0402344
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Pi*=P} x P} =

o pi16 _ [0601563 0,597656]>< [0,601563 0,597656]
4 7 10,398438 0,402344] ~ [0,398438 0,402344
o pl6 — [0,600007 0,599991
47 10,399995  0,40001
P =P®* x P &
(:)P32_[0,60001 0,59999 | . [0,60001 0,59999]
4 71 04 0400012 04 0400012

[0,600002 0,600001

32 _
= B = 0,400002 0,400001

Como se pode verificar pela potenciacdo de PjG e P32, as entradas de ambas as
matrizes apresentam valores mais ou menos préximos uns dos outros, assim,
podemos concluir que as diferentes poténcias de P4, convergem para uma matriz
constante, que podemos designar por Pj.

[0,600002 0,600001

n 32 _
Pa = Pa® = 0,400002 0,400001

Em conclusdo, podemos dizer que por maior que seja o valor da poténcia de Py, as
diferentes entradas da matriz obtida tendem a convergir numa matriz que apresenta
valores muitos préximos daqueles que obtivemos em P32,

Neste caso, como P, é uma matriz que representa a transicdo entre os estados da
empresa A do momento t para o0 momento (t + 1), podemos dizer que, a partir de
um certo momento, a matriz da transicdo vai apresentar entradas com valores mais
ou menos constantes e préximos daqueles que obtivemos em P32,

Nota: A soma dos diferentes valores de uma coluna deve dar 1, porém devido a
arredondamentos efetuados pelo Excel o valor é aproximadamente 1.

Indique a expressdo da matriz de transicdo do momento t para o momento
(t + n). Compare o resultado obtido com o da alinea b).
(Utiliza a diagonalizagdo de P, para justificar a resposta).

Para se obter a matriz transicdo do momento t para o momento (t + n)
temos de calcular a matriz P através dos valores e vetores proprios de Py.

Defini¢do para calcular os valores préprios: |Py, — AI| =0
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Valores préprios

0,4—-2 0,9

06 01-4-°°

< (04-2)01-1)-06%x09=0
= 22-051-05=0

Utilizando a férmula resolvente chegamos a seguinte conclusao:

Em ambos os valores préoprios a multiplicidade algébrica é igual a 1, ou seja, m.a.=
lparadi=1Vv A= —0,5.

Vetores préprios

A=1
[0,4—/1 0,9 :0] L
0,6 01—-41°0 0,6 001—-1°0
—06 09 0] 706 09,0
06 —-09°0 0 0°0
{_0,6 171 + 0,9172 = O PPN {171 = 1,5172
0 Uy =1;
v=(v,vy) =v,(1,51)} m.g.=1
A=-0,5

04—21 09 :o_)[o,4+0,5 0,9 :0]
06 01—2°0 06  01+05 0

0,9 0,9:0]_> [0,9 0,9:0]
0 0

“loe 06°0 0
09v, +09v, =0 _ v, =~y
{ 0 < < { V1 =1

v=w,v) =1,(1;,-1)} mg-=1

Visto que, para cada valor préprio de P4 a multiplicidade algébrica é igual a
multiplicidade geométrica (m.a = m.g = 1) a matriz é diagonalizavel e por isso, os
seus valores correspondem aos valores proprios obtidos:
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D=Q'xP,xQ

@Dz[é—&d

Para descobrir a expressdo da matriz de transicdo do momento t para o momento
(t +n), temos de fazer a poténcia de n de Py, assim:

D=QxpP,xQe
& D'"=Q0"'xP"xQ
& PP=QxD"'xQ! o
L5 -1 P" 0 ] 04 04
@&_[1 Jxo 4yxb4a6@
0,6 — 0,57 x 0,4 Q6—05"x0£]

n __
S P = 044+057"%04 04405 %06

Visto que:
lim —0,5"x0,4=0

n —oo

lim —0,5"x 0,6 =0

n —oo

lim 0,5"x04=0

n —oo

lim 0,5" X 0,6 =0

n —oo

Py =

[0,6 0,6
04 04

Como podemos verificar a matriz obtida é semelhante aquela que obtivemos na
alinea anterior, dado que, em ambos os casos foi feita a potenciagdo da matriz P, ,
mas de formas diferentes.

Como seria de esperar as matrizes obtidas apresentam entradas com valores
semelhantes.

Calculo Auxiliar:
Para calcular a inversa fazemos a matriz ampliada de Q com a matriz identidade.

Ps 1.1 O]H[Ls 1,1 o]_ﬁ

1 -1°0 1 0 -25'-1 15
[375 0 .15 15] 1 0.04 04

“lo [ : ]

—25°-1 15 " lo 1704 06
04 04
-1 __ )’ )’
Q _[Q4 Qd

d) Qual é o estado estaciondrio do vetor probabilidades dos estados? Interprete
o resultado obtido de acordo com os valores préprios.

O vetor probabilidades dos estados é o vetor Unico da matriz Py e é,
também, um vetor préprio associado ao valor préprio A =1, para este caso sera
(1,5;1). Sendo um vetor de probabilidades, a soma das suas coordenadas devem
somar 1 (100%) , como pressupde a teoria da cadeia de Markov.
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1,5v,+v, =1 &
251, =1
1
<:>v2:2—5 =
s v, =04

v, =15 x 04=0,6

O vetor de probabilidades do estado é [g’i] Como seria de esperar, a matriz obtida

coincide com ambas as colunas da matriz obtida na alinea b). Este vetor representa o
comportamento dos dois estados (estado bom e estado mau) a longo prazo.

Suponha agora que os ganhos da empresa A no estado e; s3ao 1 e no estado
e, sao -1,i.e.,
gale) = 1 gyle)) = -1

Sejags=[1 —1]. O valoresperado dos ganhos em cada momento t calcula-
se da seguinte forma:

EGIT =1t) = ga (e)pa(er|T =1t) + galex)pale|T = t),
onde G 4 representa os ganhos da empresa A

(i) Escreva E(G4 | T = t) como o produto de vetores.

P,(e(|T =t)
[Gaer) Guler)] X Pﬁ(e;T — 1)

& Ga(er) X Py(eq|T =t) + Galey) X Py(ex|T =t)

(ii) Calcule a expressdode E(G4 | T = t).

Com esta expressdo conseguimos obter os ganhos da empresa A
para o momento t, pelo que temos de multiplicar a matriz dos ganhos da
empresa no estado e; e e, pela matriz que representa a transi¢do entre os
estados do momento t para o momento (t+n) e pelo vetor das
probabilidades dos estados no momento inicial.

E(GoIT =1t) = Gy X Py Xps(0) &

& EGT=0)=[1 -1]x 0,6 0,6] y [0,4]

04 04l *loe
o E@GIT=0t)=[02 02]x 8'2] PN

e EG,|T=1t) = [02]

O valor esperado para os ganhos da empresa A no momento t é de 0,2.
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Exercicio 2

2. Existe uma empresa B cujas condi¢ées de mercado estdo associadas as condi¢bes
de mercado da empresa A. Seja PB = [bij ], onde bij representa a probabilidade do
estado da empresa B ser eji quando o estado da empresa A é ) (i; j = 1; 2). A matriz é

dada por:
02 07
P = [0,8 0.3

a) Qual o vetor de probabilidades dos estados na empresa B no momento
inicial?

Para se obter a probabilidade dos estados da empresa B temos de efetuar a
multiplicacdo da matriz das probabilidades da empresa B pelo vetor de

probabilidades do estados no momento inicial da empresa A, tendo em conta que a
empresa B é influenciada pela empresa A.

{02 0,7]_[04]_[0,5
Pp x P, (0)= [0,8 0,3] X [0,6 ‘[0,5
Calculo Auxiliar:

(0,2 X 0,4) + (0,7 X 0,6) = 0,08 + 0,42 = 0,5
(0,8 % 0,4) + (0,3 % 0,6) = 0,32+ 0,18 = 0,5

Na resolucdo deste exercicio recorremos ao mesmo raciocinio que utilizdmos no
exercicio 1 a).

b) Considere que os ganhos da empresa B em cada um dos estados sdo dados

por:
1 2
ge(e) = > ge(e;) = -3
- | _2
seogo =} 3]
(i) Calcule o valor esperado dos ganhos da empresa B no momento
inicial, i.e.,
Gg(0).

Gg(0) = gg X P(0)

-3 [os]- -5
Calculo Auxiliar:

Gros)+(=5x08)=-5
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Calcule a expressao do valor esperado dos ganhos da empresa B no
momento t, i.e., Gg(t).
(N3o é necessario fazer os calculos).

Gg(t) = gg.Pp &
& G(t) = gp X P(0) X P4" x P4(0)

Para calcular os ganhos da empresa B temos de multiplicar o gg pela
probabilidade dos estados e; e e, , ou seja, o estado bom e o estado
mau. Como a probabilidade dos estados da empresa B é afetada pela
probabilidade dos estados da empresa A, podemos dizer que Py =
P5(0) x P4t x P,4(0).



