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1 0 1 1 0
1. SejlamA=1|2 0 1 |eB=]0 1
0 2 1 0 0

(a) Calcule, se possivel, as matrizes AB, BA e BT AB.

(b) Verifique se as matrizes
A, B, AB, BA e B"AB

sdo invertiveis e determine, nos casos em que existe, a matriz inversa.
2. Sejam A e B matrizes de ordem n invertiveis. Mostre que:
(a) (BT — BT3AT) ) Bt =1- 141,
(b) (24)"! — (B™H)TA) ' = 471 (L1 - BT).

3. Considere as matrizes:

01 -1 1 01
A=10 2 0 e B=| -1 30
1 1 1 1 01

(a) Verifique que A é invertivel e determine A~!.
(b) Indique, justificando, r(A) e r(A™1).

(c) Diga, justificando, se ABT é invertivel.

4. Considere a matriz:

_a —a 0 1_
0 % a0
A= , a€R.
0 01 a
1 -1 0 2

(a) Determine os valores de a € R para os quais a matriz é invertivel.

(b) Suponha a = 0. Calcule a matriz inversa de A.

5. Considere a matriz

(a) Determine para que valores de a a matriz A é invertivel.
(b) Suponha a = 0. Calcule A~L.



1 00

6. Seja A = . Uma matriz C' € M3y diz-se uma inversa a direita de A se
0 20
AC = Is.
1 0
(a) Mostre que C'= | 0 1/2 | é uma inversa a direita de A.
8 —6

(b) Encontre uma matriz C’, distinta de C, que seja uma inversa a direita de A.

7. Considere o seguinte sistema de equacdes lineares de incégnitas x, y e z,

x+pPBz=0
—2r+y=« , a,BeR
—r+y+z=4

(a) Escreva a equagdo matricial do sistema.

(b) Usando o método de Gauss, classifique o sistema em fun¢do dos parametros «, 5 € R.

(c) Suponha =4, 8 = 1. Resolva o sistema.

8. Considere a matriz:

1 2 1 0
A=11 3 1 -1
0 -2 0 2

(a) Classifique o sistema AX = b, para todo o b € R3.

(b) Suponha b= { 1 0 2 ]T.

i) Usando o método de eliminagdo de Gauss, resolva o sistema AX = b.

ii) Verifique se b € span{vy, vy, v3,v4}, onde v; é o vetor na coluna i de A. Em caso
afirmativo, dé& um exemplo de uma combinacio linear da forma

b = rvy + svg + Ovz + Ovy.
9. Considere o seguinte sistema de equacdes lineares de incdgnitas x,y e z:
r+2y+3z2=1

22 +a’y + 6z =a ,  a€R.
—r—2y+(a—3)z=1

(a) Escreva a equagdo matricial do sistema.

(b) Determine para que valores de a o sistema é impossivel.



(c) Para a = 2, resolva o sistema pelo método de Gauss.

(d) Tendo em conta as alineas anteriores, justifique se a afirmacdo é verdadeira ou falsa.
“O vetor (1,0, 1) escreve-se como combina¢do linear dos vetores (1,2, —1),(2,0,—2), (3,6, —3)

10. Considere a matriz ampliada
0 k+1 1|3

1k 2 | 4
1 -1 1|k
de um sistema de equacdes lineares de varidveis =, y e z, onde k é um pardmetro real.
(a) Escreva o sistema na forma candnica.

(b) Classifique o sistema em fun¢do do pardmetro k.

(c) Seja k = 1. Determine o conjunto solu¢do do sistema.

11. Seja
a 1 « T 1
Ay = o , X=|y|, B=]1
a 1 « z 1

onde v é um parametro real.

(a) Escreva o sistema na forma candnica.

(b) Determine o tnico « para o qual A, X = B é impossivel.

(c) Para ae =1, determine o conjunto solu¢cdo do sistema A1 X = B.
Considere nas alineas seguintes o = 2.

(d) Considere o conjunto gerado pelas colunas da matriz As, isto é,
V= Span{(27 17 2)7 (17 27 1)7 (27 17 2)}

Qual a dimens3o de V7 Indique uma base para V.

(e) Comente a afirmagdo: “B € V. Justifique.

12. Considere as matrizes:

-1 a O a T
A= 1 -1 0|, B=|b|, X=|y |, abeR
1 -1 09 0 z

(a) Usando o método de Gauss, discuta a natureza do sistema AX = B em funcdo dos
parametros a e b.

(b) Suponha a =1 e b= —1. Resolva o sistema pelo método de Gauss.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

(c) Determine os valores de a,b € R para os quais a matriz A é invertivel. Suponha a =0
e b=1 e calcule a sua inversa.

Sejam A e B matrizes de ordem 2 invertiveis tais que |A| = —1 e |B| = 2. Calcule o valor
de:

(a) 2|AB~1AT| — 34T B.
(b) 4|A2B~1| + |3(AB)7|.
(c) | —24]+ |BTA—2|.

Considere o seguinte subconjunto de R3
V={(z,y,2) € R3:z= —y+2z}.
(a) Mostre que V é subespaco vetorial de R3.
(b) Indique uma base de V.

Considere o subconjunto de R*
V={(a+b,a,0,—a) : a,beR}.

(a) Mostre que V é subespaco vetorial de R*.
(b) Indique um elemento que pertenca a V' e um elemento que ndo pertenca a V.

(c) Determine uma base do subespaco vetorial V.

Considere o seguinte subespaco de R?:
W =span{(1,1,0), (1,0,—1)}.

(a) Mostre que B = {(1,1,0), (1,0,—1)} é uma base de W. Justifique.
(b) Mostre que o vetor (0,1,0) ndo pertence a W.

(c) Complete o conjunto B até obter uma base para R3.

Considere os vetores de R3:
up = (1,0,1), wy=(0,-1,2), wuz=(-1,-1,1), wug=(0,1,1).
(a) Verifique que os vetores sdo linearmente dependentes. Escreva um vetor como com-

binacdo linear dos restantes.

(b) Usando a alinea (a), construa uma base de R3.
Seja V =span{(1,1,0),(1,2,1),(2,1,—1)}.

(a) Determine uma base de V.

(b) Indique, justificando, qual a dimensdo de V.
(c) Mostre que u = (1,4,3) € V.
(

d) Determine, justificando, as cooordenadas do vector u = (1,4, 3) na base encontrada
na alinea (a).



19. Considere fungdo f : R? — R? definida por f(z,y) = (y — 2z, z).

(a) Mostre que f é linear.

(b) Determine uma base para o niicleo de f. Conclua quanto a dimens3o da imagem de
f.

(c) Mostre que f é invertivel e determine f~!(z,y).

20. Considere as funcdes lineares f : R? — R3 e g : R? — R? definidas por:

0 —1
-1 1 0
A=M(f;bc,be)=11 11|, B=DM(gbec,bc)=
3 00
1 2

(a) Determine as expressdes analiticas das funcdes f e g.
(b) Determine Ker (g) e a sua dimens3o.

(c) Mostre que a funcdo g o f é invertivel e determine a expressio analitica de (go f)~!.

21. Considere as transformacdes lineares T} : R? — R? e T, : R?> — R3 definidas por:
Ti(z,y,2) = (x+y+zx+22), Ta(z,y) = (by,x — 3y, —2y).

(a) Determine Ay = M (Th;b.c.,b.c.) e Ay = M(Ts;b.c,b.c).

(b) Determine Ker (77) e Ker (T3). O que pode concluir quanto a injetividade das trans-
formacgdes T e 157

(c) Determine (T} o T5)(x,y), usando A; e As.

22. Seja T : R? — R? a transformacio linear definida pela matriz

0 1
A= M(T;b.c.,bc.) = 2 1
-1 1

(a) Determine a expressdo analitica de 7.

(b) Determine Ker (7).

(c) Use o teorema da dimensdo para calcular a dimens3o de im (7).
(d) Determine a matriz B = M (T';B,b.c.), onde B = {(1,3),(1,2)}.

23. Considere a transformacdo linear T : R> — R? definida por:
T(.Z'7y7 Z) = (21. —Z,y+ Z)'
(a) Determine A = M(T;b.c.,b.c.).

(b) Determine uma base de Ker (T') e conclua quanto a dimensdo de im (7).

(c) Considere a base B = {(1,1),(1,0)} de R2. Determine
B = M(T;b.c.,B).



24. Considere a matriz

-1 1
A= M(f;B1,Bs) = :
1 2

com By = {(1,2),(1,1)} e By = {(1,1),(1,0)} bases de R?.
(a) Determine M(f;b.c.,b.c.).
(b) Calcule f(2,3) e f((1,-2)g,).

25. Considere as transformacdes lineares T} : R? — R? e Th : R? — R? definidas por:

011 10
Al = M(Tl; b.C., b.C.) = s A2 = M(TQ; b.C, b.C) =
-1 2 1 13

(a) Determine as expressdes analiticas de 77 e T5.

(b) Determine Ker (77) e Ker (T3). O que pode concluir quanto a injectividade das trans-
formacdes 17 e Th?

(c) Determine a expressio analitica de Tj '
(d) Determine a matriz B = M (T5;B8,B), onde B = {(—2,1),(0,1)}.

(e) O que pode concluir quanto aos valores e vectores préprios de T»? Justifique, indicando-
0s.

1 00
26. Considere amatriz | 0 4 0

011

(a) Determine os valores préprios de A.
(b) Determine os vetores préprios de A.

(c) Mostre que A é diagonalizavel e indique a matriz diagonal D e a matriz S tais que
D=S"14S.

27. Considere a matriz:
0 0O

A=11 0 1
010

(a) Calcule os valores préprios de A.
(b) Determine o subespaco préprio associado ao valor préprio A = 1.

(c) Indique, justificando, a dimens3o dos restantes subespacos préprios.
(Nota: N&o é necessdrio determinar os subespagos préprios)

(d) Justifique que existe uma matriz diagonal D tal que D = P! AP e indique essa matriz
D.



28. Considere a matriz
0 0O

A=11 10
2 01
(a) Calcule os valores préprios de T'.

(b) Calcule os vetores préprios de T' associados ao valor préprio A = 1.

(c) Justifique que T é diagonalizvel. Indique uma matriz diagonal D tal que D = P~1AP.

29. Considere a matriz

010
A=10 0 1
090
(a) Calcule os valores préprios de A.
(b) Determine o subespaco préprio de A associado ao valor préprio A = —3.

(c) Sem efetuar nenhum célculo, justifique se A é diagonalizavel.
Em caso afirmativo, indique a matriz diagonal D tal que D = P~1AP.

30. Considere a matriz:

0 0 O
A,=11 0 k&
01 0

onde k > 0.

(a) Calcule os valores préprios de Ay, em fungdo de k.
(b) Determine os valores de k para os quais Ay é diagonalizavel.

(c) Considere k = 1. Determine uma base tal que D = S~ AS e indique a matriz diagonal
D.



Solucgoes

1 0
1. (a) AB=1|2 0 |; DBA impossivel; BTAB = ! O]
0 2 20
-1 1
(b) B, AB, BA, BT AB n3o s3o invetiveis. A é invertivel. A™1 = | _1 %
2 -1
2.
1 -1 1
3. @At = 0o L0
-1 L0
(b) r(A) =r(A7Y) =3.
(c) ABT nio é invertivel,
4. (@) a# i
23 0 1]
oy ai_| 0300
0010
| 1 0 0 0]
5. (a) a #1
[ 1 01
(b) A'=1]1 -1 1
i 0 -1 1
6. (a)
1 0
by C’=10 1
3 -2
7. (a)
(b) B#1eVaeR,SPD; f=1ea=4,SPl; B=1lea#4,Sl
() (—z,—2z+44,2),Vz € R.
8. (a) 2(by —by) +b3 =0, SPl;  2(by —by) + b3 £ 0, SI.

@)

O NI



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) i B—z—-2w,—14+w,zw),Vz,weR.
ii. b€ span{vy,vy,vs,vs} porque AX =B éSPl. Porex. r=3es=—1.

b) a=0Va=-2
c) (—2y,—2,y,1),Vy € R.
d) Falso porque para a = 0 o sistema é impossivel.

=1,SPl;, k#1,SL
-2+ 3y,y,3 —2y),Vy € R.

A?T‘

b) a =
o 1—y—2zuy,2),Vy,z €R.
d) dimV =2, Basede V:{(2,1,2),(1,2,1)}.
e) Verdadeira porque o sistema As X = B é SPI.
a) a= eb;é—l S, a=1eb=—-1,SPl;, a#1eb=0,SPl; a#1eb#0,
SP
(b) ( —1),Vy eR.
-1 00
(c) Aéinvertivelsea#1eb#0. A~l=1| -1 -1 0
0 -1 1

a) 19.
b) 19.
c) -2

a
b) {(—1,1,0),(2,0,1)}.

(a)
(b)
(c)
(a)
(b)
(a)
(b) Por exemplo: (1,1,0,—1) e Ve (1,1,1,—-1) ¢ V.
(c)
(a)
(b)
(c)
(a)
(b)

P
c) {(1,1,0,-1),(1,0,0,0)}.

a
b

c) {(1,1,0),(1,0,-1),(0,1,0)}.

{
a) (— 1,—1 1) = —1(1,0,1) + 1(0, —1,2) 4+ 0(0,1,1)
{

b) {(1,0,1),(0,-1,2),(0,1,1)}.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

0 5
111

(@) A = 1 -3
10 2

0 —2

(b) Ker (T1) = span{(—2,1,1)}; Ker(T2) = {(0,0)}. T1 ndo é injectivo e T é injec-

tivo.
() (ThoTa)(z,y) = (x,y).
(a) T(z,y) = (y,22 +y, —x +y).
(b) Ker (T') ={(0,0)}.
(c) dlmlm( ) =2.
3 2

(d) B=15 4

i 2 1
@ a_ |20 ]

i 01 1

(b) {(3.-1,1)}; dimim(7) = 2.

(C)B__o 11
__2 1 -2 |

6 —3
3 —9 |

(b) f(273) = (073); f((17 _2)31) = (_67 _3)'

()

(a) Tv(z,y,2) = (y+2,—x+2y+2); To(z,y) =

(a) {(1,1,0),(1,2,1)}.

(b) dimV = 2.

(c)

(d) (=2,3).

(a)

(b) N3o existe uma base para niicleo de f. dim Im(f) = 2.
(€) fH @ y) = (y, 2+ 2y).

(@) f(z,y) = (~y,x+y,x+2y); g(r,y,2) =

(b) Ker(g) =span{(0,0,1)}; dimKer(g) =1.

() (9o ) (zy) = (z+ 3y, —3v).

(x, 2+ 3y).



26.

27.

28.

29.

30.

(b) Ker (77) = span{(—1,-1,1)};
injectivo.

(c) Ty (z,y) = (z,— 3z + 3y).

N
(d) B = .
0 3

(e) Valores préprios: A =1 ou A = 3.
(a) A=1lou =4

(b) A=1: (1,0,0),(0,0,1); A=4:

Ker (T3) = span{(0,0)}. 71 n3o é injectivo. T; é

Vectores préprios: (—2,1),(0,1).

100 1 00
(D=0 101 S=[00 3

0 0 4 011

(a) A=0ouAl=1oul=-1.
(b) V4 =span{(0,1,1)}.

(c) 1.
00 0
dD=]01 0
00 —1

(a) A=0ou =1
(b) {(0,1,0),(0,0,1)}.

0 0 0
(D=0 10

0 0 1
(a) A=0ouA=3o0u\=—3.
(b) V_3 =span{(—3,1,-3)}.

0 00
(D=0 -3 0
0 0 3

(a) A=0ouA=+Vkou\=—Vk.
(b) k #0.

(c) {(-1,0,1),(0,1,1),(0,—-1,1)};

D=

(0,3,1).

0 0
01
0 0

0
0
-1



