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1 Nocgoes topologicas em R". Dominios e representacao
grafica

1. Considere as funcoes:

(a) f: (z,y
b) f:R2 =R, f(r,y)=In(1-2z+y), 2,y>0
(© [:R* =R, f(z,y)=h(z+y)
.3 _ 1
d) f:R° =R, f(r,y,2) = e

Para cada uma das funcoes indique:

(i) o seu dominio e represente-o graficamente.
(ii) o seu interior, exterior e fronteira.

(iii) se o seu dominio ¢ um conjunto aberto, fechado e limitado.

2. Determine e represente graficamente o dominio de definicio D de cada uma das
seguintes funcoes:

1
2 +y2 4 22
b) f:DCR2SR, f(r,y)=1+/—(z—y)

(a) frDCR* =R, f(zy) =

() f:DCR*=R, f(z,y)=

i)

(d) f: DCR? - R?,

(z,y) = ("7, In(z + y))
(e) f:DCR? = R3, LY

(z,y) = (z, y, 2* +y°)

1
f :DCR? >R, T,Y,2) =
(F) f:DC f(z,y,2) N

(8) f:DCR2=R, f(z,y)=Va2+y2—1—/9—a2—y?

f
f

3. Determine o dominio de definicao das seguintes fungoes:

( 1
—  , (zyy):x+y>0
(@) fy =4 0TV
| VI-z-y , (,y):x+y <0
223 + 3y?
5.3 .3 (a:,y);é(0,0)
(b) fley)={ 27V
1 ;o (2,y) =(0,0)




InBzx+y) , (x,y):3x+y>0
© =1
oy , (z,y):3x4+y <0
B R
(d) f(z,y) = oo
0 ;o (@y) iz =3y

4. Seja a fungao f(z,y) =In(zy — 1) + \/9 —(z—1)% =92
Determine o seu dominio de definicao e represente-o graficamente.
5. Para o conjunto A = {(:E,y) eER?:z+y<1 Ay—z<1lAy> 0}, considere

a funcao:
x

y? +1

1 , (zy) ¢ A

Determine o dominio da funcao.

, (r,y)eA
flx,y) =



2 Limites e continuidade

r—Y
x—i—y'

1. Considere a funcao f(z,y) =

(a) Determine o dominio de f.
(b) Calcule o limite da fungao no ponto (1,2).

(c) Calcule, se possivel, o limite da fungao no ponto (0,0).

2. Mostre que a funcao f(z,y) = % ndo tem limite no ponto (0, 0).

T4 +y

zy? .
3. Mostre que a fungao f(z,y) = Zg ndo tem limite no ponto (0, 0).
4. Seja
ry
\/332:_% . (@) #(0,0)
flzy) =
1 , (z,y) =(0,0)
Estude o seu limite na origem dos eixos.
5. Prove pela definicao que
lim  —— £,
(@y)=(0,0) /(22 4+ y?)3
22 — 2
6. Calcule, se possivel, o limite da fun¢ao f(z,y) = 2? no ponto (0,0).
ety
7. Seja
Ty
g (z,y): x#+y
fla,y) =
1 , (zyy):xz=+ty

Verifique se a func¢ao tem limite em (0, 0).

8. Counsidere as fungoes dos exercicios 4 e 5. O que pode concluir quanto & continui-
dade de cada uma das fungoes no ponto (0,0).

9. Seja , ,
4
o ey o @ #0.0)
T,Y) =
0 , (z,y) =(0,0)

Verifique se a funcao é continua na origem dos eixos.



10.

11.

12.

13.

14.

Faca o estudo da continuidade da funcao:

Y2 (ay) #(0,0)

flay) =4 *F2
0 ’ (xmy) = (070)
Dada a funcio f:R? — R?:
f1($7y) = ;;J:_t
f(xvy) = (fl(xay)va(xvy)) =
_y-3
fa(z,y) = ]

Estude-a quanto a continuidade no ponto (0,0).

Considere as fungoes dos exercicios 5 e 6. Verifique se cada uma das funcoes é
prolongével por continuidade ao ponto (0,0).

Seja
3z3+2y3
fey)={ T
0 . (z,y) =(0,0)

Estude-a quanto a continuidade.

, (z,y) #(0,0)

Considere a funcao:

a:zy

f(z,y) = y+asing (z,y) : y # —wsinz

1 , (r,y):y=—xsinz

Prove que a fun¢do nao é continua em (0,0) . Justifique.



3 Derivadas parciais de 1* ordem. Diferenciabilidade. De-
rivada dirigida. Gradiente e Jacobiana

1. Calcule as derivadas parciais de 1* ordem de cada uma das seguintes fun¢oes, no
seu dominio de validade:

(a) f(z,y) =a%+y°

(b) f(z,y) = a* + sin(xy)
oty

(© o) =

(d) flz,y) = Ver=o" —y?

(e) f(z,y) =Insin (ﬁ)

(f) f(x,y,z) = \/4_:172 _y2 — 22

2
2. Considere a fungao f(x,y) = 3:2—4212 Calcule, pela defini¢ao, <g—£>(l ) e <%> 12

3. Seja
z+y
Tz 0 @y #(0,0)
flz,y) = !
0 ’ (.Z',y) - (07 0)
af af
Calcule (696)(070) e <8y>(0,0).
4. Considere Ty
e x # +ty
flz,y) =
4 , T ==y

Calcule (%)(_2’_2) e (%)(_2’_2).

5. Seja

223 4-3y*

253 — 43 (z,y) # (0,0)

f(xa y) =
1 ) (;U? y) = (07 0)
Determine <%)(070) .
0 0
6. Dada a funcgdo z = zy tan (Q) . Mostre que x—z g _ 2z.
T dr Oy



7. Seja
2

o o @) £00)
rYy) =

0 » (z,y) #(0,0)

of

Determine (—) para todo o (a,b) € R2.
%/ (@)

8. Counsidere a funcao:

222 — y3
oy = FZENA (z,y) # (0,0)
0 , (2,9) = (0,0)

Calcule <g> para todo o (a,b) € R2.
0z ) (41)

9. Considere a funcao f(z,y) = zy.
(a) Mostre que f é uma funcao diferenciavel no ponto (0,0).
(b

)

) Calcule o gradiente de f.

(¢) Conclua que f & uma funcio diferenciavel em R2.
)

(d) Usando c), calcule a derivada direccional no ponto (1, —1) segundo o vetor
(0,2).
(e) Calcule a derivada dirigida de f no ponto (1,—1) segundo o vetor (0, 2).

10. Considere a seguinte funcao:

~ % (@ 0,0
o) ) (z,y) # (0,0)
0 » (2,9) = (0,0)

Verifique se a fungao ¢ diferenciavel em (0,0) .

11. Seja . ) s
2y° + x4y

T s ) ) 070

o) - g (z,y) # (0,0)

1 , (z,y) =(0,0)

(a) Estude a continuidade da fungdo na origem dos eixos.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) Com base no resultado da alinea a) que pode concluir quanto & diferenciali-
dade da funcao em (0,0)? Justifique.

Considere a funcao:

X
y—1 "~

y#1
flx,y) =
0 , y=1

Mostre que f(z,y) nao é diferenciavel no ponto (2,1).
Considere a funcao diferenciavel g(x,y) = sin(zy).

(a) Determine o vetor gradiente de g no ponto (0,0).

(b) Calcule a derivada direccional de g no ponto (0,0), segundo a direc¢ao do
vetor (1,2).

(c) Calcule a derivada dirigida de g no ponto (0,0), segundo a direccao do vetor
(1,2).

Determine o gradiente das seguintes fungoes:

(a) f(.’]:,y,Z) = (‘T - 1)2 + (y + 2)2 + (Z - 3)21 no ponto (17 _270)'
(b) f(x,y) = 22* — 3zy + y* + 42 — 3y no ponto onde f, =0e f; = 0.

Considere a funcio f : R? — R definida por f(z,y) = xsin®y + zy?. Diga,
justificando, em que direccao é que a derivada dirigida da fun¢do é dada pela
expressao:

f'a (2,y) = sin®y + 2.
Seja f : R? — R? definida por:
flx,y) = (:172 + 92, —3:E2,2:17y) )
Determine a matriz jacobiana de f.

Considere as funcdes f e g dos exercicios 9 e 13. Seja h : R? — R? uma funcao
diferenciavel definida por:

h(z,y) = (f(z,9),9(z,y)) -

(a) Determine a matriz jacobiana de h.
(b) Determine h!, usando a).

(c) Calcule a derivada direccional de h no ponto (1,2) segundo o vetor (1,1).



4 Regra de derivacao da fungao composta

1. Considere a funcao g(t) = f(z(t),y(t)) onde f(x,y) = 2z + 2y, x(t) = sin(t) e
y(t) = cos(t).

(a) Determine a expressao analitica de g(t).

d
(b) Calcule d—f,

d
(c) Calcule d_i’

usando a expressao analitica de g(t).
usando a regra de derivacao da funcao composta.

0z
ot

—y? e v(z,y) = €, determine a

2. Sendo z = tan (m2 + y2) com z = t? — 3t,y = logt. Calcule

3. Sendo z = f(u(x,y),v(x,y)) com u(z,y) = 22

0
expressao de cada uma das derivadas parciais i e —Z.
oxr 0Oy
4. Mostre que a funcao F (z,y,2) = f (x — y,y — 2,z — x) verifica a equacao:
oF N oF N oF
or Oy 0z

qualquer que seja a funcao f.
5. Demonstre que para a funcido z = yf (a:2 — y2) se tem:

1 0z 10z z

2 or Yoy v

0z 0z
6. Para a funcao z = z%g (%) , com « constante, calcule — e —

ox Oy
7. Sendo V (z,y,z) = zy*h (£,Z), mostre que:

ov ov ov

i ) L _3v.
x8$+y8y+zaz 3



5 Derivadas de ordem superior & primeira

Notacao: Of —2 ﬁ e 1 —2 ﬁ
sao: Oyox Oy \ Oz 0xdy Oz \ Oy )

1. Considere as funcoes:

(a) flz,y) =In(z? +y?).
(b) f(z,y) = 2% + sin(zy).

x
¢ T,y) = —.
(c) f(z,y) NG
Para cada uma das fungoes calcule:
Wa e
Ox oy’

o BB
0x2’ Oxdy’ Oyox ¢ oy?’

(iii) Calcule a matriz hessiana.

Considere o exercicio 7 da Seccao 3. Calcule &(x ) e 't (z,v)

. Seja f(z,y,2) = ye* Y + xz. Calcule a matriz hessiana.
. Seja g(x,y) = 22y® + 4In(4x). Calcule as derivadas parciais de 2% ordem de g.

. Seja h(z,y) = y?e* + x?y3 — 1. Determine a expressdo das derivadas parciais de
0x20y W)€ o

32 ordem

. Considere a funcao g(x,y) = €*In(y) + sin(x) In(y). Determine as derivadas par-
2

ciais —g(a:, y) e
Oy?

. Considere a funcao:

I (,y).
Oyoxoy "’

Ty
2o 0 7 7 *y
f(.’,l', y) =
0 , T ==y
0 0?
Calcule o valor das derivadas parciais a—xJ;(O, 0) e 8—;;(0, 0).

10



6 Funcao Homogénea

1. Mostre que as seguintes fungoes sao homogéneas. Determine o grau de homoge-
neidade e verifique a Identidade de Euler:

(a) f(z,y) =2? + dzy + 4y°

(b) f,y) =1n (M>
YT

(¢) f(z,y,2) =sin (IT—H/)

(d) flz,y) = Vya?

2. Seja f(x,y) uma funcdo homogénea do 2° grau. Considere a fungao:
9(@,y) = xf(z,y).

(a) Qual o grau de homogeneidade de g(x,y)?
(b) Mostre que g, e g, sdo fungées homogéneas do 2° grau.
(c) Mostre que g (z,y) verifica a Identidade de Euler.

3. Seja

flz,y) = 2" y? ™+ ya.

(a) Para que valores de k a funcao ¢ homogénea? Qual o seu grau de homoge-
neidade?

(b) Para o valor de k encontrado, prove a Identidade de Euler para a funcao.

4. Sendo V (z,y,2) = xyh (y x) , mostre que:

ov ov ov

— — — = 3V.
:E(‘)a: +y8y +Z€)z

5. Considere a seguinte funcdo de producio Y = AK*L'~® k > 0,L > 0, funcio de
Cobb-Douglas com dois factores de producao: o Capital (K) e o Trabalho (L).

(a) Determine o seu grau de homogeneidade.
(b) Supondo a = 0.75, verifique a Identidade de Euler.

(c) Prove que a produtividade marginal do capital g—}; é homogénea de grau zero.

6. Seja z = f(u,v) uma funcio composta em que u = ze v = xy. Sabe-se que

f(u,v) é uma funcido homogénea de grau 2 e de classe C2. Considere ainda que

(%)(874) =1 (%>(8,4) =2

11



9z 0z
(a) Calcule (%)(2,1) ¢ <8_y>(2,1)-
(b) Determine f(8,4).

(c) Qual o valor da derivada de z, no ponto (z,y) = (2,1), segundo a direcgao
do vector (—1,0)7 Como se denomina esta derivada?

12



