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1 Matrizes

Notacao:
My xn denota o conjunto das matrizes reais do tipo m x n. Quando m = n, escre-
vemos M,,.

1.1 Algebra, produto e transposicido de matrizes

1. A é uma matriz 4 x 3, B é uma matriz 3 x 4 e C' ¢ uma matriz 4 x 1. Todas
as entradas destas matrizes sao iguais a 1. Quais das seguintes operagoes sao
permitidas e qual o seu resultado?

AB BA ABC CBA A(B +C).

2. Para cada um dos seguintes pares de matrizes A e B, determine, quando estiverem
definidas, as matrizes A+2B, A— B, 4A—3B, A%, B2, AB, BA, (3A)(2B), A" B,

(AB)T.
1 0
10 1 B B
(a)A_[21—1}’ B= ; ;
1 —2 10
(b)A:{o 1}’ B:[—5 0]
—4
(¢ A=[2], B=| 2
3
1
d A=[-1 0 2], B=| -2
3

3. Determine o tipo das matrizes A, B e C:

(a) sabendo que A’B = C, que B tem 3 colunas e que C tem 2 linhas;
(b) sabendo que A+ BC = I3 e que C tem 2 linhas.

4. Considere as matrizes

e BT:[lo—l}

2 1 1

— O
W = N

Calcule a matriz X tal que

(BT —3x)" —34=2B.



5. Verdadeiro ou falso. Justifique.

(a) Se as linhas 1 e 3 de uma matriz B sdo iguais, entao também o sdo as linhas
1 e 3 da matriz AB.

(b) Se as colunas 1 e 3 de uma matriz B sao iguais, entdo também o sdo as
colunas 1 e 3 da matriz AB.

(c) (AB)? = A2B2.
(d
(e
(

)
) Se A? esta definida entdo A é uma matriz quadrada.
)
f) Se AB e BA estao definidas entdao AB e BA sao matrizes quadradas.
)
)

Se AB e BA estao definidas entdo A e B sao matrizes quadradas.

(g) Se AB = B entao A=1.

(h) Se B = A? ¢ A ¢ uma matriz quadrada n x n simétrica, entdo by > 0, para
1=1,2,...,n.

6. Determine A", n € N, para

@a=|5 2 was|Y Ol @as| e Tme

sin o CoS &

11 2 2
wa=1 1] wa=[F o]
7. Determine a matriz A do tipo 3 x 3 cujas entradas sao:
(a) ai; = (=1)"*7;
(b) aij =1/j.
8. Seja A uma matriz quadrada. Mostre que a matriz AT 4+ A & simétrica.
1.2 Combinagoes lineares, dependéncia e independéncia linear. Ca-

racteristica.

1. Considere os seguintes vetores de R*:
u=(4,-2,0,-2), v=1(3,2,1,0) e w=(1,-1,2,5).
Calcule as seguintes combinagoes lineares de u, v e w:

(a)

(b) u—2v+ 3w

(c) tu—v+2w
)

2
(d) —2u+v+bdw



2. Em cada uma das alineas seguintes, determine, caso existam, todos os escalares a
tais que:

(a) o vetor (—6,a) é combinagao linear dos vetores (1,3) e (2,1);
(b) o vetor (—2,1) é combinacdo linear dos vetores (1,0) e (a, 3);
(c) o vetor (1,a,—3) é combinagao linear dos vetores (1,1 0) e (0 ,3);
(d) o vetor (2,0,3) é combinagao linear dos vetores (a,—a,0) e (1,1,2).
3. Verifique, recorrendo a defini¢ao, a dependéncia linear dos seguintes vetores
(a) (1,2), (=2,-4)
(b) (1,0), (1,-2), (3,4)
(¢) (1,1,0), (1,—1,2)
(d) (1,0,0), (1 —2,0), (0,1,3)
(e) (1,0,0), (2,1,0), (1,2,0)

4. Recorrendo a condensacao de matrizes verifique se os seguintes sistemas de vetores
sao linearmente independentes.

(a) (1,1), (2,2)

(C) (171)7 (_170)7 (172)

(d) (1,0,0), (1,-2,3)

(e) (1,0,0), (1,—2 3), (0,1,1)

(f) (17070)7 ( ’ ) (07171)7 (7‘(’,6,—\/5)

5. Calcule a caracteristica das seguintes matrizes

[2 1 4 00 3 -2

() | 1 3 2 by|o o1 2
| 3 -1 6 1 3 2 -4
2 L1

(c) 4 8 5 (d)
9 6 0 -2 2 40
L 15 59
f:gg_gif 2 4 -1 3 2 -1

(e) #loo o 2 -2 6
L=z 0 00 -1 -2 1 —4
0 03 9 -—12




. Determine, em fun¢do dos parimetros, se as colunas das seguintes matrizes sao
linearmente independentes:

. 1 2 4 0
B Ja B 11 o2 4
A= (f; B‘[l 2]’ =10 1 2 a

-1 0 o®> 0

Inversao de matrizes

. Verifique se as seguintes matrizes sao invertiveis e em caso afirmativo determine
a sua inversa:

1 3 3 1 -2 9
A:[;;]B:[; _f] c=|143]|, D=0 00],
1 3 4 10 3 4
T R TE I Y
E=|-4 -5 —6|, F=|0 4 3|, G= .
7 8 9 00 4 bz 34
-1 0 09

. Calcule as matrizes inversas das matrizes

0 0 0 2 3200
00 30 4 3 00
A= 0 400 » B= 0 0 6 5
5 0 0 0 00 7 6

. Calcule a matriz inversa da matriz

OO O =
)
—
|
—_

Sem efectuar calculos, deduza qual a inversa da matriz

1 -1 1 -1 1
0 1 -1 1 -1
B=]0 0 1 -1 1
0O 0 0 1 -1
0O 0 0 0 1

Confirme o resultado, calculando BB™.

b . .
. Mostre que A = [ Cé d } é invertivel sse ad — bc # 0 e, nesse caso, determine a

sua inversa.



5. Prove que se a # 0 e a # b, entdo a seguinte matriz é invertivel:

1.4 Sistemas

1. Resolva os seguintes sistemas de equagoes lineares usando o método de eliminagao
de Gauss. Interprete geometricamente os resultados.

r—y+2z2+t=5

(a) r—4y—z—2t=14
2z +2y+2+t=-7
r—Ty+z+2t=10

r—3y+22—-t=6
(b){ 3z —Ty+t=0

r+y—z=1 z+y=3
c 20 —y+32=2 z—y=1
()
dr+y+z2z=5 3y+2z=9
2r+y+2=38
() § z+y+4z=15 {:17+y+4z-15
Sy + 2 =9 3y+22=9
o4 2 =0 x+7y—2
3:1:—y—3

2. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares:
1+ 2o —x3+2x4=0
ZE1—2:E2—£L‘3—£L‘4:0
31’2 = —2%4
21‘1—ZE2—2$3:0
(a) Escreva a equagao matricial do sistema.
(b) Justifique a seguinte afirmacao: O sistema nunca é impossivel.

(¢) Resolva o sistema pelo método de eliminac¢ao de Gauss.

3. Classifique os sistemas [A|b], onde b & um vector arbitrario de R™ e A é a matriz:

-1 1 [ —1 1 2

@ | 1 -1 b | 1 -1 -1
0 3 1 3 4

(1 0 1

<c>[‘} ! _ﬂ @ o2 -1
(00 o0



4. Classifique os seguintes sistemas de equacoes em funcao dos pardmetros a e 3:

r+y=15 rT+y=a«
(a){aerﬁy:l (b){2$+2y:ﬁ

r+2y—az=1
(©) { o+ fgg—:a;ﬁ @ 2w—y—2=8
9r — 2y +z2z=—1
axri +xo—x3+24=0
(e){2x1+x2—x3—2x4:1 (£) 201+ 30+ 23 =1
dxy + 229 — 223 + 20014 = S To+2x3 —x4 =0
1+ 3x3+ 224 = f

5. Counsidere o seguinte sistema de equagoes lineares com varidveis z, y e z:

2z +y+ 2= —6a

2r+y+(B+1)z=4

B+ 3y + 2z =2«
(a) Escreva o sistema na forma matricial.

(b) Estude a natureza do sistema em fun¢ao dos parametros «, (3.

6. Considere o seguinte sistema de equagoes lineares com varidveis z, y, z e t:

—y+z=—(0b—a)t—bz
y+(a+1)t=—bz
224+ 2t = —x

20 4+at =—-y—=z

(a) Escreva a equagao matricial do sistema.

(b) Classifique, pela teoria das matrizes, o sistema em funcao dos parametros a
eb.

(c) Suponha a =1 e b = 0. Use os resultados e os célculos da alinea anterior
para resolver o sistema.

7. Seja
a 1 « T 1
Ao=| 1 a 1|, X=|y |, B=]1
a 1 « z 1

onde a é um parametro real.
(a) Escreva o sistema A, X = B.
(b) Determine o unico « para o qual A, X = B é impossivel.

(¢) Considerando o = 1, determine o conjunto soluc¢ao do sistema A1 X = B.



8. Sejam p e g nimeros reais tais que p+ ¢ = 1. Mostre que se X1 e Xo s20 solugoes
de um sistema de equacoes lineares Ax = b, entdo pX; + ¢Xo também é uma
solucao do sistema. Conclua que Ax = b tem infinitas solucgoes.

9. Mostre que se A é quadrada e [A|b] corresponde a um sistema impossivel, entao
[Alc] € impossivel ou possivel indeterminado para todo o vector coluna c.

10. Mostre que se A é quadrada e [A|b] é possivel e determinado, entao [A|c] é possivel
e determinado para todo o vector coluna c.

1.5 Determinantes e propriedades

1. Calcule o determinante das seguintes matrizes:

2 3 1 2] 1 0 2 0
a=30] e=15 0] e=1a0] o-lh Y]
1 2 3 2 0 0] 2 a b 2 00
E=|4 5 6 F=10 30 G=|0 3 ¢ H=|a 3 0
7 8 9 0 0 4 | 0 0 4 b ¢ 4
0 15 0 05 1 2 3
I=|3 -6 9 J=13 09 K=|2 4 6
2 6 1 2 0 1 2 0 1
1 -2 3 1 2 1 3 1 20000
5 =9 6 3 101 1 L oo 0
L= M = N=|1210 -1
-1 2 -6 -2 0210 1301 1
2 8 6 1 01 2 3 L1401 0

2. Usando determinantes verifique se os seguintes sistemas de vectores sao linear-
mente independentes:

(a) {(1,1), (1,2)} (b) {(1,1),(2,2)}
(c¢) {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} (d) {(2,1,4),(0,1,2),(1,0,1)}
3. Verifique que para matrizes 2 x 2 se tem |AB| = |A||B|.

4. Sabendo que

a b c
d e f|=4
g h i
deduza os seguintes determinantes (sem os calcular diretamente):
a b c
(a) | —2d —2e¢ -=2f
g h i



10.

11.

a b+3a c
(by | d e+3d f
g h+3g9 1
a —c b
(c) | d —f e
g —i h
a 3b -2
(d) | d 3e —2f
g 3h —2

. Seja B € M12x12 a matriz que se obtém a partir de A usando as operagoes:

i) l1 & ly; ii) lo = 1o + 5lg; iii) i — 31.

Sabendo que det(B) = 8, calcule det(A).

. Seja B € Mr7«7 a matriz que se obtém a partir de A usando as operagoes:

i) ls — l5—319; ii) lg = I+ ls; iii) 1 — 3ly; iV) Iy — —217; V) C3 <> Cq.

Sabendo que det(A) = —3, calcule det(B).

Calcule:
(a) det(A?) (b) det(2A4)
(c) det (A1) (d) det (AY)
(e) det(AB) (f) det (3A2B724")
(g) det (A lBt) + det (AB?) (h) det(—AB) + (det(AB)™)
(i) det ((A™1)") + det ((—24B)")

(i) sabendo que A, B € Mjsy3 sao invertiveis e que det(A) =2 e det(B) = 3;
(ii) sabendo que A, B € Msy4 s@o invertiveis e que det(A) = —1 e det(B) = 2.

. Dadas matrizes A e B de ordem n, mostre que se A nao é invertivel entdo AB

nao é invertivel.

. Dadas matrizes A e C de ordem n, mostre que se C invertivel entao det (C’_lAC') =

det(A).

Uma matriz A de ordem n diz-se ortogonal se AA* = I. Mostre que se A ¢é
ortogonal entdo |A| = +1.

Verdadeiro ou falso. Justifique.

(a) det(A+ B) = det(A) + det(B).

(b) det(AB — BA) =0.

(c) Os vectores das colunas de uma matriz A de ordem n sao linearmente inde-
pendentes se e so se det(A) # 0.

(d) Se A é uma matriz de ordem n, o sistema homogéneo Ax = 0 tem uma
solugao nao nula se e so se det(A) = 0.



1.6

1.

1.7

Inversao de matrizes

Usando determinantes, determine, se possivel, as inversas das seguintes matrizes:

9 3 1 2 3 0 20
A:[21],B2032 , C=13 00
0 0 —2 0 01
k k* 0
. Seja A = 0 k% 4 |. Determine para que valores de k a matriz A nio é
-k 0 k
invertivel.
1 1 0
.SejaA=| o« 1 —1 [|. Paraquevalores de « é invertivel a matriz A? Calcule
0o -1 2

A~! para os casos em que existe.

. Demonstre as seguintes propriedades da matriz adjunta:

(a) |A] =A™,
(b) AB = BA.

Espacos vetoriais. Subespacos vetoriais. Combinacao linear. Span.

. Determine se os seguintes conjuntos sao subespacos de R™. Represente grafica-

mente os que sao subespacos de R2.

(a) V={(z,y) eR?: 2 +y <3}
(b) V ={(z,y) € R*: =3z =y}
() V={(z,y) eR?:z=y+1}
(d) S ={(z,y) € R?: 22 = ¢?}
(e) V={(z,y,2) ER3: 2 =2y — 2,}
) V={(z,—z,y—x) €R3: 2,y € R}
(&) V={(r,y,2) eR®: 2 =2 —y,y = 2}.
(h) V={(a—b,b—c,c—d,d—a) € R*:a,b,c,d € R}.
(i) V = {(z1,229,323,424) € R* : ; € R}.
(G) V=A{(z1,...,2p) e R": 2,1 =0 € R}
Determine se as colunas das seguintes matrizes sao linearmente independentes:
1 2 3 1 1 3
A:[;‘ﬁ} B:[ig ;?} C=|456|, D=|11 4],
7 8 9 1 05

10



1 2 3 0 2 3 4

1 20
0 4 4 -4 4 -2 8
E‘Z?;_l’F_ 0 1 1’G_ 33 26
-1 0 -1 -1 0 10

3. Verifique se u; = (1,2,3,4), us = (2,2,3,4), us = (3,3,3,4) sdo linearmente
independentes.

4. Prove que se {vy,vs,v3} € um conjunto de vetores linearmente independentes,
entdo também o é o conjunto {v; — v, vy — v3,v3 + V1 }.

5. Sejam w1, ve,v3 vetores de R™. Prove que os vetores w; = vy + 3v3, wy = —v1 +
v9 — Hu3 e w3 = vg — 2v3 sao linearmente dependentes.

6. Verifique se (1,4, —2) € span{uj,us}:

(1) w1 = (1,0,0), ug = (0,-2,1)
(i) u = (1,0,1), ug = (1,1,0)

7. Determine bases para o conjunto

S = span{(l, 27 07 1)7 (27 37 07 0)7 (07 17 07 1)7 (_17 07 07 2)}

8. Complete os seguintes conjuntos até obter uma base de V.

(a) V =R3
(b) V=R*

(i) {(0,0,0,1)} (i) {(1,1,1,1),(0,1,1,1)}

9. Determine [u]p, i.e., determine as coordenadas de u na base B:

(a) u=(1,2)

(i) Br={(1,0),(0,1)} (i) B ={(1,1),(-=1,1)}.
(b) u = (4,17)

() B1={(1,2),(1, -1} (i) B2 ={(1,2),(0,5)}
(c) u=(54,1)

(i) By ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}  (ii)) B2 = {(1,0,0),(0,2,0),(1,1,1)}
10. Verdadeiro ou falso. Justifique.

(a) O subconjunto {0,u} de R™ é um conjunto de vetores linearmente indepen-
dentes.

(b) Qualquer conjunto de n+ 1 vetores distintos de R™ é um conjunto de vetores
linearmente dependentes.

11



(¢) Seja S um conjunto de vetores linearmente dependentes em R™. Entao qual-
quer subconjunto 7' ¢ S é um conjunto de vetores linearmente dependentes.

(d) Seja S um conjunto de vetores linearmente independentes em R™. Entao
qualquer subconjunto 7' & S é um conjunto de vetores linearmente indepen-

dentes.

(e) Seja S = {u1,...,ur} um conjunto de vetores linearmente dependentes em
R™. Entao T = {uq,...,ux,ur+1} ¢ um conjunto de vetores linearmente
dependentes.

(f) Quaisquer quatro vectores distintos de R* geram R*.

(g) Se {v1,v2} & uma base de W = span{vy, v}, entdao {v; +vg, v1 —ve, 3v1 —2v9}
também é uma base de W.

1.8 Transformacoes lineares

Notacao:

M(T, By, B3) denota a matriz que representa a transformacao 7' em relacao as bases
Bl [§] BQ.

b.c. denota a base canodnica.

1. Verifique se sao lineares as seguintes func¢oes:

(a) T:R? - R% T(z,y) = (z+y,v —y)
(b) T:R%2 = R?, T(z,y) = (22,y)
(¢c) T:R% = R?, T(z,y) = (2z,1)
(d) T:R? = R3, T(z,y,2) = (x +v,y,0)
() T:R> - R3 T(z,y,2) = (v — y,y — 4z,2)
(f) T:R3 = R?, T(x,y,2) = (zy, )
1 0
2 1 T
(8) T:R2 =R, T(w,y) = | | | [y]
01

2. Determine a expressao analitica da transformagao linear
T(1,0) =(1,2), T(0,1)=(,-1).
3. Seja f: R* = R® uma funcio linear definida por:
f(x1, 29,3, 4) = (v1 — T3 + 224, 21 + 203 — T4, To — T3 — X4, T3 — Tg, To — 2T3).

(a) Determine uma base de Ker(f).

(b) Determine uma base de Im(f)

12



4. Seja f : R? — R3 uma transformacio definida por:

flz,y,2) = (+y,y+20+2).

(a) Mostre que f é uma transformacao linear.
(b) Determine a matriz da transformagao.
(c) Determine Ker(f) e dim(Im(f)).

5. Seja f : R? — R* uma transformacao definida por:

f(.’]],y,Z) = (y_x7072_x72_2y)'

(a) Mostre que f é uma transformacao linear.
(b) Determine a matriz da transformagao.

(c) Determine Ker(f).
(d) Calcule dim(Im(f)).

6. Considere a transformacao linear T : R? — R3 definida por
T(x,y) = (x+y, 22 +y,x —y).
(a) Calcule T'(1,2).
(b) Determine A = M (T, b.c.,b.c.).

(c) Calcule T'(1,2) usando a matriz A. Confirme o resultado com o obtido na
alinea (a).

(d) Determine B = M (T, By, Ba), onde By = b.c.e By = {(1,—1,0),(0,1,0),(1,0,1)}.
(e) Calcule T'(1,2) usando a matriz B. Confirme o resultado com os obtidos nas

alineas (a) e (c).

7. Considere a transformacio linear T : R3 — R3 definida por

1 0 1
A=M(T,bc,bec)=|1 0 -1
0 -2 4

(a
(b
(c
(d

Calcule T'(1,1,1).
Determine a expressao analitica de T, T'(z, y, 2).
Determine B = M(T, By, By), onde By = {(1,1,0),(0,—1,0),(1,1,1)}

Calcule T'(1,1,1) usando a matriz B. Confirme o resultado com o obtido na
alinea (a).

(e) Calcule T'((1,2,3)p,).

~— ~— ~—

13



8. Considere as seguintes situacoes:

= (2z,3y),

(a) T($7yvz) = (iL‘ —y,2z), L($7y)
)}, B2 =b.c., By ={(1,1),(1,0)},

By = {(17 1, 1)7 (17 1, 0)7 (17 0,

(b) T(x,y) = (3z,2y), L(z,y) = (z,y,z + 2y),
Bl = b.c., BQ = (1, 1), (1,0)}, Bg = b.c.,

Determine, em cada caso:

(i) a expressao analitica de L o T
(ii) as matrizes A = M(T, By, Bs2) e B= M(L, Bo, B3);
(iii) amatriz C = M(LoT, By, Bs), primeiro usando (i) e em seguida usando (ii);
(iv) (L oT)(u) usando (i) e (iii).
9. Seja T : V — V linear e A = M(T, By, By). Verifique que as seguintes sao
equivalentes:

(a) T é invertivel.  (b) Ker(T') = {0}.
(c) A éinvertivel.  (d) r(A) = dim (V).

10. Considere os seguintes casos:

(a) T(z,y) = (z —y,x +y),
B; ={(1,1),(1,0)}, By = b.c.,

u=(-1,2).
(b) T(z,y) = (,0),
By ={(1,1),(1,0)}, By = b.c,
u=(0,2).
(€) T(z,y,2) = (x —y,z+y,2),
By = {(1,1,0),(1,0,0), (0,0,1)}, By = b.c.,
u=(-1,2,-3).

Verifique, em cada caso, se T : V' — V é invertivel e em caso afirmativo determine:

(i) a expressdo analitica de T1;

(i) A= M(T, By, Bs);
(iii) B = M(T!, By, By), primeiro usando (i) e depois usando (ii);
(iv) T~!(u) usando (i) e (iii).

14



11. Considere os seguintes casos:
(a) B1={(1,1),(1,0)}, B2 ={(1,2),(2, 1)} e u=(-2,3).
(b) By ={(1,1),(1,0)}, Ba =b.c. e u = (—2,3).
(C) By =b.c., By = {(17 L, 1)7 (17 170)7 (17070)} eu= (_2737 _4)
Para cada um deles:
(i
(ii

) determine as coordenadas de u nas bases B; e By;
)

(iii) determine a matriz mudanga de base de By para By, B = M(id, Bs, By);
)
)

determine a matriz mudanca de base de By para By, A = M(id, By, Ba);

(iv) verifique que B = A~ 1,

(v

12. Considere os casos seguintes:

verifique que a denominagao “mudanca de base” é a correta.

(a) T($7y7z) = (33‘ —y,23§‘),

B, = {(17 1, 1)7 (17 170)7 (17070)}7 By = b.C., B3 =b.c.e By = {(17 1)7 (170)}
(b) T(z,y) = (z + 2y, ),

Bl = BQ =b.c. e Bg = B4 = {(1, 1), (1,0)}.
(¢) T(x,y) = (z,y,0),

Bl = Bg =b.c. e B2 = B4 = {(1, 1, 1), (1, 1,0), (1,0,0)}

Determine, para cada um deles, as matrizes A = M (T, By, By) e B = M(T, B3, By)
usando dois processos:

(i) a expressao analitica de T';

(ii) a matriz A e matrizes mudanca de base.

1.9 Valores e vetores proprios

1. Sejam

1 -2
A:[—l 2}’ b=

= IEN
|

)

o ko

(a) Mostre que u = (—3,3) e v = (2,1) s@o vetores proprios de A. Indique os
valores proprios associados.

(b) Mostre que qualquer vetor da forma (—r,7), r # 0, é vetor proprio de A.

(¢) Mostre que u = (1,0,0) é vetor proprio de B e indique o valor proprio
associado.

(d) Mostre que —6,4,7 sao valores proprios de B.
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2. Considere as seguintes matrizes:

[0 -9
<a>_1_6}
[0 1
(b)_“]
1 0 0]
()]0 0 1
(01 0
[0 0 17
@ o 20
130 0|
1 3 5]
e |13 5
13 5
1 0 0]
€ o 21
13 5|

Para cada uma delas, determine:

(i) os valores proprios;

(ii) bases de vetores proprios para os subespagos proprios.

3. Determine os vetores proprios das seguintes fungdes lineares:

(a) ( ) (=2, ~y)
(b) P = (=,

(©) |:COSH —sin@} |::E:|
sinf  cosd Y
4. Seja T : R?® — R? a funcdo linear definida por
T(x,y,2) = (z+ z,y,x + 2).
Determine os valores e vetores proprios de T

5. Para cada uma das matrizes que se seguirao

(a) determine os seus valores proprios, vetores proprios e subespacos proprios;
(b) verifique se a matriz é diagonalizavel;
Se a resposta a ultima alinea for positiva,

(c) diagonalize-a (i.e., determine uma matriz diagonal D semelhante & matriz
em causa) e indique a base a que esta diagonalizagao se refere;
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(d) usando D, calcule o seu determinante;
. 11 . 01 0 -1 . 20
(‘)[1 1] (“)[0 0} (1“)[1 0] (“’){01

12
(vijA=|0 1
2 1

O O W
—
<
=8
N—
b
Il

o oo

11
(v) | 0 1
01

W W N

6. Seja f:R? — R? a funcdo linear definida pela matriz

A= M(f;b.c,b.c.) = [(1) ; ]

(a) Determine os valores e os vetores proprios de f.

(b) Encontre uma base B = {v,v2} de R? formada por vetores proprios de
f. Determine a matriz D de f com respeito a essa base, i.e. determine
D = M(f; B, B). Prove que se P é a matriz cujas colunas sao as componentes
dos vetores v1 e vo na base candnica, entao

D =P AP

7. Seja A uma matriz 3 x 3 tal que Au; = uy, Aus = ue e Augz = 3ug, onde
u1,uz,uz # 0. Sabendo que {uy,us} sdo linearmente independentes, justifique se
sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

(a) {u1,us,u3} é uma base de R3.
(b) [A] =3.
(c) A é invertivel.

8. Mostre que se A é uma matriz quadrada de ordem n, entdo AA! e A'A tém os
mesmos valores proprios.

9. Mostre que uma matriz quadrada A é invertivel se e 36 se os seus valores proprios
sao nao nulos.

10. Mostre que se A e C sdo matrizes semelhantes (i.e. C = S™1AS) entdo det(A)—det(C).

11. (a) Mostre que se u e v sdo vetores nao nulos linearmente dependentes, e u ¢ um
vetor proprio de A com valor proprio A, entdo v também é um vetor proprio
de A com valor proprio A.
(b) Usando a alinea anterior conclua que:
A walores proprios distintos correspondem vetores proprios linearmente inde-
pendentes.

17



