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1 Matrizes e sistemas lineares

1.1 Algebra das Matrizes

As matrized!] sio uma ferramenta fundamental no estudo de 4lgebra linear.

Definicao 1.1 Uma matriz A, do tipo m x n (m por n), é uma tabela de mn nimeros
dispostos em m linhas e n colunas:

ayjp a2 - Aip
A - Qg1 A22 -+ dgp
m1 Am2 = Qmp
A matriz linha 7 de A é:
[ i1 Q2 0 Qin } )

para cada ¢ = 1,...,m. A matriz coluna j de A é:

para cada j = 1,...,n. Usa-se também a notacdo A = [a;j|mxn na qual a;; é a entrada (7, j)
da matriz A.

Se m = n, diz-se que A é uma matriz quadrada do tipo n X n e as entradas a1, a9, ...,
ann formam a chamada diagonal principal de A. Seja M,,«,(R) o conjunto de todas
as matrizes do tipo m X n com entradas em R. Mais geralmente, sendo K um conjunto,
M xn(K) designa o conjunto de todas as matrizes do tipo m x n com entradas em K.

Exemplo 1.2 As matrizes

1 -1 12 3 4
A—{_Q 2},3—{20 _20],0—[007}eD—

— N W o

sao dos seguintes tipos: A é2x2, Bé2x4, Cé1lx3, Aé4x1 Tem-se, por exemplo,
ag = —2,bi3=3,ca=0edy = 1.

Dizemos que as matriz A = [a;;] do tipo m X n e a matriz B = [b;;] do tipo p x ¢ sdo
iguais se m = p, n = q e a;; = b;; para todos 1, j.

Definicao 1.3 1. A soma matricial de uma matriz A = [a;;] do tipo m X n com outra
matriz B = [b;;] do tipo m x n é a matriz A+ B do mesmo tipo cuja entrada (i,j) €
Qg5 + blj

2. O produto de uma matriz A = [a;;] do tipo m xn por escalar \ é a matriz AA = [Aaj].

1O termo Matriz foi utilizado pela primeira vez por James Sylvester (1814-1897) em 1850



3. O produto matricial A = [a;;] do tipo m x p com outra matriz B = [b;j| do tipo p xn
€ uma matriz C' = ¢;; do tipo m x n, designada por AB, cuja entrada (i, ) € dada por

p
Cij = aﬂblj -+ aigbgj + ...+ aipbpm = E aikbkj.
k=1

4. A transposta da matriz A = [a;;] de tipo m x n € a matriz AT = [a;;] de tipo n x m.

Exemplo 1.4 Sejam

-1
1 4 -1 0 -3 2
A‘[—32 6]’B_l4 -1 —5}’0_ _12/2 b=l 3l

Tem-se A+B = | | 0 é possivel Ccom D. Temos —24=| 2 5 2
erm-se = 11 1 € nnao e possivel somar com /. 1emos = 6 —4 —12
e .

1 -3 ]

AT=1 4 2 e C’T:[—l —= 2}.
-1 6 ’

Nao é possivel efectuar, por exemplo, AB. Os produtos AC e C'D sao possiveis e tem-se:

2 —V3
} e OD= 1 —\/§/2
-4 23

Observagao 1.5 O produto de matrizes nao é comutativo. Por exemplo, para

a= ) o] es= ] 3 emsean= | O fema- | Y

)

AC = { 14

10 1 0 0 —1 0 1

Logo AB # BA.

Teorema 1.6 Sejam A, B, C' e D matrizes de tipos apropriados, a e [ escalares. Sao
validas as seguintes propriedades para as operagoes matriciais.

1. (Comutatividade da soma) A+ B = B + A.
2. (Associatividade da soma) A+ (B+C) = (A+ B) +C.

3. (Elemento neutro da soma) Existe uma tinica matriz 0 do tipo m xn tal que A+0 = A,
para toda a matriz A do tipo m x n. A matriz 0, cujas entradas sao todas iguais a
zero, chama-se matriz nula.

4. (Simétrico) Para cada matriz A existe uma unica matriz B tal que A+ B = 0. Esta
matriz B denota-se por —A.

5. (Associatividade do produto por escalares) o (BA) = (af3) A.
6. (Distributividade) (o + ) A = aA + BA.

7. (Distributividade) o (A + B) = aA + aB.
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8. (Associatividade do produto de matrizes) A (BC) = (AB)C.
9. (Distributividade) A(B+ C)=AB+ AC e (B+C)D =BD+CD.
10. a(AB) = (0A) B = A(aB).

11. (A )
12. (A+B)" = AT + B”.
13. (@A)" = aAT.
14. (AB)" = BT AT,
15. (A1 A4;..A,)" = AT _ATAT com Ay, A, ..., A, matrizes de tipos apropriados.
16. A matriz, do tipo n X n,

10 - 0

01 - 0

I=1| . :
00 --- 1

chama-se matriz identidade (de ordem n) e é tal que
A=A e IB=B,
para todas as matrizes A = [@;;]mxn € B = [bij]nxm-

Definigao 1.7 Seja A uma matriz quadrada n x n. A matriz A é invertivel se existir uma

matriz B tal que
AB=BA=1.

Teorema 1.8 Caso exista, a inversa de uma matriz quadrada é unica, que designamos por
A—l
A matriz nula nao é invertivel e a matriz identidade é invertivel, tendo-se 1=! = I.

Teorema 1.9 Sejam A e B matrizes invertiveis e o escalar nao nulo. Entdao AB, AT e aA
também sao invertiveis e

(AB)' = B'A™',  (ad) = é AT (AT = (AT

Seja A uma matriz quadrada e kK € N. Chamamos poténcia de expoente k de A, e
designa-se por A, & matriz A--- A multiplicando a mesma matriz k-vezes (por exemplo,

A% = AA, A3 = AAA = (AA)A = A(AA)). Coloca-se A° = I se A for nao nula. Se A for

invertivel, entao pelo tltimo teorema A* também é invertivel e
(Ak)fl — Afl . _Afl

onde A~! aparece k-vezes nesta multiplicacdo. Portanto podemos definir A=* com sendo
(AR~

Definigao 1.10 Seja A = [a;;] € M,xn(R).

1. A ¢é simétrica se A = AT isto é, se a;; = aji, parai,j =1,...,n
2. A é anti-simétrica se A = —A” isto §é, se a;; = —aj;, parai,j =1,...,n

3. A é ortogonal se A for invertivel e AT = A~1L,



1.2 Operagoes elementares. Caracteristica

Seja A uma matriz n x m. Operagoes elementares sobre as linhas de A cada uma das seguinte
tipo de operacao:

1. permutagao (i.e. troca) de duas linhas
2. multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo
3. adi¢ao de uma linha a uma outra.

Combinando as operacoes 2) e 3) obtém-se a chamada operagao de Jacobi, que consiste
em adicionar a uma linha uma outra previamente multiplicada por um escalar. Por abuso de
forma, usaremos a operagaode Jacobi como sendo uma operacao elementar (substituindo a
3) acima descrita. Vamos adoptar as seguintes notagoes para as transformagoes elementares
sobre as linhas de uma matriz:

1. L; <+ L;, para representar que se efectuou a troca das linhas L; e L;
2. al; — L;, para representar que a linha L; foi multiplicada pelo escalar o # 0.

3. kL; + L; — L;, para representar que a nova linha L; é obtida somando a linha L; a
linha L; previamente multiplicada por um escalar k.

Se a matriz A foi transformada na matriz B do uma operacao elementar, entao usamos
a seguinte notacao (respectivamente)

A — B, A — B, —
L,L‘(—)Lj al;—L; Li—‘rkL]'—}Li

Dizemos entao que a matriz A foi condensada na matriz U se U for obtida por sucessiva
aplicacao de operacoes elementares de tal forma que a matriz U estd em escada de linhas:
isto é, por baixo do primeiro elemento nao nulo de cada linha (e na mesma coluna) todos
os elementos sao nulos. Chama-se método de eliminagao de Gauss a este algoritmo de
condensacao da matriz A.

A primeira entrada nao nula em cada linha da uma matriz U em escada de linhas cha-
mamos pivo.

Este processo de condensacao aplica-se naturalmente a qualquer matriz A (n6 necessari-
amente quadrada).

Exemplo 1.11 Vamos transformar em escada de linhas a seguinte matriz A:

00 3 -9 1 3 -1 5 13 -1 5
A=15 15 —10 40 | — |5 15 —10 40 | — |1 3 —2 8
1 3 -1 5 |00 3 —9|skrllgo 3 -9
13 -1 5 13 -15
= 00 -1 3 — 00 -1 3|=U.
—Li1+La—Lo 0 0 3 9 3Lo+L3—L3 0 0 0 0

Em particular, conclui-se que car(A) = 2, pois a matriz U tem 2 linhas nao nulas e as
entradas (1,1) e (2,3) s@o os pivos de U.



Definicao 1.12 Uma matriz elementar do tipo n X n é uma matriz obtida da matriz

identidade I através de uma tnica operacao elementar.

(i) A matriz P;;, chamada matriz de permutacgao, é a matriz elementar obtida por

troca da linha ¢ com a linha j da matriz I. Tem-se:

1 0
0

0

0
— 1
—J

0

I

(ii) A matriz F;(«) é a matriz elementar obtida da matriz I através do produto do escalar

a # 0 pela linha ¢ da matriz I. Tem-se:

[ 1
0

0

0

0

0
1

— 7.

(iii) A matriz E;;(«) é a matriz elementar obtida da matriz I por soma da linha j com

um multiplo a da linha i. Tem-se:
!
0

0

Exemplo 1.13 As matrizes elementares do tipo 2 x 2 sao:

| s=[ 2]

01

szpglz{l o}’ El(a):{

com a # 0,

Eisa) = {

0

1 0
a 1

0

| o Balo)=|

0

0
1

1 «
0 1

— 1

|



Teorema 1.14 Sejam F uma matriz elementar do tipo m x m e A uma matriz qualquer do
tipo m x n. Entao, FA é a matriz obtida de A através da mesma operacao elementar que
originou F. Isto é, aplicar uma operacao elementar a uma matriz corresponde a multiplicar
essa matriz a esquerda por uma matriz elementar.

Exemplo 1.15 Consideremos a matriz

o0 3 -9
A=1]5 15 —10 40
1 3 -1 5

A operacao elementar:
0 3 -9 13 -1 5

0
515 —10 40 | — | 5 15 —10 40
1 3 —1 5 |M1obs

corresponde a seguinte multiplicacao (a esquerda):

0 01 o0 3 -9 1 3 -1 5
010 5 15 —10 40 | =[5 15 —10 40
1 00 13 -1 5 o0 3 -9

A operacao elementar:

w
|

N

oo

1
5 15 —10 40 | — 1
0 0 3 —9|s22k209 0 3 -9

corresponde a seguinte multiplicagao (& esquerda):

1 0 0 1 3 -1 5 13 -1 5
0 1/5 0 5 15 —10 40 | =1 3 —2 8
0 0 1 00 3 -9 00 3 —9
A operacao elementar:
13 -1 5 13 -1 5
13 —2 8 — 00 -1 3 |,
00 3 —9| tkrl2tg g 3 _9

corresponde a seguinte multiplicacao

—~

a esquerda):

1 00 13 -1 5 13 -1 5
-1 10 13 -2 8 =100 -1 3
0 01 00 3 -9 00 3 -9
Finalmente, a operacao elementar:
1 3 -1 5 13 -1 5
00 -1 3 — 00 —1 3],
00 3 —9 |7 100 0 0



corresponde a seguinte multiplicagao (a esquerda):

100 1 3 -1 5 1 3 -1 5

010 00 -1 3 =100 -1 3

0 3 1 00 3 -9 00 0 O

Tem-se entao:
1 0o 0 3 -9 1 3 -1 5
Ea3(3) E1a (—1) Ey (5) Ps|5 15 =10 40 | =0 0 —1 3
1 3 -1 5 00 0 O
Note-se que as matrizes elementares sao invertiveis, sendo
1
P;t=P;, Ei(a) = Ei(a), e Eij(a)™! = Eyj(—a).

Uma matriz diz-se matriz triangular superior (triangular inferior) se as entradas por
baixo (por cima, respectivamente) da diagonal principal sdo todas nulas.

Seja A uma matriz quadrada e considere-se a sua transformagao em matriz em escada de
linhas Ay, (que é triangular superior) usando matrizes elementares Ej, ...., Ej:

A— A — Ay — ... — Aj.
FEy FEo Es Ey

Por aplicagao repetida do Teorema temos
(EtEQEl)A = Ak7 (1)

e obtém-se
A= (By...BE) Ay = (BB Ay

Se as matrizes elementares E; ', ... E ! ndo sdo de permutagdo, entdo a matriz L := E; ... E; !
é uma matriz triangular inferior (o produto de matrizes triangulares inferiores é uma matriz
triangular inferior) e U := Ay é uma matriz triangular superior. Temos assim a decomposic¢ao
A = LU da matriz inicial A como produto de duas matrizes triangulares.

Todavia ha matrizes para as quais nao é possivel efectuar a decomposicao A = LU.
Nestes casos, efectuamos todas as trocas de linhas no inicio da condensacao obtendo uma
matriz de permutagdo P (produto de matrizes elementares associadas a troca de linhas).
Como as trocas foram todas realizadas no inicio, podemos entao transformar a matriz PA
numa matriz em escada de linhas sem recorrer a mais trocas de linhas.

Teorema 1.16 (Factorizagao triangular). Seja A uma matriz do tipo n X n. Entao ou
A admite a factorizagao A = LU ou existe uma matriz de permutacao P tal que PA admite
a factorizagdo PA = LU, onde L e U sao respectivamente uma matriz triangular inferior e
uma matriz triangular superior.

Veremos aplicagoes desta factorizagao, p.ex, na Seccao [1.3]

1 11
Exemplo 1.17 Seja A= | 2 1 4 |. Tem-se:
2 35

1 1 1
E23(1)E13(—2)E12(—2)A = 0 -1 2
0 0 5



Logo,

1 1 1
A= (Ep(-2)"" (Bi3(-2)) " (Bs(1)™' | 0 =1 2
0 0 5
Isto é,
1 1 1
A=F;52)E;3(2)FEs(—1) [ 0 =1 2 |,
0 0 5
ou ainda,
A=1LU,
com
1 0 0 1 1 1
L = E12(2)E13(2)E23(—1>— 2 1 0 e U= 0 —1 2
2 -1 1 0 0 5

1.3 Sistemas de Equacgoes Lineares

O estudo dos sistemas lineares remonta aos Matemaéticos da Babilénia (¢.2000 a.C.) e da
China (¢.200 a.C.) e tomou a sua forma actual no século XIX, destacando-se os trabalhos de
Arthur Cayley (1821-1895) e James Sylvester.

Definicao 1.18 Uma equacao linear com n incégnitas xy,xs, ..., 2, ¢ uma equacao da
forma
a1r1 + asxs + ... + a,x, = b,

em que ay, as, ..., a, ¢ b sdo escalares (reais ou complexos).

Definicao 1.19 Um sistema de m equagoes lineares com n incognitas é um conjunto
de equagoes lineares da forma

a1121 + Q129 + ... + A1 Ty = bl
A21T1 + A22%9 + ... + Ao Ty = b2 (2)
U121 + A2l + .o + Ty = bm
em que a;; e by sdo escalares (reais ou complexos), para i,k =1,...,mej=1, .. n

Sempre que os a;; e by, forem todos coeficientes reais, as incégnitas (ou varidveis) x1, ..., T,
do sistema também se consideram varidveis reais (por defeito). Usando o produto de
matrizes definido na Seccao , o sistema linear pode ser escrito como uma equacao
matricial

Ax = b,
em que
a1; Q12 - Qin T by
Q21 Q22 - Q2p X2 bo
A= . ox= e b=
Am1 Qm2 - Amn Ty, bm



A matriz A é designada por matriz dos coeficientes das incognitas, x matriz-coluna das
incégnitas e b matriz-coluna dos termos independentes dos sistema linear . O sistema
anterior também pode ser representado por

a1 @iz v Qi | by

a1 Gz -+ Qo | bo
[A[b] =

Am1 Am2 - Amn bn

dizendo-se que esta matriz é a matriz aumentada do sistema.

S1
. S2 |, . . : -
Dizemos que s = . ¢ uma solugao do sistema linear ([2|) se todas as equacoes de ([2|)
Sm
forem satisfeitas, quando substituimos z; = sq, ...., x, = S,, portanto

a1181 + a1282 + ... + a1, Sy, = bl
2181 + 9289 + ... + a9, S, = b2 (3)

L Am151 + mp2S2 + ... + QppSy = bm

Na forma matricial, todavia equivalente, s é solucao do sistema linear se As=10b. Ao
conjunto S de todos as solugoes de damos o nome de conjunto-solucao ou solugao geral
do sistema, i.e.

S1
S2

S={s=(s1,...,sn) eR":A| | =b}.

Sm

Pretendemos uma descrigao (algébrica e geométrica) do conjunto-solu¢ao. O método de
eliminagao de Gauss (ver Secgao permite obter essa descricao, que consiste em aplicar
as operacoes elementares na matriz aumentada, obtendo sistemas lineares equivalentes ao
inicial (i.e. com o mesmo conjunto-solu¢ao) mas de resolucao simplificada. Facilmente se
prova que se a matriz aumentada [A;|b;] é obtida da matriz aumentada [A|b] usando uma
operacao elementar, entao os 2 sistemas lineares associados tém o mesmo conjunto-solucao.

Uma matriz em escada por linhas diz-se na forma reduzida se
e estd em escada por linhas,

e todos os pivos sao iguais a 1 e
e cada pivo é a Unica entrada nao nula da coluna respectiva.

103 4

Por exemplo, a matriz | 0 0 1 2/5 | estd em escada por linhas mas nao estd em
000 O
1 00 4

escada reduzida. A matriz | 0 0 1 2/5 | estd na forma reduzida em escada por linhas.
000 0

E claro que podemos transformar uma qualquer matriz A numa matriz U na forma
reduzida em escada reduzida. Em seguida apresentamos uma primeira consequéncia da
invariancia do conjunto solucao por operagoes elementares na matriz aumentada do sistema
de equagoes lineares.



Teorema 1.20 A forma reduzida em escada por linhas de uma matriz € unica.

Dem.: Sejam U e U’ duas matrizes em escada reduzidas associadas a mesma matriz A.
Pretende-se demonstrar que U = U’. Com vista um absurdo, vamos assumir que U # U’.
Escolha-se a coluna mais a esquerda na qual U e U’ sao diferentes. Em seguida, escolham-
se todas as colunas & esquerda desta que contém os pivos (isto é, as colunas com povo a
esquerda da que ja foi escolhida em cima). Obtém assim duas matrizes UelU"

Note que U pode ser transformada em U’, por operacoes elementares pois ambas foram
obtidas usando operacoes elementares aplicadas a mesma matriz inicial A. Logo U pode ser
transformada na matriz U’, pois a remogao de colunas nao altera a sucessao de operagoes
elementares a ser usada. Olhemos, agora, para U e U’ como sendo matrizes aumentadas de
sistema lineares (que tém o mesmo conjunto solugao pelo que acabamos de dizer). Ou os
sistemas sao possiveis, e nesse caso b = b’ ou os sistemas sao impossiveis. Em qualquer caso,
podemos concluir que U=U"o0 que é absurdo porque por cosntrucao a ultima colunas de
U néo é igual & dltima coluna de U'. QED.

Chama-se caracteristica de A, e designa-se por car(A), ao nimero de linhas nao nulas
da (Unica) matriz reduzida em escada por linhas U associada & matriz inicial A (usando
operagoes elementares).

Exemplo 1.21 O sistema linear
rT+z=3

T+2y+22=6

3y +32=26
na forma matricial é
1 01 x 3
1 2 2 y | =16
0 3 3 z 6

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminagao de Gauss:

101 3 1013 1013
1226 — 10213 — 0211 3
0 3 3 | 6 —Li+L2—L2 0 3 3 | 6 —5La+Ls—L3 00 % ’%
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Logo o sistema linear inicial é equivalente ao sistema

r4+z=3 xr =2
20+ 2=3 & y=1
%z = % z=1.
Exemplo 1.22 O sistema linear
32— 9w =6
or + 15y — 10z + 40w = —45

r+3y—z+5w=—-7

é equivalente a

00 3 -9 t 6
5 15 —10 40 Z — | —45
1 3 -1 5 _7

w

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminagao de Gauss:

[0 0 3 -9 | 6 13 -1 5 | =7
515 —10 40 | —45 | — |1 3 -2 8 [ 9| o
13 -1 5 | -7 %52_52003—9]6
(13 -1 5 | =7 13 —-15 | =7
— |00 -1 3 | =2 — 00 —1 3 | =2
00 3 9| 6 |00 0 0] 0
Logo,
rT+3y—z+50=—-7 rT=-3y—2w-—>5
<~
—z4+ 3w = -2 z = 3w+ 2.

As incégnitas y e w s@o livres (isto é podem tomar valores arbitrarios) e as incégnitas x e z
sao nao livres. A solucao geral do sistema é:

T =3y — 2w — 5
I A Y
X = z | 3w + 2 ’
w w

para quaisquer y,w € R, isto é, o conjunto solugao é dado por:
S={(-3y —2w—-"5y,3w+2,w) :y,w € R}.
Neste exemplo o sistema tem infinitas solugoes

Dado um sistema linear na forma matricial Ax = b, importa investigar o seu conjunto
solucao.

Notamos que se xq e x; forem solugoes de Ax = b tais que xg # x3, entao xo + A(x; — %g)
também é solucao de Ax = b, para cada escalar A. Portanto se um sistema linear tiver duas
solugoes distintas entao tem infinitas solugoes.

Podemos assim classificar (quando ao tipo solu¢ao) os sistemas lineares da seguinte forma:
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1. Impossiveis (os que tém o conjunto-solugao vazio)
2. Possiveis:

(a) Determinados (0s que tém uma tnica solucao)

(b) Indeterminados (os que tém um ndmero infinito de solugoes)

Em particular, podemos concluir que nao ha sistemas lineares com precisamente 2 solucoes,
por exemplo.

Observagao 1.23 Seja [A | b] a matriz aumentada associada a um sistema linear com n
incégnitas.

1. Se car A = car [A | b] = n entdo o sistema ¢ possivel e determinado (tem uma tnica
solucdo).

2. Se car A = car [A | b] < n entd@o o sistema ¢é possivel e indeterminado (tem um n°
infinito de solugoes).

3. Se car A < car [A | b] entdo o sistema ¢ impossivel (nao tem solugao).

4. Podemos escolher como incégnitas livres (podem tomar valores arbitrarios) do sis-
tema aquelas que correspondem as colunas, que nao contenham pivos, da matriz em
escada de linhas obtida de A através de operagoes elementares.

5. As incégnitas nao livres do sistema sdo aquelas que correspondem as colunas, que
contenham pivos, da matriz em escada de linhas obtidas de A através de operacoes
elementares.

6. car A = n ° de linhas nao nulas da matriz em escada de linhas obtidas de A = n° de
pivos = n? de incognitas nao livres.

Teorema 1.24 Se A for uma matriz quadrada e invertivel, entao o sistema Ax = b € possivel
e determinado. Além disso a unica solucdo é x = A~'D.

Na Secgao desenvolvemos um método para factorizar uma matriz quadrada A na
forma A = LU, com L uma matriz triangular inferior e U matriz triangular superior. Ora,
o sistema Ax = b pode ser escrito da seguinte forma

LUx =b.

Em seguida definimos uma nova variavel y tal que Ux = y. Resolvemos o sistema Ly = b
e finalmente determinamos os valores de x usando a equacao Ux =y.

Embora a decomposi¢ao LU converta o problema de resolver um tnico sistema Ax = b
nos problemas de resolver dois sistemas Ly = b e Ux = y, esses sistemas sao de resolugao
imediata porque as matrizes dos coeficientes das incégnitas sao triangulares. Uma outra
vantagem nas aplicagoes € que esta decomposicao s6 usa a matriz A e nao a matriz b, pelo
que uma vez conhecida essa decomposicao, podemos utiliza-la para para resolver Ax = b
para varios valores de b.

Se nao existir a decomposicao A = LU, entao sabemos que existe uma matriz de per-
mutacao P tal que podemos efectuar a decompisicao PA = LU. Pelo que a resolucao do
sistema Ax = b é analoga ao anterior uma vez que as solugoes de PAx = Pb sao as mesmas
do sistema Ax = b.
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Sistemas homogéneos

Ao sistema Ax = 0 chamamos sistema homogéneo, onde a matriz-coluna dos termos in-
dependentes é a matriz-coluna nula. Note-se que o sistema homogéneo Ax = 0 é sempre
possivel, uma vez que A0 = 0. O proximo resultado indica-nos que o estudo de sistema
lineares possiveis reduzem-se ao estudo dos sistemas homogéneos associados, sabendo uma
solugao particular.

Teorema 1.25 Seja S o conjunto solugao do sistema Ax = b e x; € §. Seja ainda Sy o
conjunto-solucao dos sistema homogéneo associado Ax = 0. Entao temos

S:X1+S().

A prova deste Teorema é simples: Dado %y solucao de Ax = 0 facilmente se conclui que
X1 + %o ¢ solugdo de Ax = b. Mais, se xg é solugao de Ax = b entdo (x2 — x1) é solugao do
sistema Ax = 0.

No Exemplo [1.21] o conjunto-solucao obtido foi

S={(-3y—2w—->5,y,3w+2,w) : y,w € R}.

Cada solugao neste sistema pode ser escrito da seguinte forma (separando a parte que tem
as variaveis livres):

(=3y — 2w — 5,y,3w + 2,w) = (—=5,0,2,0) + (—=3y — 2w, y, 3w, w).

Facilmente se verifica que {(—3y — 2w, y, 3w, w) : y,w € R} é o conjunto-solu¢ao Sy do sis-
tema homogéneo e que (—5,0,2,0) é uma solucao particular de Ax = b e portanto

S =(-5,0,2,0) + So.

J& vimos que o vector nulo é solucao do sistema homogéneo. O préximo resultado dé-nos
uma ideia da estrutura crucial que esta presente em Algebra Linear.

Teorema 1.26 Se x( e x; sao solugoes do sistema homogéneo Ax = 0 e \ escalar, entao
X0 + X1 € Axo também sao solugoes do mesmo sistema homogéneo.

1.4 Calculo da matriz inversa

Nesta Secgao, vamos fornecer dois algoritmos para determinar a inversa (ver Defini¢ao [1.7)).

1Y algoritmo para a determinar a inversa de uma matriz

Na equacao (1)), se a matriz em escada de linhas A tem uma linha L; toda nula, entéo
Ay nao é invertivel uma vez que a linha L; de AyB é sempre nula, e portanto AyB # I.
Se A; tiver todas as linhas nao nulas, entdao com Aj estd em escada de linhas e a matriz
Ay é quadrada conclui-se que as entradas de diagonal de Aj sdo todas nao nulas. Pelo
que podemos prosseguir com as operacoes elementares a partir da matriz A, por forma a
transforma-la na matriz identidade I:

A— A — Ay — ... — Ay — Ay — ... — [
Ey Es E3 Ex Exq1 Egq2 Es

Concluimos que
(EsEk ..... EgEl)A = ],

em particular concluimos que A é invertivel e que
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Teorema 1.27 1. A ' =FE,. . Ey....EE;.

2. car(A) =n se e sé se A € invertivel.

2° algoritmo para calcular a inversa: método de Gauss-J ordanﬂ

Note-se que se A for invertivel, aplicando o método de eliminacao de Gauss, podemos trans-
formar matriz aumentada [A|b] numa matriz do tipo [I|c], em que a matriz coluna ¢ sera
naturalmente a solugao de Ax = b.

Se a matriz A do tipo n x n. Pretendemos determinar uma matriz X tal que AX = [.
Ora esta equagao matricial pode ser resolvida através da resolugao de n sistemas lineares:

1 0 0
0 0
Axi = | . |, Axo = sy A= |,
0 0 1
em que x; ¢ a primeira coluna de X, ..., x, é a n-ésima coluna de X. Estes n sistemas

podem ser resolvidos em simultanea considerando a matriz aumentada [A|I]. pelo que foi
exposto em cima, podemos transformar esta matriz aumentada numa matriz [/|C], caso A
seja invertivel. Desta forma obtém-se a inversa de A como sendo A~! = C.

Este algoritmo para obter a inversa de uma matriz chama-se método de Gauss-Jordan
e consiste na continuacao do método de eliminacao de Gauss agora aplicado a

[ matriz triangular superior | |

efectuando-se as eliminag Ges de baixo para cima de modo a obter-se [I | A71].

111
Exemplo 1.28 (i) Seja A= | 2 1 4 |. Tem-se
2 35
111100 1 1 1] 1 00
Al={2 14010 — 0 -12]-210] —
235100 1] 55210 1 3] —20 1]k
1 1 1] 1 00 1 1] 1 0 0
— |0 -1 2] -210]| — 0—12|—210 =
0 0 5 | —4 1 1]sk=k]o 0 1 | —4/5 1/5 1/5 | 0
1 1 0| 95 -1/5 —1/5]
— 10 -1 0| -2/5 3/5 —2/5 —
0 0 1| —4/5 1/5 1/5 |"=hh
1 0 0| 7/5 2/5 =3/5]
— 10 =10 | —-2/5 35 —-2/5| —
0 1| —4/5 1/5 15 | TR

0
100 ]| 7/5 2/5 —3/5
—~ 1010 255 -3/5 2/5
001 | —4/5 1/5 1/5

20 3¢ algoritmo para calcular a inversa de uma matriz invertivel serd dado no Capitulo
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75 2/5 —3/5
Portanto A é invertivele A=t = | 2/5 —-3/5 2/5
_4/5 1/5  1/5

1 2 3
(ii) Seja A= | 1 1 2 [. Tem-se
011
123100 1 2 3 | 1 00
Alll=]112] 010 — 0 -1 -1 ] =110 —
011 ]00 1| ™72 lo 1 1 | 0 01]|"Hh
1 2 3 | 1 00
— 0 -1 -1] -110
00 0 | -1 11

Logo, A nao é invertivel e como tal nao é invertivel.

2 Determinantes

Definicao 2.1 Dados os nimeros naturais 1, 2, ..., n chama-se permutacgao desses n niimeros
a qualquer lista em em que os mesmos sejam apresentados por ordem arbitraria.

Defini¢ao 2.2 Seja (iyiy...i,,) uma permutagao dos nimeros naturais 1,2, ...,n. Diz-se que
um par (i;i5) ¢ uma inversao quando (j — k) (i; — ix) < 0 (isto é, quando i; e i), aparecerem
na permutacgao por ordem decrescente).

Definigao 2.3 Uma permutacao (i1is...i,) diz-se par (impar) quando o n° méximo de
inversoes incluidas for par (fimpar).

Exemplo 2.4 A permutagao (21453) é impar pois contem as inversoes (21), (43) e (53).
Definicao 2.5 Seja A matriz n x n. Chama-se determinantd’| de A, e escreve-se |A| ou

det(A), o nimero que se obtém do seguinte modo:

(i) Formam-se todos os produtos possiveis de n factores em que intervenha um elemento
de cada linha e, simultaneamente, um elemento de cada coluna de A.

(ii) Afecta-se cada produto do sinal + ou do sinal — conforme as permutagoes (dos
nimeros naturais 1,2, ...,n) que figuram nos indices de linha e de coluna tenham a mesma
paridade ou nao.

(iii) Somam-se as parcelas obtidas.

Em resumo:

det(A) = |A| = Z (—1)“a1j1a2j2...anjn,

permutagdo de 1,2,...,n

em que
0 se (jij2...Jn) € par

1 se (jijo.--Jn) € fmpar.

30 Determinante de uma matriz foi pela primeira vez considerado por Talakazu Seki 1642-1708
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Observacao 2.6 Podemos ainda escrever de modo equivalente:

|A| = Z (—1)”ai11ai22...ainn,

(i122...in)
permutagao de 1,2,...,n

em que

0 se (iylg...1,) € par

1 se (i14s...7,) é fmpar.

Teorema 2.7 Seja A matriz 2 x 2. Entao

a11 a2
a21 A2

Al =

= a11a22 — A120G21.-

(ii) Seja A matriz 3 x 3. Entao

11 G12 13
|A| = | G21 Q22 G23 | = (11022033 1 Q12023031 + A21A32G13 — G13022031 — (12021033 — A11023032.
az1 a3z 0ass

Exemplo 2.8 (i)

‘ ; :; ‘:1( 2) — (-1)2=0
(ii)
1 2 1
-1 2 | =1(-1)(-3)+3+8—-1(-1)2—6(-3) — 2= 32.
2 1 -3

Observagao 2.9 i) A drea do paralelogramo definido pelos vectores (ag, by), (ag, be) de R?

é
A=|det{a1 bl]|.
(05} bg

ii) O volume do paralelipipedo definido pelos vectores (ay, by, 1), (ag, by, ¢2), (asz, b3, c3) de R?
¢ dado por

ap b
A= | det a9 bg Co |
az bs c3

16



Observagao 2.10 Se A é do tipo n x n entao |A| tem n! parcelas, pelo que p.ex. se aplicar-
mos a definicdo de determinante a uma matriz 4 x 4, teremos 4! = 24 parcelas. Em seguida
vamos estudar métodos mais expeditos para o cdlculo do determinante de uma matriz evi-
tando o calculo através desta definicao.

Podemos facilmente calcular o determinante de cada matriz elementar:

det(P;;) = —1 (sei # j),det(Ei(a)) = a e det(Ey(a)) = 1.

Teorema 2.11 Sejam A, B matrizes n X n. Seja A € R.
(i) det (AB) = det Adet B.

(ii) Se A for uma matriz triangular superior ou triangular inferior entdo det A = produto
dos elementos da diagonal principal de A.

(iii) Se A tiver uma linha nula entdo det A = 0.

(iv) Se B for obtida de A multiplicando uma linha de A por um nimero real A entao
det B = Adet A.

(v) Se B for obtida de A somando a uma linha de A um multiplo real A de uma outra
linha de A entao det B = det A.

(vi) Se duas linhas de A forem iguais entao det A = 0.
(vii) Se B for obtida de A trocando duas linhas de A entao det B = — det A.
(viii) det (AT) = det A.

1

ix) Se A for invertivel det (A™!) = .
(ix) Se A for invertivel det (A™) et A

(x) det (AA) = \" det A.

(xi) det (AB) =0=det A=0 ou det B =0.
(xii) det (AB) = det (BA).

(xiii) det(A) # 0 se e s6 se A invertivel.

Observagao 2.12 (i) Para estabelecer parte (i) do teorema [2.11] sugere-se provar esse
resultado para matrizes elementares.

(ii) Em geral, det(A + B) # det(A) + det(B).
Definicao 2.13 Seja A = (a;j) € Myxn(R), com n > 1. Seja A;; a matriz do tipo (n —

1) x (n — 1) que se obtém de A suprimindo a linha ¢ e a coluna j de A. Chama-se a A;; o
menor-ij da matriz A.
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Teorema 2.14 (Férmula de Laplacd’]) Seja A € M,y (R), com n > 1. Tem-se
det A = Z aij(—l)”j det Azy
j=1
Observagao 2.15 Seja A € M,,,(R), com n > 1. Tem-se
det A = Z a;;(—1)"7 det Ay;.
i=1

Exemplo 2.16

, 1 1 -2 3 10 -2
0 1 0 o |=EDEDT2 14+ (=)= 2 1 -1 =
1 0 -2 -3 1 -2 -3 10 -2

= (=D(=3) + (=2)4+2(-2)3 = (=1)3 = (=2)2(=3) = 4(-2) + 2[(-2) = (-2)] = 18

Definicdo 2.17 Seja A = (a;;) € Mpxn(R), com n > 1. Seja aj; = (—1)"*7 det A;; onde
Ajj; ¢ o menor-ij da matriz A. Chama-se a aj; o cofactor-ij da matriz A e a matriz
cof A = (a};) € Myxn(R), com n > 1, a matriz dos cofactores de A.

Teorema 2.18 Para qualquer matriz A € M,,«,(R), com n > 1, tem-se
A(cof A)" = (det A) I.
Se det A # 0 entao A é invertivel e

41
det A

(cof A)T.

b
d

1 d —b
Al = .
ad — bc [ —c a 1

(ii) Podemos usar o teorema para calcular ndo s6 a inversa de uma matriz (nao
singular) mas também entradas concretas dessa inversa. Seja

Exemplo 2.19 Seja A = { CCL } € Msyy2(R) tal que det A # 0. Entao A é invertivel e

Note que ad — bc = det A.

1 00
A=14 56
7 89
A entrada (2,3) da matriz A~! ¢ dada por

(A7) = deiA (<COf A)T)zg - detA ((=1)" det Apo) = —is (_ det ([ 411 g D) =2

4Pierre-Simon Laplace 17491827
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11 Aiz2 13
Exemplo 2.20 Seja A= | as; ase ass |. Entao

a31 daz2 a33

Q22033 — (23032 —(G2la33 - a23a31) A21032 — Q22031
COf(A) = —(a12a33 - CL13CL32) 11033 — Q13031 —(a11a32 - a12a31)
a12G23 — A13G22 —(a11a23 - 0136121) a11Q20 — A12G21

Apelando aos teoremas e|2.18, podemos escrever a inversa de cada matriz invertivel 3 x 3.

Teorema 2.21 (Regra de Cramerf]) Seja A € M,,(R) tal que A é invertivel. Entdo
a Unica solucao do sistema de equagoes lineares AX = B é dada por

1

X=A'B=
det A

(cof A)" B.

Istoé,sendoX:[atl xn]TeB:[bl bn]Ttem—se

1 &, det B,
Y det A ; @eg Ok det A’

onde B; ¢é a matriz obtida de A substituindo a coluna j de A pela matriz coluna B dos
termos independentes.

Exemplo 2.22 O sistema de equagoes lineares
2r+y =38
—r+4+2y+4z=7

—r+z=1

pode ser resolvido usando a regra de Cramer:

8§ 1 0 2 80 2 1 8
7T 2 4 -1 7 4 -1 2 7
1 01 -1 11 -1 0 1
T = =13, y= =—18 e z= = 14.
2 10 2 10 2 10
-1 2 4 -1 2 4 -1 2 4
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

5Gabriel Cramer 1704-1752
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3 Espacgos Lineares (ou Vectoriais)

No final do século XIX e no comeco do século XX tornou-se claro — gragas a Grassmann}
Peand|e a Weylf|- que o desenvolvimento axiomético da geometria Euclideana podia ser feito
apelando a estruturas matematicas — Espacos Vectoriais e Euclidianos — que desempenham
um papel determinante noutras dreas da matemadtica e de outras ciéncias. O estudo das
estruturas matematicas independente quer dos contextos que lhes deram origem quer dos
contextos em que aplicam constitui uma das ideias mais ricas da matematica do século XX
e é indissociavel da matematica Emmy Noethelﬂ A Algebra linear é basicamente o estuda
dessas estruturas.

Definicao 3.1 Um conjunto nao vazio V' é um espago linear (real) se existirem duas
operagoes associadas a V', uma soma de elementos de V' e um produto de escalares (niimeros
reais) por elementos de V', com as seguintes propriedades:

(a) (Fecho da soma). Para quaisquer u,v € V tem-se u + v € V.

(b) (Fecho do produto por escalares). Para quaisquer & € R e u € V tem-se au € V.
(c) (Comutatividade da soma). Para quaisquer u,v € V, u +v = v + u.

(d) (Associatividade da soma). Para quaisquer u,v,w € V, u+ (v + w) = (u 4+ v) + w.

(e) (Elemento neutro da soma). Existe um elemento de V' designado por 0 tal que, para
qualquer v € V, u 4+ 0 = .

(f) (Simétrico). Para cada (qualquer) u € V existe v € V tal que u+v = 0. A v
chama-se o simétrico de u e denota-se por —u.

(g) (Associatividade do produto por escalares). Para quaisquer o, € R e u € V|,
a(Bu) = (af)u.

(h) (Distributividade em relacao a soma de vectores). Para quaisquer « € R e u,v € V,
a(u+v) =au+ av.

(i) (Distributividade em relagao a soma de escalares). Para quaisquer a,f € Reu €V,
(a+ B)u=au+ pu.

(j) Para qualquer u € V| 1u = w.

Observacao 3.2 Aos elementos de V' chamaremos vectores.

SHermann Grassmann 1809-1877
"Giuseppe Peano 1858-1932
8Hermanm Weyl 1885-1955
9Emmy Noether 1882-1935
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Exemplo 3.3 Exemplos de espacos lineares:
(i) R, com as operagoes usuais:
(ub Uy -ny U’n) + (U17 V2, .., Un) = (ul + U1, U2 + V2, .vy Up + Un)v

aug, Ug,y ..., Up) = (Quy, qus, ..., quy,).

(ii) M,xn (R) (conjunto de todas as matrizes reais do tipo m x n), com as operagoes
(usuais): A+ B e aA.

(iii) O conjunto de todas as fungoes reais de varidvel real definidas num conjunto nao
vazio S C R, com as operagoes usuais:

(f +9)(=) = f(z) + g(x),
(af)(z) = af(z).

(iv) O conjunto P de todos os polinémios reais, com as operagoes usuais.

(v) O conjunto P,, (por vezes designado por B,) de todos os polinémios reais de grau
menor ou igual a n (incluindo o polinémio nulo), com as operagoes usuais.

Observacao 3.4 Um mesmo conjunto pode servir para formar espagos lineares diferentes:
(i) O conjunto dos nimeros reais R, com a soma definida por
uvBHv=u+v+1,
e o produto por escalares definido por
a-u=au+a—1,
é um espago linear. (Neste caso o elemento neutro é —1.)
(ii) O conjunto dos numeros reais maiores do que zero, com a soma definida por
uHv = uwv,
e o produto por escalares definido por
a-u=u",

¢ um espago linear. (Neste caso o elemento neutro é 1.)
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Observagao 3.5 Alteracoes nos conjuntos considerados anteriormente podem resultar em
conjuntos que nao sao espagos lineares.

(i) O conjunto {(z,y) € R*: 2 >0 ey > 0}, com as operagoes usuais, nao ¢ um espago
linear. Por exemplo, os simétricos nao estao no conjunto.

(ii) O conjunto V' = {ag + a1t + ... + a,t" : ag, ay, ..., a, € R e a, # 0}, com as operagoes
usuais, nao é um espaco linear. Por exemplo:

t",—t"+teV, mas "+ (—t"+t)=t¢V.

(iii) O conjunto U = {f : R — R tais que f(1) =2}, com as operagoes usuais, nao é
um espaco linear. Por exemplo, se fi1, fo € U,

(fi+ o)1)= i)+ fo(1) =2+2=4#2.

Logo, fi+ f2 ¢ U.

3.1 Subespacos lineares — p. ex.: ntucleo, espaco colunas e linhas
de uma matriz

Definicao 3.6 Seja V' um espago linear. Diz-se que U é um subespaco de V se U é um
subconjunto de V' e se U, com as operagoes de V', for um espaco linear.

Observacao 3.7 No entanto, para mostrar que um certo conjunto S C V' é um subespaco
do espaco linear V', nao serd necessario verificar os 10 axiomas da definicao [3.1], como se
pode ver no seguinte teorema.

Teorema 3.8 Um subconjunto nao vazio U de um espago linear V' é um subespaco linear
de V se e 86 se:

(i) Para quaisquer u,v € U tem-se u +v € U.

(ii) Para quaisquer o € R e u € U tem-se au € U.

Exemplo 3.9 Exemplos de subespacos:
(i) Os tinicos subespagos do espago linear R, com as operagoes usuais, sao {0} e R.

(ii) Os subespagos do espaco linear R?, com as operagoes usuais, sao: {(0,0,0)}, R?,
todas as rectas que passam pela origem e todos os planos que passam pela origem.

(iii) O conjunto de todas as matrizes (reais) triangulares superiores (do tipo n x n) é um
subespago do espago linear M., (R), com as operagoes usuais.
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(iv) O conjunto de todas as fungoes reais definidas e continuas em I C R (I é um
intervalo) é um subespago do espaco linear de todas as funcoes f : I — R, com as operagdes
usuais.

(v) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O conjunto
C(A) ={b e R™: Au = b tem pelo menos uma solugao u}

¢ um subespaco do espago linear R™, com as operagoes usuais, ao qual se da o nome de
espago das colunas de A.

(vi) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O conjunto
N(A) ={ueR": Au =0}

é um subespaco do espaco linear R™, com as operacoes usuais, ao qual se dd o nome de
espago nulo ou nicleo de A. (Confronte com o teorema |1.26])

Observacao 3.10 (i) Se A ¢ invertivel entao N(A) = {0}.
(ii) Se N(A) = {0} entao A é invertivel.

(iii) Poderemos obter subespagos de um espago linear através de combinagoes lineares
de vectores desse espaco.

Definicao 3.11 Seja .S um subconjunto nao vazio de um espaco linear V. Diz-se que um
vector u é combinacao linear finita dos elementos de S, se existir um n° finito de elementos
de S, uq,...,u, e de escalares Ay, ..., \y tais que

k

=1

Ao cojunto de todas as combinagoes lineares finitas de elementos de S chama-se expansao
linear de S e designa-se por L(S). Se S é o conjunto vazio &, escreve-se L(&) = {0}.

Teorema 3.12 Seja S um subconjunto nao vazio de um espaco linear V. A expansao linear
L(S) de S é o menor subespago de V' que contém S. Deste modo, a L(S) também se chama
o subespago gerado por S, e diz-se que S gera L(S).

Observacgao 3.13 Seja S e T dois subconjuntos nao vazios de um espago linear V', com
S CT.Se L(S)=V entao L(T) =V.
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Exemplo 3.14 (i) O espago linear R? ¢é gerado por qualquer dos seguintes conjuntos de
vectores:

{(LO)?(O)l)}? {(1a2)7(_1711)} € {(2378)7<6a 14)}
(ii) O subespago {(z,y) € R? : y = 22} do espago linear R? é gerado por qualquer dos
seguintes conjuntos de vectores:

{(L2)}, {(=2,-4)} e {(77,154)}.

(iii) O espaco linear P, de todos os polinémios de grau menor ou igual a n, é gerado
por qualquer dos seguintes conjuntos de vectores:

t t? tn

(L, %t} L1+t (1487 . 1+0)"} e {L gy g

(iv) O espaco linear P de todos os polinémios, é gerado pelo conjunto infinito de vectores:

{1,¢,%,..}.

(v) O espago linear V' de todas as fungoes f : R — R diferencidveis tais que f'(z) = af(x)
é gerado pela fungao fi(x) =e*, ie. V= L({f1}).
(vi) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. O espago das colunas de A,

C(A) ={b e R™: Au = b tem pelo menos uma solugao u},

é o subespago (do espago linear R™) gerado pelas colunas de A, uma vez que:

by aix a2 - Qp Uy a1 Q12 Q1n

by Q21 Q22 -+ Q2p U2 21 Q22 Q2n
= . . ) ) = U1 ) + us . + .o Fu,

bm Am1 Am2 Amn Unp Am1 Am2 Amn

(vii) Seja A uma matriz (real) do tipo m x n. Ao subespago linear de R™ gerado pelas
linhas de A da-se o nome de espago das linhas de A e designa-se por £(A).

(viii) Sejam

1
000
A‘{ooo}’B_ 8

Tem-se

C(A)={(0,0)}, N(A)=R* e L(A) =1{(0,0,0)}.
C(B) = L({(1,0,0),(1,7,0)}), NM(B)=L({(3,1,0)}) e L(B)=L({(1,-3,1),(0,0,7)}).
C(C)=L{(-1,2,-2)}), N(C)=L({(2,1)}) e L(C)=L{(-1,2)}).
C(D) = L({(2,0),(0,=1)}), M(D)={(0,0)} e L(D)=L({(2,0),(0,—1)}).

—~

(ix) Seja U = {A € M352(R) :a12 = a9 =aze =0 e aj; + 2az = 0}. Tem-se, para
AeU,

a;p a2 —2@31 0 -2 0 0 0
A = 21 A922 = 0 929 = asy 0 0 + 929 0 1 s
as; ass as 0 1 0 00
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com asy, azs € R. Logo,

-2 0 00
U=1L 0 0f,|01
1 0 00

p(1) =p(0) <= ap+ a1 +ax = ag <= a1 + a; = 0 <= a; = —ao.
Logo,

p(t) = ag — a2t + a2t2 = aol —+ Qs (_t + t2> ’

com ag, as € R. Assim,
U=L({1,-t+t*}).

Teorema 3.15 Se U e V sao subespacos do espaco linear W, entao:
(i) O conjunto U NV é um subespago linear de W.

(ii) O conjunto U+ V ={u+v:u e U e v e V}éum subespaco de W. E o menor

subespago de W que contém UUV. O conjunto U UV em geral nao é um subespaco. Tem-se
U+V =LUUV).

Se UNV = {0} entdo dizemos que U e V estdo em soma directa e escrevemos U & V
para designar U + V.

Exemplo 3.16 (i) Em R?, considere os subespagos:
U={(z,y,2) eR*:x+y—2:=0} e V=L({(1,1,-1),(1,2,1)}).

Seja v € V, entao

v=oa(l,1,-1)+3(1,2,1) = (a + B,a + 26, —a + B),
com «, 8 € R. Para que v esteja também em U é preciso que:

(a+B)+ (a+28) —2(—a+ ) =0.
A 1ltima equagao é equivalente a 4a + f = 0 <= [ = —4a. Logo,
UNV ={(-3a,—Ta,-ba) :a € R} ={a(-3,-7,-5) :a € R} = L({(3,7,5)}).
(ii) Em R3, considere os subespacos:
U=L{(1,-1,1),(1,2,2)}) e V=L{(21,1),(-1,1,3)}).

Seja v € U, entao

v=oa(l,-1,1)+ 5(1,2,2) = (a + B, —a + 26, a + 203),
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com «, f € R. Para que v esteja também em V' é preciso que:

(a+ 8, —a+28,a+28) = A2,1,1)+pu(-1,1,3) =

com A, u € R. Deste modo,
a+B8=2\—pu

—a+28=A+pu

a+26 =X+ 3pu.

Considerando a matriz aumentada tem-se

1 1| 2x—p 11| 22 —pu 11| 2\ —pu
12| Au — 03 | 3 o 03 ] 3\
12 | A3 | B0 10 1 | —Adp | Tstetletls | 0 0 | —2X0+4p
Logo,
a+pf=22—pu =L
p=A — < =2
0= —2\+4pu. A =2/.
Assim,
a(l,—1,1)+ 5(1,2,2) = (1, —1,1) + 2u(1,2,2) = (3, 3, 5u) = (3,3, 5).
Logo,

UNV ={Bu,3p,51) : p € R} ={u(3,3,5) - p € R} = L ({(3,3,5)})

Observagao 3.17 Neste exemplo (ii), os subespagos U e V' poderiam ter sido apresentados
inicialmente na forma:

U={(v,y,2) ER* 14z +y—32=0} e V={(v,9,2) € R®:21x — Ty + 32 =0},
uma vez que
U={(z,y,2) €R® 4z +y—32=0} = L({(1,-4,0),(0,3,1)}) = L ({(1,-1,1),(1,2,2)})
V={(z,y,2) e R’ : 22—Ty+3z = 0} = L ({(7,2,0),(-3,0,2)}) = L ({(2,1,1),(-1,1,3)}).

(iii) Sejam W = M,,»,(R), U o subespacgo (de W) das matrizes triangulares superiores,
V' o subespago (de W) das matrizes triangulares inferiores. Entao

U+V =W e UnNV = subespaco das matrizes diagonais.
(iv) Sejam W =R? U = L({(1,0)}) e V = L({(0,1)}). O conjunto
UuV ={(r,y) eR*: 2 =0Vy =0}
nao ¢ um espago linear:
(1,0)+(0,1) = (1L,1) ¢ T UV
~——

——
€U cv



Teorema 3.18 Se U e V subespacos do espaco linear W, entao U UV é subespaco de W
seesbse U CVouV CU.

Teorema 3.19 Sejam W; e W5 subespacos de um espaco linear V' tais que
Wy N W, = {0}.
Se V = Wj + W5 entao todo o vector v € V pode ser escrito de modo tinico na forma
V= W1 + Wo

com w; € Wi e wy € Wy, Neste caso escreve-se V = W, @ W e diz-se que V é a soma
directa dos espagos Wy e Wh.

Teorema 3.20 O espaco das linhas £(A) e o nicleo N(A) de uma matriz A € M ,«,(R)
mantém-se invariantes por aplicacao do método de eliminacao de Gauss. Isto é, sendo A’ a
matriz em escada que se obtem de A por aplicacao desse método, tem-se

L(A) = L(A) e N(A) = N(A).

Observagao 3.21 Seja A € M,,«,(R). Se A" for a matriz em escada que se obtém de A
por aplicacao do método de eliminacao de Gauss, tem-se

C(A) #C(A4)).
Teorema 3.22 Seja A € M, (R). Tem-se
C(A) = L(AT) e L(A)NN(A) = {0}.

3.2 Independéncia linear

Definigao 3.23 Seja V um espago linear. Seja S = {v1,vs,...,v5} C V. Diz-se que o
conjunto S ¢é linearmente dependente se e s6 se algum dos vectores de S se escrever como
combinacgao linear dos restantes, isto é, se e s se existir algum i € {1,2,...,k} e escalares
A1y A2y ey Nim1, Ait 1, - A € R tais que

vV, = )\1’01 + )\21)2 + ...+ )\Z',l'l}ifl -+ )\i+lvi+1 + ...+ )\kvk-

Definigao 3.24 Seja V um espago linear. Seja S = {v1,vs,...,vx} C V. Diz-se que o
conjunto S é linearmente independente se e s6 se nenhum dos vectores de S se puder
escrever como combinacao linear dos restantes, isto é, se e s6 a tnica solugao do sistema
homogéneo

)\12}1 —+ )\21)2 + ...+ /\kvk =0

for a solucao trivial, ou seja, A\ = Ay = ... = Ay = 0.
Se V =R", sendo A a matriz cujas colunas sa os vectores de S, entaao S é linearmente
independente se e s6 se N(A) = {0} se e s6 se car(A) = k.
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Teorema 3.25 Seja A’ uma matriz em escada de linhas.
(i) As colunas de A" que contém pivos sao linearmente independentes.
(ii) As linhas nao nulas de A’ sdo linearmente independentes.

(iii) O n° de linhas independentes e o n° de colunas independentes (de A’) sao ambos
iguais & caracteristica de A’.

Observagao 3.26 (i) Assim, atendendo ao teorema anterior, a independéncia linear de
S = {vy,v9,...,u} C R™ pode ser decidida aplicando o método de eliminagao & matriz A
cujas colunas sao os vectores de S, de modo a colocd-la em escada de linhas. Sendo A’ essa
matriz em escada, tem-se pelo teorema [3.20

N(A) = N(A) (%),

Uma vez que as colunas de A’ que contém pivos sao linearmente independentes entao, devido
a (*), as colunas de A nas posigoes correspondentes também serdo linearmente independentes.

(ii) Em R, quaisquer dois vectores sdo linearmente dependentes.
(iii) Em R?, dois vectores sao linearmente independentes se nao forem colineares.
(iv) Em R3, trés vectores sao linearmente independentes se nao forem coplanares.

(v) Qualquer conjunto que contenha o vector nulo (elemento neutro) é linearmente de-
pendente. Em particular, o conjunto {0}, formado apenas pelo vector nulo, é linearmente
dependente.

(vi) O conjunto vazio @ ¢ linearmente independente.

Teorema 3.27 Sejam S; e S; dois subconjuntos finitos de um espaco linear, tais que S; C

Ss.
(i) Se S; ¢ linearmente dependente entao Sy também é linearmente dependente.

(ii) Se Sy ¢é linearmente independente entao Sy também é linearmente independente.

Observagao 3.28 Sejam S; e Sy dois subconjuntos finitos de um espago linear, tais que

S C Ss.

(i) Se S, for linearmente dependente entdo S; tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.

(ii) Se S; for linearmente independente entao S, tanto pode ser linearmente dependente
como linearmente independente.
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Exemplo 3.29 Seja S = {(1,0,2),(2,0,4),(0,1,2)}. Tem-se

1 20 1 2 0 1 2 0
A=10 0 1 — 0 01 — 001]|=A4.
2 4 2 —2L1+Ls—Ls O O 2 —2Lo+L3— L3 0 0 O

Logo, como apenas existem dois pivos e portanto uma variavel livre, as trés colunas de A
sao linearmente dependentes, isto é, o conjunto .S é linearmente dependente. O subconjunto
de S:

{(1,0,2),(2,0,4)}

também é linearmente dependente. No entanto, uma vez que a 1* e 3% colunas de A sao
independentes pois correspondem as colunas da matriz em escada A’ que contém os pivos, o
subconjunto de S:

{(1,0,2),(0,1,2)}

¢ linearmente independente.

3.3 Bases e dimensao de Espacos Lineares

Definicao 3.30 Chama-se base de um espaco linear V' a qualquer subconjunto S de V' que
verifique as duas condigoes:

(i) S gera V, isto é, L(S) = V.

(ii) S ¢ linearmente independente.

O seguinte resuldado foi provado por George Hamel™]

Teorema 3.31 Qualquer espago linear V' # {0} tem pelo menos uma base.E

Observagao 3.32 Qualquer espaco linear V' # {0} tem um n° infinito de bases. Por exem-
plo, se § = {uy, ..., u;} for uma base de V entdo para cada o # 0 o conjunto {auy, ..., vuy}
¢ também uma base de V.

Teorema 3.33 Todas as bases de um espago linear V' # {0} tém o mesmo n° de vectores.

Dem.: Sejam {uy,...,un} e {v1,...,v,} bases de V. Entdo m = n. Suponhamos que n < m
e cheguemos a uma contradicao.

Como uy, ..., U, € V e {vy,...,v,} é uma base de V, existem escalares a;;:

ain Q12 - Qin
U] = a11V1 + a2V + ... + a1, a a a
21 22 T 2n
: ) A= . . . c men
U, = Am1V1 + Apm2¥2 + ..o + QppUp ‘ ‘ ‘
m1 Am2 - Omn

10George Hamel 1877—1954

1A prova deste teorema é dificil e nela intervém de maneira crucial o facto de os escalares envolvidos
serem R ou C, isto é, os escalares tém que ser um corpo, portanto tém que conter fracgoes (o que nao sucede
com os naturais ou inteiros).
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O sistema homogéneo ATx = 0 é indeterminado porque n < m.
Seja (i, ..., ay,) uma solugao nao nula desse sistema:

a110q + a1 g + ... + A1 Oy, = 0
A120] + A92000 + ... + Aoy, = 0

A1p0 + Gop Qi —i—'... + Gy @y, = 0
Tem-se:
QU] + QU + ++ - + QU =
= (1101 + a12v9 + - -+ + a1,0) + -+ W (Am1V1L F Qv + -t A Un) =
(a11a1 + agioig + -+ - + amlam)vl + -+ (Cl1nOé1 + agpg + ... + amnam)vn =
=0vy + -+ 0v, =0,

isto é, os vectores uq, ..., u, sao linearmente dependentes, o que contradiz a hipotese de
{uy, ..., up} ser uma base!!
O caso m < n é andlogo ao caso n < m. Conclusao: n = m. QED.

Defini¢ao 3.34 Chama-se dimensao de um espaco linear V' # {0} ao n° de vectores de
uma base qualquer de V', e escreve-se dim V. Se V' = {0} entdo dimV = 0 uma vez que
o conjunto vazio @ é base de {0}. Um espago linear terd dimensao finita se uma sua base
tiver um n° finito de vectores.

Exemplo 3.35 (i) O conjunto {1} é uma base de R, chamada base candnica ou natural de
R. Logo,
dimR = 1.

(ii) O conjunto {(1,0),(0,1)} é uma base de R?, chamada base canénica ou natural de
R2. Logo,
dimR? = 2.

(iii) O conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R?, chamada base candnica
ou natural de R3. Logo,
dimR? = 3.

(iv) O conjunto

1 00 010 0 01 000 000 000
0Ooo0o0(’fOOO0O{"]OO0O0O|"fT0O0(’fO 1T 0|70 01
¢ uma base de My, 3(R), chamada base canénica ou natural de Moy 3(R). Logo,
dimngg(R) = 0.
(v) Tem-se
dimR" =n e dimM,,«,(R) =mn.

(vi) O conjunto {1,¢,t2,...,t"} é uma base de P, (espaco linear de todos os polinémios
reais de grau menor ou igual a n, incluindo o polinémio nulo), chamada base canénica ou
natural de P,. Logo,

dim P, = n+ 1.

(vii) O conjunto {1,¢,¢%,...} é uma base de P (espago linear de todos os polinémios
reais), chamada base canénica ou natural de P. Logo,

dim P = oco.
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Exemplo 3.36 O conjunto dos nimeros complexos £ = C é um espaco linear tanto sobre
R como sobre C. Mais, dim¢(E) =1 e {1} é uma base; dimg(E) =2 e {1,i} é uma base.

Observagao 3.37 Chama-se nulidade a dimensao do nicleo ou espaco nulo de uma matriz
A e escreve-se nul A.

Teorema 3.38 Seja A uma matriz do tipo m x n.

(i) Tem-se
car(A) = car(AT), dimC(A) = dim L(A) = car A.

(ii) Tem-se
car A +nul A = n.

Dem.: Provemos que dim(C(A)) = dim(L(A)). Podemos transformar a matriz A numa
matriz em escada de linhas U. Seja k = car(A), Ry,...R; as linhas nao nulas de U e
Ly, ..., Ly, as linhas de A. Como L(A) = L(U), existem escalares ¢;; tais que

Ly =ciuBRi+ ...+ cip Ry,

Lm = Cm1R1 + ...+ kaRk.

Para i =1, ...,m, sejam a;; e 7;; as componentes j das linhas L; e R; respectivamente. Assim
tem-se,
15 = C117T15 + ...+ C1kTkj,

Amj = Cm1T1j + ...+ CmkTkj,

ou matricialmente

ayj C11 Cik
= 7“1j 4+ ...+ rkj
Amyj Cm1 Cmk
ay;j
Como : é a coluna j de A, a dltima igualdade prova que dimC(A) < dimL(A), uma
Ay

vez que cada vector coluna de A é combinagao linear de k vectores e dimL(A)=dimL(U) = k.

Aplicando esta desigualdade & matriz A” obtém-se dimC(A”) < dimL(AT), i.e. dimL(A) <
dimC(A). Portanto dimC(A) = dimL(A). Fica assim demonstrado que dim(C(A)) =
dim(L(A)). O resto da prova é agora facil. QED.

Teorema 3.39 Sejam W; e W5 dois subespagos de dimensao finita de um espaco linear V.

Entao,

dim (Wl + WQ) = dim W1 -+ dim W2 — dim (Wl N WQ) .
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Teorema 3.40 Sejam V' um espago linear de dimensao finita e W um subespagco de V.

(i) Seja S = {uy,...,ur} C V. Se S é linearmente independente entdo S serd um subcon-
junto de uma base de V' e ter-se-a dimV > k.

(ii) Se dimV = n, entdo quaisquer m vectores de V', com m > n, sdo linearmente
dependentes.

(iii) Se dim V' = n, entdao nenhum conjunto com m vectores de V', em que m < n, pode
gerar V.

(iv) O subespago W tem dimensao finita e dim W < dim V.
(v) Se dimW =dimV, entdo W = V.

(vi) Se dimV = n, entdo quaisquer n vectores de V' linearmente independentes cons-
tituem uma base de V.

(vii) Se dim V' = n, entdo quaisquer n vectores geradores de V' constituem uma base de
V.

Observacao 3.41 O n° de elementos de uma base de um espago linear é igual ao n® minimo
de vectores possam constituir um conjunto gerador desse espaco e é também igual ao n°
maximo de vectores que possam constituir um conjunto linearmente independente nesse
espaco.

Exemplo 3.42 Seja A € M4, (R). Como L(A) e N(A) sdo subespagos de R™ entao
L(A)+N(A) =L (L(A)UN(A))
¢ também um subepago de R™. Por outro lado, atendendo a que
L(A)NN(A) = {0}

(teorema [3.22)), tem-se
dim (L(A) NN (A)) = 0.

Assim,

dim (L(A) 4+ N(A)) = dimL(A) +dimN(A) —dim (L(A) NN (A)) =
= carA+nulA—-0=

= n.
Logo, pelo teorema [3.40] (v), tem-se

R" = L(A) @ N(A),
isto é R" = L(A) + N(A) e LIA)NN(A) = {0}.
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Exemplo 3.43 (i) Os seguintes conjuntos sao todos os subespacos de R:
{0} e R.
(ii) Os seguintes conjuntos sao todos os subespacos de R?%:
{(0,0)}, todas as rectas que contém a origem e R
(iii) Os seguintes conjuntos sao todos os subespagos de R3:

{(0,0,0)}, todas as rectas que contém a origem, todos os planos que contém a origem e R”.

Teorema 3.44 O método de eliminacao de Gauss permite determinar a dimensao e uma
base quer para o espago das linhas £(A) quer para o espago das colunas C(A) de uma matriz
A. Seja A’ a matriz em escada que se obtém de A por aplicacdo do método de eliminacao
de Gauss. Entao,

(i) Uma base para L(A) serd formada pelas linhas nao nulas de A’.

(ii) Uma base para C(A) sera formada pelas colunas de A que correspondem as posigoes
das colunas de A’ que contém os pivos.

Dem.: A prova de (i) é facil. Provemos a parte (ii). Considere uma sequéncia de operagoes
elementares que transforma a matriz numa matriz em escada de linhas U:

A= .- =>U (%)

Seja k=car(A). Claro que dim(C(A)) = k e portanto k vectores linearmente independentes
em C(A) formam uma base de C(A).

Seja A’ a matriz que se obtém de A removendo as colunas de A que correspondem as
colunas de U sem pivo. (Analogamente, podemos definir a matriz U’). Assim, A’ e U’ sédo
matrizes m x k. Além disso, podemos usar a mesma sequéncia de operagoes de (*) e concluir
que A" — U’ e car(A’) = k, isto é, o conjunto de todas as k colunas de A’ é linearmente
independente. Q.E.D.

Exemplo 3.45 Seja

2 1 11
A=| 4 2 33
6 -3 1 1
Tem-se
2 1 11 2 11 1 2 111
A=|4 2 33| — 001l 1f — 10011]|=4
6 -3 1 1| e lo0 44|70 000

Logo, {(2,1,1,1),(0,0,1,1)} é uma base de L(A) e {(2,4,—6),(1,3,1)} é uma base de C(A).
Assim,
dim £(A) =2 =dimC(A)
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L(A) = L({(2,1,1,1),(0,0,1,1)}), C(A) = L({(2.4,-6),(1,3,1)}).

Por outro lado,

v 0
N(A) = {(z,y,z,w) e R A Z =10 =
0
w
R

= {(z,—2z,—w,w): x,w € R} =

= L{(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)}.

Como o conjunto {(1,—-2,0,0),(0,0,—1,1)} é linearmente independente e gera N'(A’) entao
é uma base de N(A’). Finalmente, uma vez que N (A) = N (A’), o conjunto

{(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)}
é uma base de N(A) e portanto dim N'(A) = 2, com
N(A) = L{(1,-2,0,0),(0,0,—1,1)}.

Exemplo 3.46 Seja S = {1,2,-1),(2,1,1),(=1,-2,1),(0,1,0)} C R3. Determinemos uma
base para L(S5).

Considere a seguinte matriz cujas colunas sao os vectores de S:

1 2 -1 0
2 1 -2 1
11 1 0
Tem-se
1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 —10
21 21| — 1030 1| — 0301
11 1 0] unn2lo 3 o0 o] o 0 0 1

Logo, S" = {1,2,-1),(2,1,1),(0,1,0)} é uma base de L(S). Como dim R? = 3, entdo tem-se
mesmo: L(S) =R3 e S’ é uma base de R3.

Resolucao alternativa: Considere a seguinte matriz cujas linhas sao os vectores de S:

1 2 -1
2 1 1
-1 -2 1
0 1 0
Tem-se
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
2 1 1 N 0 -3 3 N 0 -3 3 N 0 -3
-1 -2 1 —2L1+Ly—Ly | 0 0 0 LseLs | O 1 0 1o+ Ls—Lg 0 O
0 1 0 Litls—Ls 0 1 0 0 0 0 O

Logo, S = {1,2,-1),(0,-3,3),(0,0,1)} é uma base de L(S). Como dimR?® = 3, entdo
tem-se mesmo: L(S) =R3 e S’ é uma base de R3.
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Exemplo 3.47 Seja S, = {1,0,1),(0,1,a),(1,1,b),(1,1,1)} C R3. Determinemos os valo-
res dos parametros a e b para os quais S, nao gere R3.
Considere a seguinte matriz cujas colunas sao os vectores de S:

101 1
0111
1 a b 1
Tem-se
101 1 10 1 1 10 1 1
01 1 1 s 01 1 1 s 0 1 1 1
1 ab 1| 27l g g b1 0| 5100 bea—-1 —a

Logo, S, ndo gera R*seeséseb—a—1=0e —a=0,isto é,seesésea=0eb=1.

Teorema 3.48 (i) Seja A € M,,xn(R). As colunas de A geram R™ se e s6 se car A = m.

(ii) Seja A € M,xn(R). As colunas de A sdo linearmente independentes se e sé se
car A = n.

(iii) Seja A € M, (R). A matriz A é invertivel se e s6 se as colunas de A (ou as linhas
de A) formarem uma base de R". No caso de A ser invertivel tem-se

C(A)=L(A) =R".
Observagao 3.49 Seja A € M,,x,(R) e considere o sistema de equagdes lineares Au = b.

(i) O sistema Au = b é impossivel (nao tem solucao) se e sé se b ¢ C(A), isto é, se e 86
se car A < car [A | b].

(ii) O sistema Au = b é possivel e indeterminado (tem um n° infinito de solugoes) se
esdsebeC(A) e as colunas de A forem linearmente dependentes, isto é, se e s6 se car A =
car [A | b] < n, isto é, se e s6 se car A = car [A | b] e nul A # 0.

(iii) O sistema Au = b é possivel e determinado (tem uma unica soluc¢ao) se e s6
se b € C(A) e as colunas de A forem linearmente independentes, isto é, se e s6 se car A =
car [A | b] = n, isto é, se e s6 se car A = car [A | b] e nul A = 0.

Observagao 3.50 Seja A € M,,x,(R) e considere o sistema de equagdes lineares Au = b.

(i) Existéncia de solugao: Se m < n entdo o sistema Au = b tem pelo menos uma
solugao u para cada b € R™ se e s6 se car A = m.

(ii) Unicidade de solugao: Se m > n ent@o o sistema Au = b tem no maximo uma
solucao u para cada b € R™ se e s6 se car A = n, isto é, se e s6 se nul A = 0.

(iii) Existéncia e unicidade de solucao: Se m = n entdo o sistema Au = b tem
solucao tnica u para cada b € R™ se e s6 se A for invertivel.
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Teorema 3.51 Seja A € M,,»,,(R). As seguintes afirmagoes sao equivalentes.
(i) A é nao singular.
(ii) A ¢é invertivel.
(iii) NV (A) = {0}.
(iv) nul A = 0.
(v) Au = 0 tem apenas a solucao trivial u = 0.
(vi) Au = b tem solucdo tnica u para cada b € R™.
(vii) A caracteristica de A é maxima, isto é, car A = n.
(viii) As colunas de A geram R".
(ix) As colunas de A sao independentes.
(x) As linhas de A geram R".

(xi) As linhas de A sdo independentes.

3.4 Coordenadas de um vector numa base

Definicao 3.52 Seja B = {vy,vs, ..., vy } uma base ordenada de um espago linear V' e seja u
um vector de V. Chamam-se coordenadas do vector u na base ordenada B aos escalares
A1, Ao, ..., A\ da combinacao linear:

u = )\11}1 + )\QUQ =+ ...+ )\kvk-
Designamos por us as coordenadas de u na base S, i.e. ug = (Aq, -+, Ag).

Teorema 3.53 Seja V um espaco linear.
(i) Um conjunto B de vectores ndo nulos de V' é uma base de V' se e s6 se todo o vector
de V' puder ser escrito de modo tinico como combinacao linear dos vectores de B.

(ii) Se dimV = n, entdo dados u,w € V e S = {v1,v9,...,v,} uma base ordenada de
V', tem-se u = w se e s6 se as coordenadas de u e de w na base B forem iguais.

Exemplo 3.54 (i) Sejam B; = {ej,ea} e By = {vj,vs} duas bases de R? onde e; =
(1,0),e2 = (0,1),v; = (1,1) e v, = (1, —1). Seja ainda u = (11, 3).
Entao uB1 ( 1,3) enquanto up, = (7,4).

(ii) Seja V' o subespago de R3 gerado pelos vectores v; = (1,1,1) e vo = (1,0,1). Claro
que B = {v1,v2} é uma base de F', uma vez que os vectores vy, vo sdo linearmente indepen-
dentes. Sendo u = (3,1,3) € F, entao as coordenadas up de u na base B sao ug = (1,2),
uma vez que A\ = 1, Ay = 2 é a Unica solucao de u = \jv; + Agvs.

(iii) Considerando a mesma base B de ii), sabendo que as coordenadas de um vector u
na base B sdo ug = (2,1), entdo o vector u = 2v; + lvy = (3,2, 3).
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3.5 Matriz mudanca de base

Teorema 3.55 Sejam By = {vy,vq,...,0,} e By = {wy,ws,...,w,} duas bases ordenadas
de V. Seja Ss,,5, a matriz cujas colunas sao as coordenadas dos vectores de By em relagao
a base Bsy. Isto é,

n
SBi>B, = (Sij)nxn cOM  V; = E s;jw; paratodoo j=1,..,n.
i=1

A matriz Sp, 5, é invertivel e chama-se matriz de mudanga de base (da base B; para
Bs). Assim, se tivermos
n
U= E AiUi,
i=1

isto é, se (A1,...,\,) forem as coordenadas do vector u na base B; entao as coordenadas
(ftq, oy pt,) de u na base By sdo dadas por
H1 A
: = SBlﬁBg
Mn )\n
Dem. Tem-se
n n n n n n
EDITTED DIVIED O SIS of D SR P
i=1 j=1 j=1  i=1 i=1 \j=1

Atendendo ao teorema[3.53] (i), as coordenadas de um vector u numa base sao tnicas. Logo,

Hi = (Z Sij>\j> ;
j=1

para todo o i =1,...,n. Isto é,

Mn )\n
Observacao 3.56 Tem-se
552%31 = (531%82)_1'

Exemplo 3.57 Seja B, = {(1,0),(0,1)} a base candnica de R? e B = {(1,2),(2,1)} outra
base ordenada de R?. Sejam (2,3) as coordenadas de um vector u na base candnica B, e
determinemos as coordenadas de u na base B usando a matriz de mudanga de base Sp,_ 5.

Tem-se
o |13 23
BB 9/3  —1/3 |

uma vez que

(1,0):-%(1,2)+§(z,1) e (0,1):%(1,2)—%(2,1).
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Logo, as coordenadas de u na base B sao dadas por

5 21 [-1/3 2/3 121 [4/3
BemBlog | 7| 2/3 —1/3 | |3| | 1/3 |
Logo, (4/3,1/3) sao as coordenadas de (2,3) na base ordenada B, isto é

(2,3) = 3(1,2)%(2,1).

4 Valores Proéprios, Vectores Proprios e diagonalizacao
de Matrizes

Neste Capitulo, discutiremos equacos lineares da forma Ax = x e, mais geralmente, equagoes
da forma Ax = Ax, onde A é um escalar. Estas equacoes aparecem numa variedade de
aplicagoes importantes e constituem um tema recorrente ao longo da disciplina.

Definigao 4.1 Seja A uma matriz n x n. Chama-se a
p(A) = det(A — A1),

o polinémio caracteristico da matriz A.

Teorema 4.2 (Teorema Fundamental da Algebra®). Seja p(\) um polinémio de grau
n com coeficientes em C. Entao p(\) tem n raizes, eventualmente repetidas.

Observacgao 4.3 (i) Note-se que p(\) = det(A — AI) é de facto um polinémio, de grau n,
e o coeficiente do termo de grau n é (—1)™ e o termo constante é p(0) = det A.

(ii) Um polinémio com coeficientes em R no tem necessariamente todas as suas raizes (zeros)
em R — exemplo: p(A\) =1+ A2

Definigao 4.4 Seja A € M, «,(R). Chama-se valor préprio de A a qualquer escalar \ tal
que A — A seja singular (nao invertivel), isto ¢, tal que det(A — AI) = 0. Chama-se vector
proéprio de A, associado ao valor proprio A de A, a qualquer vector nao nulo v que verifique

(A= X)v=0.

Observagao 4.5 Seja A € M5, (R). O escalar A = 0 é valor préprio de A se e s6 se A for
singular. Isto é, a matriz A é invertivel se e s6 se 0 nao for valor proprio de A.

Definigao 4.6 Sejam A, B € M, y,(R). As matrizes A e B dizem-se semelhantes se
existir uma matriz S invertivel tal que

B=SAS"!
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Teorema 4.7 Sejam A, B € M, «,(R). Se A e B forem semelhantes entdao A e B tém o
mesmo polinémio caracteristico. Em particular, se A e B forem semelhantes entao A e B
tém os mesmos valores proprios.

Dem. Tem-se

det(B — XI) = det(SAS™'—\I) =
= det(SAS™' - A\SST!) =
= det(S(A—-A)S™) =
= det Sdet(A— A)det (S7") =

= det Sdet(A— )J)L =

det S
= det(A— \).

Teorema 4.8 Seja A matriz n X n. Sejam Ay, ..., \p valores préprios distintos de A e e
Uy, ..., U, vectores proprios associados a cada um destes valores préprios, respectivamente.
Entao uq, ..., up sao vectores linearmente independentes.

Definigao 4.9 Seja A € M,,«,(R). Se existir uma matriz P invertivel tal que
D = PAP!,

com D matriz diagonal, entao diz-se que A é uma matriz diagonalizavel e que S (matriz
de mudanca de base, ver mais sobre este assunto na Sec¢ao 6.1) é a matriz diagonalizante.

Teorema 4.10 Seja A € M,,.,(R). A matriz A é diagonalizavel se e s6 se existir uma base
de R™ constituida por vectores proprios de A. Neste caso, as entradas da diagonal principal
dessa matriz diagonal serao os valores proprios associados aos vectores proprios da base de
R"™ pela ordem da mesma. Sendo Ay, ..., A\, os valores préprios de A entao a matriz diagonal
é:

A0 .0
D 0

: . 0

0O ... 0 X\,

Construindo uma base para cada espaco prooprio Ey,, E),,... obtém-se uma base de R"
juntando os vectores proprios de cada base de cada espaco préprio. Se A for diagonalizavel,
entao temos uma base B,, de R" formada por vectores préprios de A. A coluna j da matriz
P~ é o vector nimero j de B,, colocado em coluna.

O mesmo se aplica em C".

Em particular, se A tiver n valores proprios distintos Aq, ..., A, entao a matriz A é diago-
nalizavel.
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Observagao 4.11 [ Seja A a matriz n x n.

(1) Seja p(A) o polinémio caracteristico de A. Para cada raiz A; de p()), a sua multipli-
cidade enquanto raiz do polinémio chama-se mutliplicidade algébrica de \; e denota-se
por ma(A;). Mais precisamente, Ay tem tem multiplicidade algébrica m quando

p(A) = (A= A1)"q(A)

e (A1) #0.

(2) Chamamos espectro de A ao conjunto de todos os valores préprios da matriz A, e
denota-se por o4 ou o(A).

(3) A dimensao de N (A — A\ I) chama-se multiplicidade geométrica e designa-se por
mg(Ar).

Teorema 4.12 Seja \; valor préprio de uma matriz A matriz n x n.
Entao 0 #mg(\;) < ma(\;).

Dem.: Seja k a multiplicidade geométrica de A; (i.e. mg(\;)=dim E,,=dim N (A — \;1)).
Como dim(F),) # 0, mg(\;) # 0.

Seja {vy, ..., vx} uma base de E),. Juntemos n — k vectores de modo a obter n vectores
linearmente independentes. Seja B a matriz cujas colunas sao esses vectores. Entao B =
(W Z] onde W é uma matriz n x k cujas colunas sao vy, ..., vx. A matriz B é invertivel, e de

BB =TI temos que B~V = [ Ig ] Como Av; = \jv; para cada j € {1,...,k}, tem-se

AB = [AUl A’Uk AZ] == [)\11}1 )\kvk AZ} = [)\]W AZ},

donde
B™'AB = B~ \,W AZ] = [\;B~'W B'AZ] = { Al ] .
0 =
Calculando o polindmio caracteristico desta tltima matriz temos que (A — \;)* é um factor
desse polinémio, e portanto B~*AB tem A, como valor préprio com multiplicidade algébrica
pelo menos igual a k. Como A e B~'AB tém o mesmo polinémio caracteristico, podemos

concluir que mg(A;) < ma();). Q.E.D.
A matriz A € M,,«, €é diagonalizavel se e s6 se

> dimAN (A — XI) = dim(V).

A valores proprios

Ou seja, existe uma base de V' na qual a representagao matricial de 7' é uma matriz diagonal
sse
dim £y, +--- +dim E), = n,

onde Ay, -+, A; (k < n) sdo os valores préprios de T
Observagao 4.13 i) Claro que qualquer matriz diagonal D é automaticamente diagona-

lizavel, pondo S = I.
ii) Na Secgao pode encontrar mais matrizes diagonalizaveis.

12Para algumas aplicacdes, ver seccdes
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Exemplo 4.14 (i) Uma matriz com valores préprios distintos.

1 5 -1
A= 0 -2 1
-4 0 3
O polinémio caracteristico é dado por
1—A 5} —1
det(A—AI) = 0o —-2-Xx 1 =

—4 0 3—A

= 1-N)(-2=-AB-XN)—-20+4(2+)) =
= (1-N(=2=X@B-N+4r—12=

= B-NA-1)A+2) -4 =

= B-NN+r-6)=

= 3=XN)(A=-2)(A+3).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores
proprios de A sao
)\1:3, )\2:2 (§] )\3:—3

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos u € R3

para os quais
(A= X)u=0,

isto ¢, sao os vectores nao nulos de N (A — AI).
Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 3. Tem-se

-2 5 -1
NA-N)=N 0 -5 1 = L({(0,1,5)}).
—4 0 0

Logo, o subespago préprio E), é dado por
By =N(A-MI)=L{(0,1,5)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio A\; = 3 sao
u=(0,s,5s), com s¢€ R\{0}.

Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 2. Tem-se

1 5 -1
NA-XD=N[]| 0 -4 1 ||=0d@114}).
—4 0 1

Logo, o subespago préprio E), é dado por
Ey, =N (A=XI)=L({(1,1,4)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 2 sao

u=(s,s,4s), com s € R\{0}.
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Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor proprio A3 = —3. Tem-se

4 5
-4 0

—1

L) = LB —22)).
6
Logo, o subespago proprio E), é dado por
Ey, =N (A=Xs1)=L({(3,-2,2)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio A3 = —3 sao
u=(3s,—2s,2s), com s € R\{0}.

Atendendo a que os valores préprios de A sao distintos, pelo teorema 4.8, os vectores
préprios de A associados a esses valores préprios sao linearmente independentes. Como
dimR?® = 3, entao 3 vectores em R? linearmente independentes formarao desde logo uma
base de R3. Logo, o conjunto

S=1{(0,1,5),(1,1,4),(3,-2,2)}

¢ uma base de R?. Deste modo, temos uma base de R3 formada sé por vectores préprios de
A. Logo, a matriz A é diagonalizavel, isto é, existe uma matriz invertivel S diagonalizante
tal que a matriz PAP~! é diagonal, tendo-se

M 0 0 30 0
D=PAP'=| 0 X 0 |=|02 0 |,
0 0 M 00 —3
com
01 3
P1l=111 =2
5 4 2

Note que cada coluna de S~! é formada pelo vector préprio associado ao valor préprio
respectivo e na posicao respectiva.
(ii) Uma matriz com valores préprios repetidos mas diagonalizavel.

A:

W N DN
= DN

1
3
3
O polinémio caracteristico é dado por

2-X 1 1
det(A —\) = 2 3-X 2 |=
3 3 4-)
= 2=NB=-AN{A=-N+6+6-30B-N—6(2-X)—2(4—)) =
= NI 150+ 7=
= —A=-1DA-1)\A=7).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores
proprios de A sao



Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos u € R3
para os quais
(A=X)u=0,

isto ¢, sdo os vectores nao nulos de N (A — AI).
Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 1. Tem-se

1
NA-MD=N|]2 = L({(~1,1,0),(~1,0,1)}).
3

W N =
W N =

Logo, o subespago préprio E), é dado por
Ex, =NA—-X\I)=L{(-1,1,0),(-1,0,1)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio A\; = 1 sao
u=(—s—t,st), com s,t€R, naosimultaneamente nulos.

Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor préprio Ay = 7. Tem-se

NA-XMND=N|| 2 -4 2 || =L0{123)}.

Logo, o subespago préprio E), é dado por
Eyy =N (A= XI) =L({(1,2,3)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = 7 s@o
u=(s,25,3s), com s€ R\{0}.

Atendendo a que
dim E>\1 + dim E>\2 = 3,

podemos ter a seguinte base de R? formada sé por vectores préprios de A

S={(-1,1,0),(~1,0,1),(1,2,3)} .

Logo, a matriz A é diagonalizavel, isto é, existe uma matriz invertivel P diagonalizante tal
que a matriz PAP~! é diagonal, tendo-se

M 00 100
D=PAP'=]0 X\ 0 |=]010]/,
0 0 X 007
com
-1 -1 1
Pt=|1 0 2
0 1 3

Note que cada coluna de P! é formada pelo vector préprio associado ao valor préprio
respectivo e na posicao respectiva.
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(iii) Uma matriz com valores préprios repetidos e nao diagonalizavel.

7 5 -1
A=1]1 0 =2 1
20 0 3
O polinémio caracteristico é dado por
7T—A 5 -1
det(A—\I) = 0o -2-Xx 1 =
20 0 3—A

Os valores préprios de A sdo os valores de A para os quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores
proprios de A sao
)\1 =3 e )\2 = 2.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sao os vectores nao nulos u € R3
para os quais

(A=X)u=0,

isto é, sao os vectores nao nulos de N (A — AI).
Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 3. Tem-se

4 5 -1
NA-M)=N|[] 0 —5 1 = L({(0,1,5)}).
20 0 0

Logo, o subespago préprio E), é dado por
By, = N (A= \I) = L({(0,1,5)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio A\; = 3 sao
u=(0,s,5s), com se€ R\{0}.

Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 2. Tem-se

5 5 -1
NA-xD=N[]|0 -4 1 ||=2(@ -5 -201).
20 0 1

Logo, o subespago préprio E), é dado por
Eyx,=N(A—XI)=L({(1,-5,-20)}).
Os vectores proprios de A associados ao valor proprio Ay = 2 sao

u=(s,—bs,—20s), com s € R\{0}.
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Atendendo a que
dim E)\1 + dim E>\2 =2 <3,

nao é possivel ter uma base de R? formada sé por vectores préprios de A. Logo, a matriz
A nao é diagonalizavel, isto é, ndao existe uma matriz invertivel P diagonalizante tal que a
matriz PAP~! seja diagonal.

(iv) Uma matriz com apenas um valor préprio real.

10 0
A=10 0 -1
01 0
O polinémio caracteristico é dado por
1-X 0 O
det(A— M) = 0o - —1]=
0 1 =X

= N1=-N)+(1-))=
= (1-X2)(N+1).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — AI) = 0. Logo, os valores
proprios de A sao

Logo, a matriz A nao é diagonalizavel numa matriz de entradas reais, isto é, nao existe
uma matriz invertivel P diagonalizante tal que a matriz PAP~! seja diagonal com entradas
reais. No entanto e atendendo a que os trés valores préprios sao distintos, a matriz A é
diagonalizavel numa matriz de entradas complexas:

10 0
0 ¢+ O
00 —

5 Transformacoes Lineares

Definicao 5.1 Sejam U e V espacos lineares. Diz-se que
T:U—=V
¢ uma transformacao linear se e s6 se verificar as duas condigoes:

(i) T(u+v) =T(u) + T(v), para todos os u,v € U.
(ii) T(Au) = AXT'(u), para todos os u € U e X € R.

45



Observagao 5.2 Sejam U e V espacos lineares. Sejam 0 o vector nulo de U e 0’ o vector
nulo de V.

(i) Se T : U — V for uma transformagao linear entao T'(U) é um subespago de V' e
além disso tem-se T'(0) = 0’. Logo, se T nao verificar 7(0) = 0’ entdao T nao serd uma
transformacao linear.

(ii) 7 : U — V ¢ uma transformagao linear se e sé se
T(Au+ pv) = NT'(u) + pT'(v),
para todos os \,u € Reu,v e U.

(iii) Seja T': U — V uma transformagao linear e seja {vy,vs,...,v,} uma base de U.
Seja u € U. Logo, existem A1, \o, ..., A\, € R tais que

u = )\11)1 -+ )\2'112 “+ ...+ )\nvn-

Tem-se entao
T(U) = )\1T(U1) -+ )\QT U2> + ...+ )\nT('Un)

(
Exemplo 5.3 Consideremos a base canénica {(1,0),(0,1)} de R?. Seja T : R* — R uma
transformagao linear tal que 7(1,0) =1e 7'(0,1) = 1.

Para qualquer (z,y) € R? tem-se

(z,y) = x(1,0) +y(0,1).

Entao,
T(x,y) =T (x(1,0) +y(0,1)) = 2T(1,0) + yT'(0,1) = =z + y.

Logo, T : R? — R ¢ a transformacao linear definida explicitamente por

T(z,y) =z +vy.

Teorema 5.4 Sejam U e V espacos lineares e seja {vy,vs,...,v,} uma base de U. Sejam
T1,T5 : U — V duas transformacoes lineares.

Se T (v;) = Ty(v;) para todo o i =1,...,n, entdo Ti(u) = Ty(u),

para todo o u € U, isto é, T1 = Tb.

Exemplo 5.5 Sejam U e V espacos lineares e seja 0 o vector nulo de V.

(i) Seja O : U — V definida por
O(u) = 0,

para todo o u € U. O é uma transformacao linear e chama-se transformacgao nula.
(ii) Seja A € R. Seja Ty : U — U definida por

T)\(U) - )\U,
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para todo o u € U. T\ é uma transformacao linear. Se A\ = 1 entao chama-se a T} a
transformacao identidade e denota-se por I. Tem-se I(u) = u, para todo o u € U.

(iii) Seja
tr: Mysn(R) = R
definida por

tI'(A) = a1+ agy + ... + app = Zaii,
i=1

para todo 0 A = (a;;) . € Myx,(R). tr (traco) é uma transformacao linear.

nxn
(iv) Seja A € M,,«n(R). Seja
T:R" — R™

definida por
T(u) = Au,

para todo o u € R”. 7" é uma transformacao linear.

(v) Seja E o espago das fungoes diferencidveis. Entao T': E — E definida por

¢ uma transformacao linear.

Definicao 5.6 Sejam U e V espacos lineares e 11,71, : U — V transformagoes lineares. Seja
A € R. Sejam 17 + T, \T7 : U — V definidas por

(Ty + 1) (u) =Ty (u) + To(u) e (N17)(u) = N1 (u),
para todo o uw € U.
Entao T1 + T, e X1} sao transformacoes lineares.

Definicao 5.7 Sejam U,V e W espacos linearese, T : U — V e S : V — W transformagoes
lineares. Seja SoT (ou ST): U — W definida por

(SoT)(u) =5(T(u)),

para todo o u € U. S oT ¢é uma transformagao linear. Chama-se a S o T (ou ST) a
composigao de S com 7'

Observacao 5.8 A composicao de transformacoes lineares é uma transformacao linear; no
entanto SoT # T o S (em geral).
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Teorema 5.9 (i) Sejam 7 :U — V, S:V — W e R: W — X. Entao, tem-se
Ro(SoT)=(RoS)oT.
(ii) Sejam R, S:U -V eT:V — W. Seja A € R. Entao, tem-se
To(R+S)=ToR+ToS e To(AMR)=A(ToR).
Se o contradominio de () estiver contido em U entao
(R+S8)0Q=RoQ+S0Q ¢ (AR)oQ=A(RoQ).
Definicao 5.10 Define-se
T°=71 ¢ T"=ToT** paratodoo k=1,2,...

Observagao 5.11 Tem-se Tt = T™ o T™ para todos os m,n € N.

5.1 Representacao matricial de uma transformacao linear

Teorema 5.12 Sejam U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que dimU = n e
dimV = m. Sejam S8 = {uy,us,...,u,} e S = {v,v9,...,v,,} duas bases ordenadas de
U e V respectivamente. Seja T': U — V uma transformagao linear. Considere-se a matriz
A = (aij)mxn € Mumxn(R) cuja coluna j, para cada j = 1,...,n, é formada pelas coordenadas
de T'(u;) na base S,. Isto é,

m
T(Uj) = Zaijvi.
i=1
Chama-se a esta matriz A a representacao matricial de 7" em relacao as bases §; e Sy e
escreve-se

A= M(T;Sl;SQ).

Além disso, sendo aq, s, ..., a, as coordenadas de um vector v € U na base ordenada S;
entdo as coordenadas 3, 35, ..., 8,, de T'(v) € V na base ordenada S, sdo dadas por

51 aq

(e}
5.2 = M(T;81;5,) ’
B ap

Observagao 5.13 (a) Seja V' um espago linear de dimensao finita, com dim V' = n. Sejam
S1 = {ug,ug, ..., u,} e So = {vg,09,...,0,} duas bases ordenadas de V. A representacao
matricial da transformacao identidade I : V' — V em relacao as bases &1 e Sy é igual a
matriz de mudanca da base &; para Ss. Isto é,

M(I;81;82) = Ss, s, -

(b) Quando a base de partida e chegada coincidem Sy, = Sy, denota-se M (T'; Sy;Ss) simples-
mente por M(T;S;).
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Teorema 5.14 Sejam B! = {ej,eq,...,e,} e B = {e},¢h,..., e, } as bases candnicas
(ordenadas) de R™ e R™ respectivamente. Seja T : R” — R™ uma transformagao linear.
Considere-se a matriz A = (aij)mxn = M(T; B BI) € Mixn(R) cuja coluna j, para cada
j=1,...,n, é formada pelas coordenadas de T'(e;) na base B". Isto é,

1 0
m 0 . a1y
T(@j) = ZCLUB; = ay; : + ...+ Qg 0 =
i=1 :
0 1 mj
Entao, tem-se, para todo o u € R,
T(u) = Au.

Dem. Seja u € R™. Entao, existem A, Ao, ..., A\, € R tais que
u = )\161 + )\262 + ...+ )\nen = Z >\j€j-

Uma vez que, para todoo j =1,...,n,

Tw = (ZA eﬂ) T ¢ Tmear ZA Tles) =2 N D i =3 (Z %'Aa) € =

j=1 j=1  i=1 i=1

n ay - am A1
= <Za1j e Zamj ): : = Au.

j=1 Am1 ' QAmn An

Exemplo 5.15 (i) Seja T': R* — R? definida por T'(z,y, z,w) = 3z +y — 22,0, +42). T
¢ uma transformagao linear e a matriz M (T; B%; B2) que representa T em relagao as bases
canénicas (ordenadas) B! e B2 de R* e R? respectivamente, ¢ dada por

-2

31 0
M(T;B5B) =100 0 0|,
10 4 0

uma vez que T(1,0,0,0) = (3,0,1), 7(0,1,0,0) = (1,0,0), T(0,0,1,0) = (—2,0,4) e
7(0,0,0,1) = (0,0,0). Tem-se entao:

T(z,y,z,w) = M(T;Bg;Bg)

S ve 8

(ii) Sejam S; = {1,t,*} e Sy = {1,¢,t* 3} as bases canénicas (ordenadas) de P, e Py
respectivamente. Seja D : Py, — Py tal que D(1) = 0, D(t) = 1 e D(#?) = 2t. D é uma

49



transformagao linear e a matriz M (D; S;; Sa) que representa D em relacao as bases candnicas
S1 e Sy, é dada por

M(D351;52) =

o O O O
S O O
S O NN O

Teorema 5.16 Sejam U e V espacos lineares e 71,7, : U — V transformacoes lineares.
Seja By uma base de U, B, uma base de V' e A um escalar. Entao Entao temos:

M (T, +Tz; By; By) = M(1y; By; By) + M(Ty; By; Bs), M (MTy; By; By) = AM(1y; By; Ba).

Teorema 5.17 Sejam U,V e W espacos lineares de dimensoes finitas. Sejam S7,855 e Sz
bases de U,V e W respectivamente. Sejam T : U — V e S : V,— W transformacoes lineares.
Entao, tem-se

M(S o T;81;83) = M(S;Sa; S3)M(T; S1; Sa).

Teorema 5.18 Seja V um espaco linear de dimensao finita. Seja T : V — V uma trans-
formacao linear. Sejam S; e Sy duas bases ordenadas de V. Seja M (T'; S;;S1) a matriz que
representa 7' em relagao a base Sj.

Entao, a matriz M (T'; S3; S2) que representa T em relagao a base Sy, é dada por

M(T;85;85) = Ss,,5,M(T;851;81) (Ss,58,) "

onde Ss, s, € a matriz de mudanga da base S§; para Ss.
Além disso,

Ss1s,M(T;81;81) = M(T;81;Ss)
M(T; 825 8)Ss, 45, = M(T; 813 Ss).
Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

M(T;81;81)

(V, &) 7) (V, &)
581*)82 \l/ I [ \l/ 581%82
(V,8) = (V&)
M(T;52;852)

Teorema 5.19 (Caso geral.) Sejam U e V dois espagos lineares de dimensdes finitas. Seja
T :U — V uma transformacao linear. Sejam S; e §] duas bases ordenadas de U. Sejam S,
e 8} duas bases ordenadas de V. Seja M(T’; S1;S2) a matriz que representa T' em relagao as
bases S; e Ss.

Entao, a matriz M (T;S1; S5) que representa T' em relagdo as bases S) e S5, é dada por

1

M(T;81;85) = Ssyos; M(T5:81;8s) (Ssi—s1)

onde Ss, ,s, € Ss, 55, sa0 as matrizes de mudanga das bases Sy para S e de S para S
respectivamente.
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Além disso,

SSz%SéM(T; S1;8) = M(T; 813 S,)

M(T; 3{§5§)SSH31 = M(T; 51;53)'
Isto é, o diagrama seguinte é comutativo.

M(T;81;82)

w.s) "IN (s
Ssissy 41 Il Ss,.s;
/ T /
(Uv Sl) M(TTSZ,S&) (‘/7 82)

Observagao 5.20 As demonstracoes dos Teoremas e resultam do Teorema [5.17]

Exemplo 5.21 Seja T : R? — R? definida por T'(z,y) = (y,x). T é uma transformacao
linear. A matriz M (T;B2; B?) que representa T' em relagao a base canénica (ordenada) B2
de R?, ¢ dada por

10

Seja § = {(1,1),(—1,1)} uma base ordenada de R?.
A matriz M(T;S;S) que representa T em relacao & base ordenada S de R?, é dada por

M(T;S;S8) = H _01 1

uma vez que T(1,1) = (1,1) = 1(1,1)+0(=1,1) e T(=1,1) = (1, —1) = 0(1, 1) +(=1)(=1,1).
Vamos agora verificar que se tem

M(T;8;8) = Spz_,sM(T; B2 B2) (Sp2ss)
Uma vez que (0,1) = $(1,1) + 3(—1,1) e (1,0) = 1(1,1) — 3(—1,1), tem-se entao

Spzoys = [ %g 1//2 }

M(T; B2 B2) = {O ! }

-1

Logo,
stz o - [ 12 0] [0][ 1 2] -

_-10_
= o 21"

= M(T;S;S).

Isto é,
M(T;8;8) = Sgz s M(T; B BY) (Sgzs) -
Além disso,

Sp2sM(T; B2 BZ) = M(T; B2 S)

M(T;8;8)Sp2s = M(T; B S).
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5.2 Transformacoes injectivas, sobrejectiva e bijectivas — equacoes
lineares

Definicao 5.22 (i) 7' : U — V diz-se injectiva se e s6 se
Tu)=T(w) = u=w,
para todos os u,w € U, isto é, se e sO se
utw = T(w)#Tw)
para todos os u,w € U.
(ii) 7 : U — V diz-se sobrejectiva se e s6 se
TU)=V.

(iii) T : U — V diz-se bijectiva se e s6 se for injectiva e sobrejectiva.

Definicao 5.23 Sejam U e V espacos lineares. Diz-se que U e V sao isomorfos se e s6 se
existir um isomorfismo entre U e V| isto é, se e sO se existir uma transformacao linear
bijectiva T': U — V.

Teorema 5.24 Sejam U e V' dois espacos lineares de dimensoes finitas. U e V sao isomorfos
se e s0 se dimU = dim V.

Teorema 5.25 Sejam U e V espacos lineares de dimensoes finitas tais que dim U = dim V.
Seja T': U — V uma transformagao linear. Entao, T' é injectiva se e s6 se T é sobrejectiva.

Definicao 5.26 Sejam U e V espagos lineares e T': U — V uma transformacao linear. Seja
0 o vector nulo de V.

(i) Chama-se contradominio ou imagem de 7" ao conjunto
TU)={T(u):ueU},
que também se denota por Z(T').
(ii) Chama-se nticleo ou espaco nulo de 7" ao conjunto
N(T)={ueU:T(u)=0}.

Teorema 5.27 Sejam U e V espacos lineares e 7' : U — V uma transformacao linear.
Entao, os conjuntos N (T') e Z(T) sao subespagos de U e V respectivamente.
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Exemplo 5.28 Sejam U e V espacos lineares. Sejam 0 e 0’ os vectores nulos de U e V
respectivamente.

(i) Considere a transformagao nula O : U — V definida por
O(u) =0,

para todo o u € U. Tem-se

N(O)=U e Z(0) = {0} .

(ii) Considere a transformagao identidade I : U — U definida por
I(u) = u,

para todo o u € U. Tem-se

N(I)={0} e Z(I)=U.
Exemplo 5.29 Seja A € M,,x,(R). Seja
T:R* — R™

definida por

para todo o u € R"™. Tem-se

Definicao 5.30 Sejam U e V espacos lineares e T': U — V uma transformacao linear.

(i) Chama-se caracteristica de 7" a dimensao de Z(7T'), isto é,
carT = dimZ(T).

(ii) Chama-se nulidade de T & dimensao de N (T, isto é,
nul 7' = dim N (7).

Teorema 5.31 Sejam U um espaco linear de dimensao finita e 7' uma transformacao linear
definida em U. Entao, o subespaco Z(T') tem dimensao finita e

dim N(T) + dimZ(T) = dim U.

Teorema 5.32 Sejam 7' : R — R™ uma transformagao linear. Sejam B e B!" as bases
candnicas (ordenadas) de R™ e R™ respectivamente. Seja A = M(T; B2 B") € Myxn(R) a
matriz que representa 7' em relacao as bases B e B!'. Tem-se entao:

(i) dim NV (T') = nul A;
(ii) dimZ(T) = car A;
(iii) 7" é injectiva se e s6 se nul A = 0, isto é, se e s6 se car A = n;

(iv) T é sobrejectiva se e s6 se car A = m.
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Teorema 5.33 Seja T : U — V uma transformacao linear entre dois espacos lineares U e V'
de dimensao finita. Seja ainda B; uma base de U e By uma base de V e A = M(T; By; Bs).
Entao:

1. N(T) =T(U) ={u e U : ug, € N(A)}, onde up, designa as coordenadas de u na
base B;.

2. ZU)={v eV : vg, € C(A)}, onde vp, designa as coordenadas de v na base Bs.

Exemplo 5.34 Considere a transformacao linear 7' : R* — R* tal que a sua representacao
matricial nas bases ordenadas B; = {(1,2,0), (3,2,1),(2,1,0)} e
B,={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,2,3),(0,0,0,4)} de R* e R3, respectivamente é

1 5 9
2 6 10
M(T:Bi;B) = | 3 11 19
4 16 28

(a) Verifique se T é injectiva ou sobrejectiva.
(b) Determine uma base para o nicleo de T'.
(c) Determine uma base pata o contradominio de 7.

Resolugao: Ora aplicando o método de eliminagao de Gauss, temos:

1 5 9 159
A |26 0| o2
T3 11 19 000
4 16 28 000

E portanto car(A) =2 e dim(N(A)) = 1. Logo T nao é injectiva pois N'(A) # 0; e também
nao é sobrejectiva, pois dim(Z(7T)) = 2 # dim(R?).

Além disso {(1,—2,1} ¢ uma base de N(A) e
C(A). Como 1(1,2,0) — 2(3,2,1) + 1(2,1,0) = (—
¢ uma base de N (7). Finalmente como

{(1,2 ,4),(5,6,11,16)} é uma base para
3, —1,—2) concluimos que {(—3,—1,—-2)}
1(1,1,1,1) +2(0,1,1,1) + 3(0,0,2,3) + 4(0,0,0,4) = (1,3,9,28),

5(1,1,1,1) + 6(0,1,1,1) + 11(0,0,2, 3) + 16(0,0,0,4) = (5,11, 33, 108),

concluimos que {(1,3,9,28),(5,11,33,108)} é uma base para o contrdominio de T, isto é
Z(T).

Defini¢ao 5.35 Diz-se que T : U — V é invertivel se existir S : T(U) — U tal que
SOT:IU (S TOS:[T(U),

onde Iy e Iy sao as funcoes identidade em U e T'(U) respectivamente. Chama-se a S a
inversa de 7' e escreve-se

S =71
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Teorema 5.36 Sejam U e V espagos lineares de dimensoes finitas. Seja T': U — V uma
transformacao linear. Seja 0 o vector nulo de U. As seguintes afirmacoes sao equivalentes.

(i) T ¢ injectiva.

(ii) T ¢é invertivel e a inversa T~ : T(U) — U é linear.
(iii) M(T) = {0}.

(iv) dimU = dimT'(U).

(v) T transforma vectores linearmente independentes de U em vectores linearmente in-
dependentes de V.

(vi) T transforma bases de U em bases de T'(U).

Teorema 5.37 Sejam U e V' dois espagos lineares de dimensoes finitas. Seja T': U — V
uma transformacao linear. Sejam B; e By duas bases ordenadas de U e V respectivamente.
Seja A = M(T; By; By) a matriz que representa 1" em relacao as bases B e Bs.
Se V. =T(U) entao T é invertivel se e s6 se A for uma matriz quadrada ndo singular.
Tem-se entao
Ail = M(Tﬁl; BQ; Bl),

isto 6, A~! serd a matriz que representa 7! em relacdo as bases Sy e S.

Teorema 5.38 Seja B = {vy, .., v, } uma base ordenada de uma espago linear V' de dimensao
finita (sobre R). Dado u € V sejam (A, ...,\,) as coordenadas de u na base B (isto é
U= Av1 + .... + Ayv,). Entéo

T:V—>R"

tal que T(U) = (A1, .., Ay) é uma transformagao linear bijectiva.

Definigao 5.39 Seja T : U — V uma transformacao linear e b € V fixo. A equagao
T(u) = b designa-se por equagao linear associada a T e a b. Resolver a equagao linear
T'(u) = b é descrever o conjunto de todos of vectores u € U (caso existam) tais que T'(u) = b.

Teorema 5.40 Sejam U e V espagos lineares. Seja 1" : U — V uma transformagao linear.
Seja b € V. Entao:

(i) Existéncia de solugao: a equagdo linear 7'(u) = b tem pelo menos uma solucdo u
seesésebeT(U);

(ii) Unicidade de solugao: a equagao linear T'(u) = b tem no maximo uma solugao u
se e 86 se T' for injectiva;

(iii) Existéncia e unicidade de solugao: equacao linear 7'(u) = b tem solugao unica
useesdésebeT(U)eT for injectiva.

Teorema 5.41 Sejam U e V espagos lineares. Seja T : U — V uma transformacao linear.
Seja b € V. A conjunto solu¢ao S da equagao linear T'(u) = b obtém-se somando a uma
solugao particular ug dessa equagao linear ao conjunto soluga Sy da equagao linear homogéneo
T(u) =0, isto é

S = Ug + So.
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5.3 Valores e vectores proprios de transformacoes lineares

Definicao 5.42 Seja V' espacgo linear e 7' : V' — V uma transformagao linear. Diz-se que
um escalar A\ é um valor préprio de 7' se existir um vector nao nulo u € V' tal que

T(u) = Au.

Aos vectores nao nulos u que satisfazem a equacao anterior chamam-se vectores préprios
associados ao valor préprio A. Dado um valor préprio A de T, o conjunto

Ey={ueV :T(u) =}

é um subespaco linear de V. Chama-se a F, o subespacgo préprio de T associado ao valor
préprio A.

Teorema 5.43 Sejam V um espaco linear e 0 o vector nulo de V. Seja T : V — V uma
transformacao linear.

(i) Um escalar A é um valor préprio de T se e s6 se N'(T — AI) # {0}. Sendo A um valor
préprio de T', o subespaco proprio de T', associado ao valor préprio A, é dado por

By = N(T — ).

(ii) Se o espago linear V' tiver dimensao finita e se A = M(T; B, B) for uma matriz que
representa 1" em relagao a uma base B de V', entao um escalar A é um valor préprio de T se
e s0 se esse escalar A for solucao da equacgao

det(A — ) =0,
i.e. A for valor préprio de A.

Teorema 5.44 Sejam vy, ..., v vectores proprios de uma transformacao linear T associados
a valores proprios distintos dois a dois. Entao vy, ...,v, sao linearmente independentes.

Prova: Seja U = L({v1, ..., vx}), como vy, ..., vy s@o vectores proprios de T, dado u € U temos
T(u) € U, pelo que podemos definir uma transformagao linear 7' : U — U tal que u — T'(u).
Vamos supor que dim(U) := m < k. Por um lado T tem m valores préprios (eventualmente
repetidos), por outro lado temos k valores préprios distintos. contradi¢ao. Q.E.D.

Observagao 5.45 Se A = M(T; B, B) representa uma transformacao linear 7' : V. — V
na base B, entao T' diz-se diagonalizavel se A o for. Neste caso, sendo B,, a base de V
constituida por vectores proprios de T', entao:

D = PAP™!

onde P71 = SByy —B, ¢ D = M(T; By, B,,) é a matriz diagonal cujas entradas da diagonal
sao os valores préprios de A (iguais aos de T').
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6 Produtos Internos

Definicao 6.1 Sejam V um espaco linear real e 0 o vector nulo de V. Chama-se produto
interno em V a aplicagao

():VxV =R
(u,v) = (u,v)
que verifique as trés condicoes seguintes.

(i) Simetria: para todos os u,v € V
(u,v) = (v,u) .
(ii) Linearidade: para todo o v € V' (fixo) a aplicacao
V=R

u — (u,v)
¢ linear.
(iii) Positividade: para todo o u € V tal que u # 0,
(u,uy > 0.

Observagao 6.2 Se V' é uma espaco linear complexo, entao (,) : V x V' — C é um produto
interno se, os axiomas de definicao anterior forem satisfeitos, com excepcao ao simetria que
¢é substituindo por:

<u’ U> = m

onde (v, u) designa o complexo conjugado de (v, u).
Definicao 6.3 Chama-se espago euclidiano a um espaco linear com um produto interno.

Observagao 6.4 Seja V um espacgo euclidiano real. Seja S = {wy, ws, ..., w, } uma base de
V. Sejam u,v € V. Sejam
aq, G2, ..., 0 € 617 627 sy Bn

as coordenadas de u e de v na base S respectivamente, isto €,

n n
U= QW + QaWs + ... + apw, = E aw; e v = Piw + Powy + ... + B w, = E Bw;.
i—1 i=1

Logo,
i=1 i=1 i=1 j=1
(wy,wy) (wy,we) ... (wy,wy) B4
(wa,wy) (we,ws) ... (we,wy) By
:[Ql Qo ... Ozn} . .
(W, w1) (W, wa) ... (Wp,wy) B,
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Isto é, existe uma matriz simétrica e definida positiva (todos os seus valores préprios sao
positivos):

(wr,wy)  (wy,we) ... (wy,wy) B4
A= <w21w1> <w21w2> o <w2:wn> tal que (u,v) = [ o Qg ... Qy } A 5:2
(W, wy) (W, wa) ... (Wp,wy) B,

Teorema 6.5 H Seja V' um espago linear real com dimV = n. Seja {wy,wy, ..., w,} uma
base de V. Entao, uma aplicacao

(V:VxV SR

¢ um produto interno (em V') se e s6 se

(wv)=[m a ... a, A :

com
U = Wy + aWs + ... + ayw,, v = Gywy + Pyws + ... + B, wn,

e A é uma matriz simétrica cujos valores proprios sao todos positivos. Se a aplicagao (, ) for
um produto interno tem-se

(wr,wy)  (wy,we) ... (wy,wy)
A (wo,wy)  (wa,ws) ... (wg,'wn>
(W, wy) (W, wa) .. (Wp,ywy)

Observagao 6.6 i) No caso complexo, também podemos encontrar uma matriz A com en-
tradas complexas tal que

com os valores préprios de A todos positivos e A = ET, onde A é a matriz que se obtém de
A passando todas as entradas de A ao complexo conjugado.
ii) O sinal dos valores proprios da matriz A é fulcral no estudo da Secgao

Exemplo 6.7 (i) Seja (,) : R? x R*> — R a aplicacao definida por:

(a1, a2), (B, Ba)) = a1y + aafBy,

13 A prova deste resultado serd feitas nas aulas tedéricas quando for lecionado a Seccao
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com (g, as), (B, 3,) € R Esta aplicagao é um produto interno em R? a que se d4 o nome
de produto interno usual em R?, uma vez que

(a1, 02), (B1, B2)) = 1By +azfy = [ a1 a2 | A { b 1

B
1 0
a=10)

A matriz A é simétrica e o Unico valor préprio de A é 1 > 0.

com

(ii) Seja (,) : R? x R? — R a aplicagio definida por:
(a1, 00), (B, 2)) = =200, + 3023,

com (ay,as), (B, 8,) € R% Esta aplicacio nao é um produto interno em R?, uma vez que

(a1, 2) , (B1, Ba)) = =201 8, + 3028y = [ a1 a3 | A { By }

By
-2 0
A:[O 3].

A matriz A é simétrica, no entanto, os valores préprios de A: —2 e 3 nao sao ambos positivos.

com

Exemplo 6.8 R? com um produto interno nao usual. Seja (,) : R? x R*> - R a
aplicacao definida por:

((a1,02), (B, Ba)) = 20181 + a1 By + a3y + aaf3y,

COHl/ (al) a2) ) (517 62) c R
E facil ver que esta aplicagao é simétrica e linear em relacdo a (aq, as) (fixando (5, 55)).
Vejamos por exemplo que a condigao

(a1, a2), (aq,a2)) >0, para todo o (aq,as) # (0,0),

é satisfeita.
Atendendo a que

%‘i‘ (Oél +062)2,

(a1, ag), (a1, 0)) = 207 + 2000 + 03 = @
tem-se
(a1, 2), (a1,a2)) =0 (a1 =0 ¢ sy +az=0)< (a1 =0 e ay=0) & (a1, a2) = (0,0).

Em alternativa, podemos escrever

((a1,00), (B, o)) = 2013) + a1fy + ol + s = [ 1 ay | A [ by }

By
2 1
=11
—3?/5 e %5 sao ambos positivos.

com

A matriz A é simétrica e os valores préprios de A:
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Definicao 6.9 Sejam V' um espaco euclidiano e 0 o vector nulo de V. Sejam u,v € V.

(i) Chama-se norma de u a:
[ull = v/ {u, ).

(ii) Chama-se projecgao ortogonal de v sobre u # 0 a:

(iii) Diz-se que u e v sdo ortogonais se (u,v) = 0.

(iv) Chama-se angulo entre dois vectores nao nulos u e v a:

{u, v)

[l vl

6 = arccos

Observacao 6.10 O angulo 6 entre dois vectores nao nulos v e v é % se e s6 se u e v sa0

2
ortogonais.

Teorema 6.11 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (-, -) um produto interno num
espaco linear V', entao temos

(u, )] < |Jull [loll,  para quaisquer u,v € V,
tendo-se a igualdade se e s6 se u e v forem linearmente dependentes.

(u,0)

Dem.: 1: Vamos supor que v # 0 (o caso v = 0 é trivial). Seja A := o © observe que

(u— v, v) =0, logo

0<||lu— | = (u—Av,u— M) = (u—Iv,u) — MNu— Iv,v)
= (u—v,u)y — 0= (u,u) — \v,u)
{

_ () (v, ) = {u,0) (v, v)
(v, 0)
[lull ||v|||lv||—2|<u7v>| ).

Como 0 < [|v]|*> podemos concluir que 0 < ||u||? ||v||* — [{u, v)|?, como pretendido.
Se u e v sao linearmente dependentes entao existe a tal que u = awv; assim

[, v)] = [{aw, v)| = la] (v,v) = o] [[v]|* = lo| [Jo]] [[v]| = [lav]| [v]l = [full [[v]]-

Reciprocamente, se |(u,v)| = [|u|| ||v|| entao por (*) temos [|u — Av||? =0, i.e. u — Av =0,
logo u = Av como pretendido. Q.E.D.
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Observagao 6.12 (i) Teorema de Pitagoras. Sejam u,v € R?. Tem-se u e v ortogonais
se e sO se

2 2 2
Ju—of|* = Jlul|” + [lv]|”.
Dem.
||U—U||2 = (u—v,u—v> = (u,u> - <U’u> - <U,U> + <U,’U> =
2 2 2 2
[wl]” =2 (u,v) + [lof|” = [Jul” + vl
se e sO se

(u,v) =0,

isto é, se e s6 se u e v forem ortogonais.

(ii) Em R? com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por

1By + 02| < \Jad + aZy/B2 + 55
uma vez que

(1, 2), (B, Ba)) = cu By + aafds,
com (ay,as), (B, 3,) € R

(iii) Em R™ com o produto interno usual, a desigualdade de Cauchy-Schwarz é dada por

n
Z Oézﬂi
i=1

n n
E 2 § 2

S ai 61 )
=1 =1

uma vez que

<(a17 ""an) ) (ﬂlv 7ﬁn)> = CVlﬁl + ..+ O‘nﬁm
com (aq,...,00,), (B, .., B,,) € R™

Teorema 6.13 Sejam V um espago euclidiano e 0 o vector nulo de V. Sejam u.v € V e
A € R. A norma satisfaz as seguintes propriedades.

(i) Positividade: ||u| > 0 se u # 0.
(ii) Homogeneidade: |[Au| = |A|||u]|

(iii) Desigualdade triangular: ||u + v|| < ||ul + ||v||

Observacao 6.14 Pode definir-se norma num espaco linear V', sem estar associada a qual-
quer produto interno, como sendo uma aplicacao de V em R que satisfaz as propriedades do
teorema anterior. A um espaco linear com uma norma chama-se espago normado.

61



Observagao 6.15 Seja V um espaco euclidiano. Sejam u,v € V. Tem-se

1 2 2 2
(w,v) = 5 (lw+ol” = fluf” = [lv])

Observagao 6.16 Seja V' um espago linear real normado. Sejam u,v € V. Entao, a norma
pode ser obtida de um produto interno na forma

lull = v/ (u, w)

se e sO se
2 2 2 2
Ju ="+ flu+o|" = 2|lul|” + 2v]".

Esta tultima equacao é conhecida por lei do paralelogramo.

6.1 Bases ortogonais

Definicao 6.17 Sejam V um espaco euclidiano e S C V. Diz-se que S é ortogonal se para
todos os u,v € S com u # v,
(u,v) = 0.

Diz-se que S é ortonormado se for ortogonal e para todo o u € S,

luf = 1.

Teorema 6.18 Sejam V' um espago euclidiano e S C V. Seja 0 o vector nulo de V. Se S é
ortogonal e 0 ¢ S entdo S é linearmente independente. Em particular, se n = dim V' entéo
qualquer conjunto S ortogonal de n vectores nao nulos é uma base de V.

Teorema 6.19 Seja V' um espago euclidiano com dimV = n. Seja S = {uy,...,u,} uma
base ortogonal de V. Entao, as coordenadas de um vector v € V em relagao a base S sao
dadas por:

o = <U,u]-> 7
<uj7uj>
com j =1,...,n. Isto é
v = <U, U1> Ul —<U7u2> Ug + ... + —<’U7un> e
(u1,uy) (ug, ug) (Un, Up)

Teorema 6.20 Seja V' um espaco euclidiano real com dimV = n. Seja § = {wy,...,w,}
uma base ortonormada de V. Entao, para todos os u,v € V,

(u,v) = Z (u,w;) (v,w;) (férmula de Parseval) e tem-se |u| =
i=1
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Observagao 6.21 Seja V' um espaco euclidiano real com dim V' = n. Seja § = {wy, ..., w,}
uma base ortonormada de V. Sejam u,v € V', com

U= ayw; + QaWs + ... + Quwy,, v = Fyw + Bows + ... + B, wy.

Entao, atendendo ao teorema [6.19] a formula de Parseval é dada por:

(u,v) = Zaiﬁi = Fafy+ ... +anB, e tem-se |u| =
i=1

Notacao 6.22 Sejam V um espaco euclidiano e 0 o vector nulo de V. Para qualquer v € V,
com v # 0, o vector ﬁv serd denotado por ﬁ

Teorema 6.23 Método de ortogonalizagao de Gram-Schmiddﬂ Seja V' um espaco
euclidiano. Considere o conjunto linearmente independente:

{v1,v9, ..., 01} C V.

Sejam
Uy = 7,
. <U27 u1>
Ug = Vg — pl"O‘]u1 Vo = Uy — Uy,
<U1> U1>
. . . - <U37 U1> <'l)3, u2>
Uz — V3 — pI’O‘]u2 V3 — prOJul V3 = VU3 — Uy — U9
<U1, Ul) <U2, U2>
U = Uk — Proj,, Uk — ... — Proj, . .
Entao:

(1) L({u1, ug, -, ur}) = L({vr, v2, . vk })
(ii) O conjunto {uy,ug, ..., ux} ¢ uma base ortogonal de L({vy,va, ..., v}).

Uy U2 Uk

] [zl flux

(iii) O conjunto { } é uma base ortonormada de L({vy, va, ..., vk }).

Exemplo 6.24 Considere-se R* com o produto interno usual. Seja
U=L{(1,1,-1,-1),(1,2,3,4),(2,1,—6,—7),(1,3,7,9)}).

Determinemos a dimensao de U e uma base ortonormada para U. Tem-se

14 Jorgen Pedersen Gram 1850-1916. Erhard Schmidt 1876-1959
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11 2 1 11 2 1 11 2 1
1 2 1 3 01 -1 2 01 —1 2
13 67| |04 -4 8| loo o0 o0
14 -7 9 05 —5 10 00 0 0

Logo, o conjunto {vy,ve}, com v; = (1,1, —1,—1) e vo = (1,2,3,4), é uma base de U e como
tal dim U = 2.
Sejam
Uy =01 € U = Vg — Proj,, Va.

Logo, o conjunto {uy,us}, com u; = (1,1, —1,—1) e
1+2-3—-4

4
¢ uma base ortogonal de U. Uma base ortonormada para U:

{u1 UQ}:{(H | 1)(@3@@3&‘6)}

up = (1,2,3,4) — (1,1,-1,—1) = (2,3,2,3),

Jua || e 227 2" 2 137 26 ' 13’ 26

Teorema 6.25 Qualquer espaco euclidiano de dimensao finita tem uma base ortonormada.

Teorema 6.26 Seja {vy,vs, ..., v, } uma base de R". Entao, existe um tnico produto interno
em R" para o qual esta base é ortonormada.

Exemplo 6.27 Considere em R? a base S = {v, v}, com v; = (1,0) e v = (1,1). Vejamos
que existe um e um sé produto interno para o qual a base S é ortonormada.
Seja B2 = {(1,0),(0,1)} a base canénica de R?. Tem-se

_ 117! 1 -1
SBZHS:(SSHBE)IZ[O 11 :|:0 11-

Sejam u,v € R2. Tem-se
U:(Oél,Ctz) € U= (ﬁhﬁZ)’

onde ay, ay e B, B35 sao as coordenadas na base B2 de u e v respectivamente. Seja S = Sp2_s-
Logo, a aplicagao (,) : R? x R? definida por

(u,v) = (Su)” A(Sv), com A= [ 2223 gz;z; } = “] (1)] ,

é um produto interno e é o tnico para o qual a base S é ortonormada. Tem-se entao

<(O{1, OQ) ) (ﬂl: ﬂ2)> = alﬂl - 0[1/82 - a2/81 + 20@52'

E facil verificar que para este produto interno a base S é ortonormada:

<<170> ) (17 1)) =0 e <<170> ) (170)> = <(17 1) ) (17 1)> =1
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6.2 Complementos e projeccoes ortogonais

Definicao 6.28 Sejam V um espaco euclidiano e S um subespaco de V. Diz-se que um

elemento de V' é ortogonal a S se for ortogonal a todos os elementos de S. Ao conjunto

de todos os elementos ortogonais a S chama-se complemento ortogonal de S e designa-se
L

por S—.

Teorema 6.29 Qualquer que seja o subespaco S de um espaco euclidiano V, também S+ é
um subespaco de V.

Exemplo 6.30 (i) Se S C R? é um plano que passa pela origem, entao S+ é uma recta que
passa pela origem e é perpendicular ao plano.

(ii) Se S C R? é uma recta que passa pela origem, entdo S+ é um plano que passa pela
origem e é perpendicular a recta.

(iii) Seja A € M,,x,(R). Entao,

Teorema 6.31 Se S é um subespaco de dimensao finita de um espago euclidiano V', entao
V é a soma directa de S e S+, isto é, V = S @ S*. Logo, cada elemento v € V pode ser
escrito de modo tinico como soma de um elemento de S com um elemento de S*:

v=uvg+vg, com vg€ES e wvgL €St

A aplicacdo Ps : V' — S definida por Ps(v) = vg chama-se projeccao ortogonal de V'
sobre S e a aplicacio Pg. : V — S+ definida por Pgi(v) = vgr chama-se projecgao
ortogonal de V sobre S+. Tem-se

I = Ps+ Ps..

Se {vy,v9,...,v,} é uma base ortonormada de S, entao

n

Ps(v) = Z (v, v3) v;,

i=1
para todoov € V.
Se {uy, Uy, ..., ux} é uma base ortonormada de S+, entao

k

Psr(v) =Y (v,u)u;,

i=1

para todo o v € V.
As aplicagoes Ps e Pg. sao transformagoes lineares de V' em V' que satisfazem as propri-
edades:

(i) Ps(V) =S, Ps(V)=5%
(i) (Ps)* = Ps, (Ps:)* = Psu;
(iii) (Ps (u),v) = (u, Ps (v)), (Pgs (u),v) = (u, Pgs (v)), para todos os u,v € V;

(iv) |lul|* = ||Ps (w)||> + || Psx (u)||*, para todo o u € V (Teorema de Pitdgoras);
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Observagao 6.32 Seja V um espaco euclidiano de dimensao finita e U é um subespaco
linear de V.

(i) dim U + dim U+ = dim V onde U~ designa o complemento ortogonal de U em V.
(i) (U) =U
(iii) Seja v € V. Se {uy,vs, ..., up} é uma base de U entdao v € U™ se e 56 se

(v,ur) = (v,ug) = ... = (v,uy) = 0.

(iv) Nas condigoes de (iii), seja V' = R". Seja A a matriz k x n cuja linha i é igual ao
vector v;. Entao U = L(A) e U+ = N(A).

Teorema 6.33 Seja S é um subespaco de dimensao finita de um espaco euclidiano V. Seja
v € V. Entao, existe um elemento de S mais préximo de v do que qualquer dos outros
pontos de S. Este elemento é a projeccao ortogonal Ps (v) de v sobre S e tem-se

[0 = Ps ()| < flv—wull,

para todo o u € S, e a igualdade verifica-se se e sé se u = Pg (v).

Definicao 6.34 Seja V' um espaco euclidiano. Seja S é um subespaco de V com dim S = k.
Seja ¢ € V. Chama-se ao conjunto

{g}+5
um k-plano. A distancia d de um ponto p € V' a um k-plano P = {¢} + S é dada por:

d(p,P) = |Ps (p—q)ll-

Observagao 6.35 A distancia entre dois k-planos paralelos P; = {a} + S e P, = {b} + S
¢é dada por:
d (P1,P2) = || Pss (a—b)].

Exemplo 6.36 Considere-se R? com o produto interno usual.
(i) Seja P o plano (em R?) que passa pelos pontos: (1,2,1),(1,0,—1) e (1,1,1). Tem-se

P ={(1.2,1)} + L ({(0, -2, -2),(0,~1,0)})

Equacao vectorial de P:
(z,y,2) = (1,2,1) + (0, -2, —2) + 5(0, —1,0),

com «, 3 € R.
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Equacoes paramétricas de P:

r=1

y=2+4+28-2a—-p4

z=1-2«
com «, 3 € R.

Equacao cartesiana de P:
x=1.

Em alternativa, podemos determinar uma equacao cartesiana de P do seguinte modo.
Atendendo a que
P = {(1’ 2, 1)} + L ({(07 -2, _2>7 (07 -1, 0)}) )
seja
S=1L ({(07 —2, _2)7 ((07 -1, 0)}) :
Logo,

SL - {(l’,y,Z) S R?) : <<I,y,2’), (07 _27 _2)> =0 e <(ZL’,y,Z>, (07 _]-70)> - 0} -
0 —2 -2
e assim, a equagao cartesiana do plano P que passa pelo ponto (1,2, 1) é dada por:
(<(.Z'— 17y_272_ 1)7(17070)> :O) Ang

ou seja por
x=1.

(ii) Determinemos a equagao cartesiana da recta que passa pelos pontos (1,1,0) e

(1,2,1). Tem-se
r={(1,1,0}+L({(0,1,1)}),
uma vez que (0,1,1) = (1,2,1) — (1,1,0). Seja
S=L{(0,1L1)}).
Logo,
St ={(z,y,2) €R*: {(2,5,2),(0,1,1)) =0} =N ([ 0 1 1])=L({(1,0,0),(0,1,-1)})
e assim, a equagao cartesiana da recta r é dada por:
(((r—1,y—1,2),(1,0,0)) =0 e {((x—1,y—1,2),(0,1,—-1)) =0) &
S(l(z—-1)=0¢e 1(y—1)—12=0),

ou seja por



6.3 Diagonalizacao ortogonal de matrizes simétricas

Recordamos que Q € M, (R) diz-se ortogonal se QTQ = I.

Observagao 6.37 i) Se (Q ¢ uma matriz ortogonal, entdo Q é invertivel, Q= = Q7,
det(Q) = £1 e portanto a transposta Q7 também ¢é ortogonal QQT = I.

ii) Seja {vy,vq,- -+ ,v,} uma base ortonormada de R" quando munido com o produto interno
usual. Seja ainda ) a matriz cuja coluna i é o vector v; (com i = 1,2,--- n). Entdao @ é
ortogonal e podemos resumidamente escrever

vy -+ v, | matriz ortogonal <= {vy,...v,} base ortonormada de R" com o p.i. usual.
]
Definigao 6.38 Seja A = [a;j] € My« (C). A matriz A* cuja entrada (4, j) ¢ dada por aj;

¢é habitualmente designada pela matriz transconjudada de A; i.e. A* = A", Dizemos que a
matriz A é

1. normal se AA* = A*A,

2. hermitiana se A = A*,

*

3. anti-hermitiana se A = —A*,
4. unitaria A for invertivel e se A=! = A*.

Se A tiver entradas em R, entao a matriz A diz-se normal, simétrica, anti-simétrica e orto-
gonal, respectivamente.

Temos (A*)* = Ae (eAB)* =aB*A* e
o A e M,,(C) hermitiana ou anti-hermitiana ou unitaria = A normal.

e A e M, x,(R) simétrica ou anti-simétrica ou ortogonal = A normal.

1 10 2 11
e Noteque A= |0 1 1| énormal AA*= |1 2 1 | = A*A mas nao é unitaria
1 01 11 2

nem (anti)hermitianal

Seja K = R ou K = C. Usando a definigao de A* juntamente com o produto interno
usual em K", dado por

(u,v) =21Y; + oo + T, com u = (1, ..., Tp)y V= (Y1, e, Yn),
podemos provar o seguinte resultado fulcral.
Teorema 6.39 (Au,v) = (u, A*v) para quaisquer u,v € K.

Prova Sejam u = (x4, ...,z,) e v = (Y1, ..., Yn). Usando a defini¢do de produto interno usual
e produto matricial, temos

T n
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Analogamente,
(u, A*v) sz (A*v) ZZ@ A*), @jzzzﬁiiﬁ%zzzaﬁ%i%a
i i

que é a expressao em (*), efectuando a troca de i com j. Q.E.D.

Teorema 6.40 1. \ valor préprio de A se e s6 se X valor préprio de A* (i.e. o(A*)=0(A)).
2. A normal se e s6 se (Au, Av) = (A*u, A*v) para quaisquer u,v.
3. A hermitiana se e so se (Au,v) = (u, Av) para quaisquer u,v.
4. A unitdria se e sd se (Au, Av) = (u,v) para quaisquer u,v.
5. A hermitiana, entao os valores proprios de A sao todos reais.

6. A unitdria entdao os valores proprios de A tém modulo 1, isto € |\ = 1 para qualquer
valor proprio A de A.

7. Se A € normal, entdo Au = Au se e sd se se A*u = \u.
8. Se A € normal, vectores proprios associados a valores proprios distintos sao ortogonais.

Prova: 1. Uma vez que

par(N) = det(A*—XI) = det(A" —XI) = det((A—XI)T) = det(A—XI) = det(A — \) = pa(N)

temos pa-(\) = pa()); logo A é valor préprio de A* sse A é valor préprio de A.
2. Observe que se AA* = A*A, entao pelo Teorema temos

(Au, Av) = (u, A*Av) = (u, AA™v) = (A"u, A™v).
Reciprocamente, novamente pelo Teorema [6.39| e hipotese temos
(AA*u, A*Au) = (A%u, A*A* Au) = (Au, AA* Au) = (A" Au, A" Au)

e analogamente (A*Au, AA*u) = (AA*u, AA*u). Assim podemos facilmente calcular e con-
cluir que
[(A*A — AA")u|]* = ((A*A — AA")u, (A*A — AA")u) =0

logo (A*A — AA*)u = 0 para todo o u, i.e. A¥*A— AA* =0.
3. Trivial pelo Teorema |6.39]
4. Se A é uma matriz unitaria entao temos

(Au, Av) = (u, A*Av) = (u, A7t Av) = (u,v),

como pretendido. Reciprocamente, a hipétese implica que ||Au||> = ||u||* para todo o u
(fazendo u = v), logo N'(A) = {0} e portanto A é invertivel. Por outro lado,

(A*A — Du,v) = (A" Au,v) — (u,v) =0,

para quaisquer u,v. logo A*A — 1 = 0.
5. Seja A um valor préprio de A e u um vector préprio associado: Au = Au. Entao usando
a parte 3) deste Teorema temos

Mull? = Mu,u) = (A, u) = (Au,u) = (u, Au) = (u, \u) = Mu,u) = M|ul|?,
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logo A = A (i.e. A € R).
6. Seja A um valor préprio de A e u um vector proprio associado: Au = Au. Entao temos

M Jull* = A\ u, u) = (A, M) = (Au, Au) = (u,u) = ||ul?,
logo AX = 1.

7. Sendo A normal, pela parte 2) deste teorema podemos concluir que ||Au|| = ||A*ul|
para todo o vector u. Mais, podemos verificar que A — AI também é uma matriz normal,
para todo o escalar X\. Assim se Au = A\u temos

0 = [I(A— ADyull| = [|(A = AI)*ul| = [|(A* = A)ul|

o que prova que u é um vector proprio de A associado ao valor préprio A sse u é um vector
de A* associado ao valor préprio \.

8. Sejam u e v vectores préprios de A associados a valores préprios A\; e Ay distintos, respec-
tivamente. Assim temos Au = \ju e Av = \yv e portanto,

(AL — Xo)(u, ) = (Aqu, v) — {u, o) = (Au,v) — (u, A*) =0,

onde usamos as partes 1) e 7) deste teorema assim como o Teorema [6.39f Como A\; # Ay
podemos concluir que (u,v) =0. Q.E.D.

Como caso particular, temos o seguinte para matrizes reais.
Teorema 6.41 Seja A € M,,»,,(R) e considere o p.i. usual em R".
1. temos (Au,v) = (u, ATv) para quaisquer u,v € R",

2. Os valores proprios de uma matriz simétrica sao todos reais. Mais, se u for um vector
préprio de uma matriz simétrica entao u € R™.

3. Se A for simétrica, entao vectores préprios associados a valores proprios diferentes sao

ortogonais (e portanto linearmente independentes).

Prova 1. E um caso particular do Teorema e 3. Segue pela parte 7) do Teorema m
2. Os valores préprios de uma matriz (real) simétrica sao reais resulta, como caso particular,
da parte 1) do Teorema . Ora se A € R e A também tem entradas em R, entao os
vectores em N (A — AI) sdo vectores em R™.

O conceito de matriz transconjugada/transposta indica-nos como construir transformagoes
lineares em espacos euclideanos gerais.

Lemma 6.42 (Teorema de representacao de Riesz) Seja E um espaco euclidiano de
dimensao finita sobre K e ® : E — K wuma transformacao linear. Entao existe um e um so
up € E tal que ®(u) = (u,ug), para todo o u € E.

Prova: Se ®(u) = 0 para todo u € E entao podemos escolher ug := 0. Se ® # 0, seja

M :=N(®)={ue E: ®(u)=0}
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Claro que M é um subespaco linear de £ e M # E pois ® # 0. Seja y € M*. Entao
®(y) = ¢ # 0 seja z = 1y, pelo que (z) = 1. Para qualquer u € E, temos ®(u)z —u € M
logo ®(u)z —u L z, portanto

(P(u)z —u,z) =0, Yu € E.

Esta equacdo pode ser escrita como ®(u) = (u, Wz) pelo que basta escolher uy = Wz,
0 que prova a existéncia. Quanto a unicidade, sejam ug e u; tais que (u,ug) = (u,u;) para
todo u € E. Assim (u,uy —u1) = 0 para todo u € E, i.e. up —u; € E+ = {0}. Q.E.D.

Seja F for um espaco euclidiano de dimensao finita sobre K e T' : F — E uma trans-
formagao linear.

Teorema 6.43 (Transformacao linear adjunta) Sendo E um espago euclidiano de di-
mensao finita, a equacao
(T'(u),v) = (u,T"(v)), (4)

para quaisquer u,v € E define unicamente uma transformagao linear T* : E — E (a
transformac¢ao adjunta de T).

Prova: Para cada v € F seja L, : E — K definido por L,(u) = (T'(u),v). Claro que
L, é uma transformacao linear, logo pelo Lema existe um tnico vector (designado
por "T*(v)”) tal que L,(u) = (u,T*(v)). Fica assim construida uma fungao 7% : £ — F
obedecendo a Eq. . Falta provar que T é uma transformacao linear. Ora, isto resulta da
Eq. porque 3

<U,T*()\U1 + U2)> = (T(u), )\Ul + U2> = )\(T(U), U1>

= (T(u),v2) = Mu, T"(v1)) + (u, T"(v2)) = (u, AT" (1) + T"(v2))
logo T*(Avy + v9) = AT*(vy) + T*(ve) para A € K, vy, v € E.  Q.E.D.

Observagao 6.44 1. Seja A € M, (K) eT : K* = K" a transformacao linear definida
por T'(u) = Au; entao T*(u) = A*u se o produto interno em K" for o produto interno
usual. Assim a transformacao adjunta T* € uma generaliza¢ao de matriz transconju-
gada.

2. Podemos definir o que é uma transformacdao normal TT* = T*T, hermiteana..., exac-
tamente como o fizemos no caso das matrizes na Defini¢do [6.38

3. Mais, os resultados do Teoremal6.40 continuam vdlidos com as mesmas demonstragoes
para o contexto de transformagoes adjuntas (substituindo A por T e A* por T*) num
espaco euclidiano qualquer de dimensao ﬁm’ta/m

Claro que (T*)* = T e se vy, ..., v, for base ortonormada de E; é facil ver que essa trans-

formacao T™ é dada por

T*(u) = (u,T(v)) v (5)

i=1

Teorema 6.45 Seja T : F — FE uma transforma cao linear num espago euclidiano E de
dimensao finita com coeficientes em K. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

15podemos remover a restricio de E ser de dimensdo finita, mas para tal precisamos de desenvolver o
conceito de continuidade para transformagoes lineares, e é para essas transformacoes lineares que o Lema

e a Eq. continuam vélidos!
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1. Existe uma base ortonormada de E constituida por vectores préprios de A.

2. T é normal e os seus valores proprios pertencem a K.

Dem.: Prova de 1) = 2). Seja vy, ..., v, uma base de E formada por vectores préprios de T.
Temos entao T'(v;) = A\; v; com \; € K. A matriz de T nessa base (ordenada) é portanto a
matriz diagonal

AN - 0

D=|: -

0 - A\,

pelo que o polinémio caracteristico de T é p(A) = det(D—AI) = (—=1)"(A=X1)(A=Xg) - - - (A—
An)- Sendo entao {1, .., A, } os valores préprios de T', que estao em K. Admitindo agora que

essa base vy, ..., v, € ortonormada, temos que para u = &v;+...+ &, U, € U =101 + ... +1,,Up
(com os coeficientes em K):

(T'(u),T(v)) = (&T(01)+ .. +&T(0n),mT(v1) + .. + 0,1 (0n)) =
= <€1)\1U1 + . 5 A /U’m/r’l)‘lvl + . nnAnvn>

= Zg)\/\]n] Vi, Vj) ZgA)\ﬂh

i,7=1

Por outro lado, usando a equacgao temos:

(T"(u), T"(v)) = <Z<UaT(%)> UuZ@aT(Um vj)
= Z<U>T(Ui)><U»T(Uj)><UuUj> = Z<U>T(Ui)><U>T(Ui)>

n

= 3 (u, v (o, Nws) = ZM u, v;) (v, v;)

=1

= Z AiXil€101 + oo+ €U, V) (001 + o 1,0, V)

i=1
i=1

Ou seja (T'(u), T'(v)) = (T (u), T*(v)) e portanto T" é normal.

Prova de 2) = 1). Vamos mostrar, utilizando o método de indugao, que existe uma base
prépria de E, relativa a T" que é ortonormada. Se dim(FE) = 1, ndo ha nada a provar. Supo-
nhamos que o enunciado é valido para dim(E) =n — 1 # 0 e vamos provar que o resultado
também é valido para dim(E) = n. Seja A; € K um valor préprio de T' e seja v; # 0 tal que
T(v1) = A\jv; e ponha-se wy = os Pelo que [lwi|| = 1. Seja F = L({v;})* o complemento
ortogonal do espago gerado pelo vector v; em F; portanto dim(F) = n — 1. Provamos que
T(F) C F (para tal basta verificar que (T'(v),v;) = 0 para todo v € F, o que é de facto
acontece usando a defini¢oes de T* e de F'). Pelo que a restrigdo T'|r é uma transformacao
linear de F' para F. Ora essa restrigdo 7| continua a ser uma transformagao linear normal,

pelo que pela hipétese de inducao, existe uma base ortonormada ws, ..., w, de F formada
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por vectores proprios de T'|g. E claro que entao wy, ws, ..., w, é uma base ortonormada de
E de vectores proprios de T'.  Q.E.D.

Usando o produto interno usual em K" e a transformacgao definida a custa da matriz
T(u) = Au, temos a seguinte consequéncia do Teorema M

Corolario 6.46

1. (Matrizes unitariamente diagonalizaveis) A matriz normal <= existe uma base
ortonormada de C™ constituida por vectores proprios de A.

2. (Matrizes ortogonalmente diagonaliziveis) A real e simétrica — os valores
proprios de A sao reais e existe uma base ortonormada de R™ constituida por vectores
proprios de A.

Observagao 6.47 Nas condigoes deste Coroldrio [6.46:

1. A unitariamente diagonalizavel <= eziste uma matriz diagonal D e uma matriz
unitaria U tais que
D =UAU".

2. A ortogonalmente diagonalizavel <= existe uma matriz diagonal real D e uma matriz
ortogonal Q) tais que

D =QAQ".

3. A matriz real tal que AAT = AT A entdo A é unitariamente diagonalizdvel porque A
¢ matriz normal. No entanto, A poderd nao ser ortogonalmente diagonalizavel! por

_01 (1) ] ¢ normal AAT = I = ATA no entanto o4 = {£i} e os

vectores proprios sao vectores com entradas em C e nao em R.

exemplo A = {

Procedimento para diagonalizar ortogonalmente uma matriz A € M,,,.,(R) simétrica

1. Calcule os valores prprios Ay, ..., A, de A e determine uma base para cada espago proprio
de A.

2. Aplique o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a cada base de cada de espagcos
proprio de A. Temos assim uma base ortogonal de R™ constituida por vetores préprios
de A. Normalize esta base, construindo assim uma base {vy,...,v,} ortonormada de
R™ constituida por vetores proprios.

3. Seja QT a matriz cuja coluna i é o vector v; e D a matriz diagonal cuja entrada (i,)
é o valor préprio \; de A associado ao vector préprio v;, com ¢ € {1,...,n}.

4. A teoria garante que D = QAQT.
4 2 2
2 4 2 |. Como A ésimétrica sabemos que existe uma matriz
2 2 4

ortogonal () e uma matriz diagonal D tais que D = QAQ?. Vamos entao construir Q7, D
e naturalmente Q = (Q1)7.

Exemplo 6.48 Seja A =
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1) o polinémio caracteristico de A é

4— A\ 2 2
p(A\) = det(A — M) = det 2 4-X 2 =.==272A\-238),
2 2 4— )\

pelo que os valores proprios de A sdo A = 2 (raiz dupla) e A = 8 (raiz simples). O espago
préprio associado a A = 2 é Fy = N (A — 2I) cujos vectores u; = (—1,1,0),us = (—1,0,1)
forma uma base de E,. O espago proprio associado a A = 8 é Fg = N(A — 8I) e o vector
uz = (1,1,1).

2) Aplicando o processo de Gram-Schmidt as bases {u1, us} e {ug} e depois normalizando,
obtém-se:

1 1 1 1 2 1 1 1
v = __7_707 Vo= \—""F= —"7=) &= V3 =\—F%=,—F7=) —=
=mEY vt ww B E )
1 Lo
200 V2 T B
3) Entao temos D= | 0 2 0 |, QT = \% —\/Lg \/Lg e Q= (Q1)T e 4) sem fazer
DA
Vs 0 % %

calculos D = QAQ".

Teorema 6.49 Seja B = {vy, ..., v,} uma base ordenada num espago linear real E, A matriz

n X n real e ug as coordenadas do vector u na base B. Entdo (u,v) :=[— ug —]A | vp

define um produto interno em E se e so se
1. A= AT (matriz simétrica) e

2. 04 CRT (0s valores prdprios de A sao todos estritamente positivos).

Prova: i) O axioma da linearidade verifica-se sem nenhuma restri¢ao; nomeadamente

(Autv,w) = [— (Autvu)g —]A | wg | =AN[—up—]A | wg |+[—v —]A | wp | = Mu,w)+(v,w).

ii) Vejamos o axioma da simetria. Ora [— up —|A | vp | é uma matriz 1 x 1 logo simétrica,
portanto

(u,v) =[— up —]A v|B :([—uB—]A v|B >T—[—UB_]AT u’B ,

Portanto (u,v) = (v,u) sse A = AT.
ii) Vejamos o axioma da positividade ((u,u) > 0, Yu # 0). Note que

| T |
(w,u) = [~ up —]A u’B — = up -] AZA u|B
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T , T . . s e g ,o.
e A4 & sempre matriz simétrica. Assim, podemos assumir que A é simétrica. Pelo Corolrio

Ma matriz A é ortogonalmente diagonalizdvel: D = QAQT com D = diag(\i, ..., \n)
matriz diagonal e () matriz ortogonal. Dado u € E seja cada x = ug e y = Qx. Assim

| | | n
(uu) =[—z —]A T = [~z -Q"DQ T =[-y-ID @’/ IZM?-

Como > 1" | \iy? > 0 para todo y = (y1,..., yn) sse Ay > 0,..., A, > 0 podemos concluir que o
axioma da positividade é equivalente a positividade de todos os valores préprios da matriz
simétrica A. Q.E.D.

O resultado andlogo a este teorema para produtos internos em espagos lineares sobre C é
6bvio: A= A*eoy CRT.

Exemplo 6.50 Vamos provar que

(21, 223), (Y1, Y2, Y3)) = 421Y1 42019+ 209Y1 +201Y3 +203Y1 +4T9ys + 27 9y3 + 213y +413Y3,

define um produto interno em R3. Ora

4 2 2 U1
(1, 2273), (Y1, Y2, Y3)) = [ Iy T2 I3 ] 2.4 2 Y2
2 2 4 Ys

como a matriz é simétrica, falta somente verificar que os valores proprios de A sao estri-
tamente positivos (pelo Teorema [6.49)! Todavia pelo Exemplo 6.48 04 = {2,2,8} C R*.
Portanto (*) define um produto interno em R3.

Produto Externo e Misto

Sejam u = (ay, as, az),v = (b, by, b3) vectores de R3 e {e;, ez, e3} a base canénica de R3. O
produto externo entre u e v é um vector de R3, que designamos por u x v e é definido

€coImo:
€1 €2 €3

uXxv=det| a a2 asz | =det %2 O3 e, — det 9 G es + det @ a2 €3 =
by b3 bi b3 by bo
by by b3
(a263 — agby, azby — abs, a1by — azbl)-
Uy vV Wy
Produto misto é (u,v x w) =det | uy vy wy
Uz V3 Ws

Teorema 6.51
a)uxXxv=—-vxueuxu=0,

b) Se u,v sdo ortogonais e nao nulos , entao {u,v,u X v} é uma base ortogonal de R3,
c) u X v é ortogonal a u e a v,

d) |Ju x v|| = ||u]| ||v]| sin(f) onde 6 é o angulo entre u e v,
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e) ||lu x v|| é a drea do paralelogramo definido por u e v,

f) O valor absoluto [{u,v x w)| de (u,v X w) é o volume do paralelipipedo formado pelos
vectores u, v e w.

g) (u,u x v) = (u,v x u) =0, (u,v X w) = (u X v,w).

h) V = |{(u,v x w)| é o volume do paralelipipedo formado pelos vectores u, v e w. Note que

V= ||u X o] [|wl] |cos(0)] .
——— —_———
4drea da face determinada por u e v altura

7 Algumas Aplicacoes

7.1 Formas quadraticas

Formas quadraticas é uma funcao Q : R™ — R que pode ser escrita na forma

n

Qu) = Z aijr;ry, com u = (Tq,...,x,), a;j € R. (6)
ij=1
Classificagao das formas quadraticas Seja () forma quadratica; @) é
e definida positiva se Q(u) > 0, Yu € R™, u# 0,
e definida negativa se Q(u) < 0, Yu € R", u# 0,
e semidefinida positiva se Q(u) > 0, Vu € R",
e semidefinida negativa se Q(u) < 0, Vu € R",

e indefinida se existem u e v tais que Q(u) > 0 e Q(v) < 0.

A equacao @ pode ser escrita na forma Q(u) = uAu’, com A = [a;;]; mas podemos

, T T T
também escrever Q(u) = u % u” com a vantagem de % ser uma matriz simeétrica.

Exemplo: Q : R? — R tal que Q(x1,x9) = aux% + @19212T9 + Qo1 Ty + aggx%. Temos

Q(xl’xQ):[Il x2}|:a11 a12:| |:i;:|:['rl «T2}|:a1g-11-}121 %][‘rl].

Q21 Q22 5 22 T2

Teorema 7.1 Seja Q(u) = uAu” forma quadrdtica com A simétrica. Entao:
e () definida positiva se e s se todos os valores proprios de A forem positivos.
e () definida negativa se e s6 se todos os valores préprios de A forem negativos.
e () semidefinida positiva se e s6 se todos os valores prprios de A forem nao negativos.
e () semidefinida negativa se e sé se todos os valores prprios de A forem nao positivos.
e () indefinida se e s6 se A tiver pelo menos um valor proprio positivo e outro negativo.
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Supondo que A é uma matriz real e simétrica, entao Q(u) = uAu’ é uma forma quadrética
definida positiva se e s6 (u,v) = uAv? define um produto interno em R™.

2 2
2 2
préprios sao A1 = 0 e Ay = 4. Assim, () é uma forma quadrética semidefinida positiva.

Exemplo 7.2 e Seja Q(xy, 1) = 227 + 4179 + 2235. Entao A = , cujos valores

e A forma quadratica Q definida usando a matriz da métrica A de um p.i. (u,v) = uAv?
é uma forma quadrética definida positiva, pois Q(u) = (u, u).
7.2 Minimos quadrados

Seja A € Myxn(R) eb € M1 (R). O sistema linear Ax = b é impossivel se e s6 se b & C(A)
(i.e. SAx:b = @)

Vamos procurar vectores X que tornem minima a distancia entre AX e b, isto é ||Ax — b|| =
min,{||Ax — b||}. Dizemos que tal X é uma solu¢do de minimos quadrados associado aos
sistema linear Ax = b.

Assim, ||Ax — b|| < ||Ax — b|| para todo x; AX — b o vector erro e ||Ax — b|| erro de minimos
quadrados.

Claro que Ax € C(A) para todo o x, pelo que ||Ax — b|| é minimizado se

Ax = projq(b), (7)
onde proje(b) designa a projeccao ortogonal de b sobre C(A). Temos Ax = proj.(b) é sempre
um sistema possivel e as suas solugoes sao as solugoes de minimos quadrados do sistema

inicial Ax = b.

Teorema 7.3 e X solucao de minimos quadrados de Ax = b sse X é solucao do sistema linear
Ax = projq(b).

e Existe uma tnica solu¢do de mnimos quadrados do sistema Ax = b sse car(A) = n.

e Como resolver o sistema linear ?

Podemos usar a decomposiao b = proje4y(b) + projecaye(b) (note que C(A)" = Ly =
N(AT)) e concluir que

Teorema 7.4 X uma solugao do sistema linear Ax = projq(b) sse X é uma solugao do sistema
linear (AT A)x = ATb.

A equacao (AT A)x = ATb é designada por equagio normal.
Teorema 7.5 o N(A) = N (AT A).
® Suraz—ary #0, Sax=p C SaTaz—a70.
o Se Sax—p # 0, entdo Sax—p = SAT Az—ATh-
e Se car(A) =n, x = (ATA)7* A1) é a tnica solugio da equagao normal AT Ax = ATb.
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. 1 2 1

Exemplo: Sejam A= 9 4 1, b—{ 5

outro lado car(A) # 2 pelo que a solugdo de minimos quadrados nao é tnica. Podemos

verificar isso mesmo, determinando o conjunto solucao de AT Ax = ATh. Calculando temos

ATA = { :2 __162 } e ATh = [ :2 ], pelo que o conjunto solucao de ATAx = ATb é
{(z,y) € R? : 2 + 3y = 1} (o conjunto solugao de minimos quadrédros de Ax = b).

} . O sistema linear Ax = b é impossivel. Por

e Ajusto de curvas a uma tabela

Pretende-se encontrar uma funcdo y = f(x) que se ajuste a um conjunto de dados experi-
mentais (p.e. em R?)

Py = (21,11), Po = (22,%2), -, Pu = (0, Yn)
da melhor maneira possivel.

Modelo Linear: Seja R arecta y = a + [x

a+ Bry =y
. . a+ fry =y, o
Para P, € R temos o sistema linear . nas variaveis «, 3, para o qual
o+ BT, =y
I x (7
A=+ ¢ |, b=
1 =z, Un

Se P; ¢ R para algum i, entao o sistema linear é impossivel. Nesse caso, procuramos a recta
que melhor se aproxima dos pontos, cuja solugao é

%= [0‘ ] = (ATA) T A"p,

g
11 3/2
Exemplo: Sejam P; = (1,3/2), P, = (2,1/2), Py = (3,3). Assim A=| 1 2 [, b=| 1/2 |,
1 3 3
~ S0 4 (AT AV=1 AT 1/6 10 4 1, 3
cuja solucao é (A" A)~"A"b = 3/4 e a recta pretendida é: y = ¢ + 3
Modelo quadratico: y = o + B + y2?,
1 2y af o (7
originando o sistema | @ @ Bl =1 : nas variaveis a, [3, .
1z, 22 g Yn

7.3 Equacoes diferenciais ordinarias

e Se f: R — R é solucdo da equagao diferencial f'(t) = Af(t) (com X escalar fixo), entao
existe um escalar c tal que f(t) = c eM.

e Considere fungoes z1(t), z(t), -+ , z,(t) diferencidveis na varidvel real ¢. O sistema da
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forma
ap121(t) + ajpra(t) + ... + arpx,(t) = )
a1 21 (1) + agowo(t) + ... + agpy(t) = xh(t) 5

A1 Z1(t) + amaxa(t) + ... + apnxn(t) = 2, (t)

chama-se sistema linear de equagoes diferenciais de primeira ordem, em que a;; ¢ uma cons-
tante e 7%(t) designa a derivada de z;(¢t) (i =1,....m, 7 =1,...,n).
O sistema pode escrever-se na forma matricial: 2/(t) = Az(t) onde A = [a;;] €

MnanR)?

£a(t) 2 (1)

e Resolugao de ' = Ax com A diagonalizavel
Se a matriz A = [a;;] € M,x,(R) é diagonalizdvel, para resolver 2'(t) = Ax(t) em

primeiro lugar encontra-se uma matriz mudanca de base

~1

S = SBC—)vaa ST = S'BUZJ —Bc
onde By, = {vi,ve, -+ ,v,} é uma base de R" formada por vectores préprios de A tal que
o valor préprio associado a v; é \;, 1 = 1,2,--- ,n, Bc é a base candnica de R" e matriz

diagonal
D = diag()\la )\27 T 7)\71)

(formada pelos valores préprios de A) tais que D = SAS™!. Depois, usa-se a mudanca de
varidvel Sz = y e e transforma-se o sistema ' = Az no sistema 3/ (t) = Dy(t) com as fungdes

1 e)qt
. ~ 7’ czeAQt ~ /7 .
separadas, cuja solugao geral é y(t) = . onde A, -+, \, sao os valores proprios de
cpent
Aecy,- -, c, sdo constantes. Finalmente, a solucao geral do sistema inicial 2/(t) = Ax(t) é
creM?t
» | et
z(t)=S"tylt)=| v1 - v,

porque z'(t) = Az(t) < 2/(t) = ST'DSz(t) <= S2'(t) = DSz(t) < v/(t) = Dy(t).

Exemplo: Vamos determinar a solugao geral do seguinte sistema de equagoes diferenciais:

221 (t) + xo(t) = 2 (t) (9)
—2x1(t) + 5a(t) = a4(t)
2 1 . PR ,
Claro que A = _9 5 | cujas valores proprios sao \y = 3 e Ay = 4, pelo que A é

diagonalizavel, {(1,1)} é uma base para o espago préprio para Fy, e {(1,2)} é uma base
para o espago proprio para Fy,. Assim,

[3 0 L[
=15 4) s=[1:]
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e portanto a solugao geral do sistema de equagoes diferenciais @D é
o(t) = xi(t) | g1 ae* ] [11 ce* | | e + et
| m(t) | et | 12 coe®t | | e 4+ 2cpet |
Vamos calcular a tnica solu¢ao de (9)) sujeita as condigdes iniciais z1(0) = 1, x2(0) = —1.

Ora (21(0),22(0)) = (1 + ¢2,¢1 + 2¢3), pelo que ¢; = 3¢, = —2 e a tnica soluca de (9) ¢
(z1(t), 22(t)) = (3 — 2e%, 3e*" — 4et).

7.3.1 Um processo de difusao

Considere 2 células adjacentes separadas por uma membrana permeéavel e suponha que um
fluido passa da 1% célula para a 2% a uma taxa (em mililitros por minutos) numericamente
igual a 3 vezes o volume (em mililitros) do fluido na 1* célula. Em seguida, passa da 2*
célula para a 1* a uma taxa numericamente igual a 2 vezes o volume do fluido na 2% célula.
Vamos representar por x1(t) e x2(t) os volumes do fluido na 1% e 2% células, respectivamente,
no instante t. Suponhamos que, inicialmente i.e. t = 0, a primeira célula tem 40 ml de fluido,
enquanto que 2¢ tem 5 ml.

Vamos determinar o volume de fluido em cada célula no instante ¢.

Solucao A variacao e volume de fluido em cada célula é a diferenca entre a quantidade
que entra e a quantidade que sai. Como nenhum fluido entra na primeira célula, temos:

dxd;t(t) == —31'1 (t),

onde o sinal de menos indica que o fluido sai da célula. O fluxo 3zy(t) sai da 1* célula e
entra na 2% O fluxo que sai da 2% célula é de 2z5(t). Logo a varia¢ao no volume na 2% célula
¢é dada por

d[EQ (t)
dt
Obtém-se assim o seguinte sistema de equagoes diferenciais de 1* ordem:

{ =31 (t) = 21 (1)
31 (t) — 2xo(t) = ah(t)

= 3z (t) — 2z(1).

:
, N ] _[-3 0 ][ =)
que pode ser escrito na forma matricial como: [ (1) } = [ 3 _9 } [ 5(t)

Os valores préprios da matriz A = [ _33 _02 } sao Ay = —3 e Ay = —2. A matriz A
é uma diagonalizavel onde {(1,—3)} é uma base para o espago préprio E),, enquanto que
{(0,1)} é uma base para o espago proprio E),. Portanto a solucao geral do sistema de
equacoes diferenciais acima descrito é:

I (t) i 1 0 kle_gt . 1 _3¢ 0 _9t
{xg(t)]_[—:s 1] [k’Qth =k g R e
Usando as condigoes iniciais 1(0) = 40 e 25(0) = 5 concluimos que
k1 =40, —3ki; 4+ ko =5, pelo que k1 =40 e ky = 125.

Portanto, o volume de fluido em cada célula no instante ¢t é dado por:

r1(t) =40e73,  xy(t) = —120e73 + 125¢7 %,
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7.4 Genes ligados ao sexo

A cegueira para as cores, ou daltonismo, é uma alteracao hereditaria cujo mecanismo de
transmissao sé foi compreendido em 1910 (apds os estudos de hereditariedade ligado so
sexo em diversos animais: aves, borboletas e drasdfilas). Sabe-se actualmente que os genes
relacionados com determinacao deste cardcter encontra-se no cromossoma X e que o gene
para a visao normal é dominante sobre o alelo que determina o daltonismo.

Desta forma, compreende-se que a transmissao desta caracteristica obedega as seguintes
regras:

e do casamento de um homem dalténico com uma mulher normal, resultem filhas normais
e filhos dalténico;

e do casamento de uma mulher dalténica com um homem normal, resultem filhas normais
e filhos dalténicos;

e as filhas de pai dalténico sao sempre portadoras do daltonismo apesar de fenotipica-
mente normais.

Este tipo de heranca resulta do facto de o homem receber o cromossoma X da mae e
nunca o transmitir aos filhos homens. Por outro lado, as mulheres herdam um cromossoma
X da mae e outro cromossoma X do pai.

Pelo que para encontrar um modelo matematico que descreva o daltonismo numa po-
pulagao, é necessario dividir a populacao em duas classes, homens e mulheres. Seja ¥ a
proporcao de genes para o daltonismo na populagao masculina e seja :L’;O) a propocao femi-

. ~ . ~ 1
nina. Como os homens recebem um cromossoma X da mae e nenhum do pai, a proporcao xﬁn)

de homens daltéonicos na proxima geragao sera a mesma que a proporcao de genes recessivos
na geracao actual das mulheres. Como as mulheres recebem um cromossoma X da mae e

. ~ 1 . /. ~ ’
outro do pai, a proporg¢ao x;) de genes recessivos na proxima geracao de mulheres serd a

média entre 2 e x;o). Assim, temos:

1 1
Se 29 = 29 entao a pr a i ter- Hxi 30. V ta
/ m proporcao vai manter-se na proxima geracao. Vamos entao supor que

0 0 . -
xgc) # 20 e escrever o sistema na forma matricial

{ 0 1 1 ) - )
11 0 | = n |-
bo) e | =]
2™
Vamos designar por A a matriz dos coeficientes do sistema e por (™ = ?:Z) a proporcao
!

de genes para nas populagoes masculinas e femininas da (n + 1)-ésima geragao. Entao:
g™ = A"z,

Para calcular A™ vamos provar que a matriz A é diagonalizavel e construir matriz mudanca

de base S e matriz diagonal D, tais que D = SAS™!. Logo A = S7!DS e portanto A" =

STID"S. Ora A\; = 1 e Ay = —1/2 sdo os valores préprios de A, pelo que D = { (1) _Ol }
2

81



Além disso (1, 1) é vector préprio associado a A\; e o (—2,1) é vector préprio associado a Ay,

pelo que
_ 102
5_1:“ 12}’ Sz[f’l i]
3 3
Logo,
z(n)_[1 _2H1 0 H; g} T _1[1_<_§)n—1 2+ (=)t | 2k
e N I R U S U
assim,
e 11 27[2® o 2wy
nh—>nolox :§ { 1 2] xgco) - xﬁs)f%(fo)

Conclusao: as propogoes de genes para o daltonismo nas populagoes masculina e feminina
vao tender para o mesmo valor quando o niimero de geragos cresce: se a propor¢ao de homens
daltonicos for p < 1 e se durante um certo niimero de geracoes nenhuma pessoa de fora entrou
na populacao, justifica-se entao supor que a proporc¢ao de daltonismo na populagao feminina
também é p.

Ora como o daltonismo é recessivo, esperariamos que a propoc¢ao de mulheres daltonicas
fosse da ordem p?, o que este modelo matemdtico ndo confirmal

7.5 Redes e grafos

A teoria de grafos é uma das areas importantes da matemaética aplicada. E usada para
modelar problemas em praticamente todas as ciéncias aplicadas. A teoria de grafos é parti-
cularmente 1util em aplicagoes envolvendo redes de comunicagao.

Um grafo (ndo orientado) G é definido como um conjunto de pontos chamados vértices
junto com um conjunto pares nao ordenados de vértices chamados de arestas. Obviamente
que podemos representar o grafo G geometricamente onde cada vértice V; corresponde a
nés numa rede de comunicacao. Os segmentos de recta unindo os vértices correspondem as
arestas. Numa rede, cada aresta representa um elo de comunicacao directo entre dois nés
da rede. Uma rede de comunicagao verdadeira pode envolver um grande nimero de vértices
e arestas, pelo que uma representacap grafica da rede seria muito confusa. Uma alternativa
é usar uma representacao matricial para a rede. Se o grafo contém um total de n vértices,
entdo a matriz A = [a;;] € M, «,, de adjacéncia do grafo é definida da seguinte maneira:

)

1 se {v;,v;} é uma aresta de G
ai; = L
* 0 caso contrario

Observe que a matriz A é simétrica A = AT, por definicao. Podemos pensar num caminho
no grafo G como uma sequéncia de arestas unindo vértices. Dizemos que o caminho tem
comprimento k se o caminho for a sequéncia de k arestas em G. (Incluir um grafo para
ilustrar o texto)

Problema: determinar os caminhos de comprimento k.

Teorema 7.6 Seja A matriz de adjacéncia de um grafo G e az(-j’?) a entrada (7, j) da matriz

< (k) . : . L
A*. Entéao agj) ¢ o nimero de caminhos de comprimento k do vértice v; a v;.
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Demontragao: Aplicar indugao matemédtica em k. No caso k = 1 segue da definicao de
matriz de adjacéncia que a;; ¢ o nimero de caminhos de comprimento 1 entre os vértices v;
€ Uj.

(k)
]
v; e v;. Queremos provar que a

Vamos agora supor que a,;’ é o nimero de caminhos de comprimento k entre os vértices

k1) . : .
Z(j ) ¢ o ntimero de caminhos de comprimento k + 1 entre
e . ~ (K , .

os vertices v; e v;. Ora se existe uma aresta entre v; e v;, entao a;; a;; = a; € 0 nuMmero de
caminhos de comprimento k + 1 entre v; e v; da forma

Vy —> 00— U — Uy

Temos entao que o numero total de caminhos de comprimento k + 1 entre v; e v; é dado por

al(']f)alj + af.';)agj +oe aﬁ?am-

Mas isto é por definicio de produto matricial a entra (4, j) de A1 c.q.d.

Como A é uma matriz simétrica, A é diagonalizavel, pelo que os valores préprios fornecem
a diagonal da matriz diagonal D, a determinacao de bases para os espagos proprios fornecem
as colunas para a matriz S7!, pelo que S = (S71)7!. Mais D = SAS™!, donde

AF = S7IDkS.

Uma vez que A é simétrica podemos escolher as bases dos espagos proprios de tal forma que
a matriz S seja ortogonal S™' = ST (ver aulas tedricas anteriores).

Note que no mesmo grafo nao orientado G podemos definir outra matriz A’ = [a
sendo

1;] como

a

;| s se{wv;,v;} estao ligados por s arestas
K 0 caso contrario

Problema: verifique a validade do teorema anterior!

111
Exemplo 7.7 a) Esboce o grafo cuja matriz de adjacénciaé A= | 1 1 1
111
b) Determine uma matriz ortogonal @ tal que QAQT seja uma matriz diagonal.
c¢) Calcule o nimero de caminhos de comprimento 10 entre dois vértices diferentes (a sua
escolha) do grafo de a).

Grafos orientados

Refaca a seccao anterior para grafos orientados. Conhecem-se aplicagoes destes grafos a
Sociologia, Telecomunicagoes etc.

Note que nestes grafos, em geral, a matriz que lhe esta associada nao é simétrica uma vez
que, p.ex., pode haver uma aresta do vértice v; para o vértice v;, mas nao haver nenhuma
aresta de v; para v;.
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