Derivada direccional e gradiente’

Defini¢do 1: Considere uma fungdo f: D, c R* — R*, D, um conjunto aberto ¢ um
ponto (a,b)e D, . Seja ainda fdiferencidvel em (a,b) € u = (ul,uz), um vector unitario

(||L7|| =1). Define-se derivada direccional de fem (a,b)e denotada por fu :
fi(a,b) = f.(a,byu, + f,(a,b)u,
A derivada direccional fu mede a taxa de variacdo de f ao longo do vector i .

Exemplo 1: Considere f(x,y)=x"+y’ e o vector i = %f +—=Jj . Calcule f,(1,0).
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Como é 6bvio, f.(x,y)=2x e f; (x,y)=2y. Assim,

fﬁ'(l,O)=f;(1,0)+f}',(1,0)=2~L+O-L=\/§
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Definicao 2: Chama-se gradiente de f em (a,b) e representa-se por grad f(a,b)ou
Vf (a,b) ao vector das suas derivadas parciais em (a,b),

grad f(a,b) = f.(a,b)i + f,(a,b)]
Exemplo 2: Escreva o gradiente de f(x,y) = x+e”no ponto (1,1)

Usando a definigio 2: grad f(a.b) = f,(a.b)i + f,(a,b)]
Assim,
grad f(L)=i+¢j.

Taxa de variaciao da funcao f ao longo de i

Como se pode perceber facilmente, a derivada direccional pode ser dada como produto
interno” do gradiente de f com o vector u :

f.(a,b) =grad f(a,b)-ii = f,(a,b)u, -Ff}',(a,b)u2
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Para facilitar a compreensao deste topico, restringimo-nos neste texto ao tratamento de fungoes em 9{ .

Obviamente, todas as conclusdes sdo extensivas a funcdes em R".
2 . .
Veja-se nota seguinte.



Este facto é muito importante porque nos permite compreender quando € que a taxa de
variagdo da fun¢do é maxima, minima ou nula.

Retomando a defini¢do anterior f, =grad f-ii, e recordando a defini¢io do produto
interno, tem-se

fo =grad f -ii = gradf| [ cos®

E, como ||ﬁ|| =1, entdo

f, =grad f -ii = |gradf| cos®

Admitamos agora que grad f € fixo e apenas u pode variar (ver Figura 1). O valor

méximo de f, ocorre quando cos@ =1, ou seja § =0 e u aponta na direc¢do do grad f.

O valor minimo de f, ocorre quando cos@ =-1, portanto € =7x. Quando € =—ou

9:377[,tem—se cos@=0.
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Produto Interno ou Produto Escalar *

Dados dois vectores quaisquer em R’ i =ui +u,je v=vi+v,j, chama-se produto
interno de u e Vv ao escalar

Uu-v=uy +u,v,
Ou usando outra notagdo

Uy =ugvy +uyvy.
Geometricamente, o produto interno € o escalar dado da seguinte maneira:

-5 = ] coss
Exemplo
Considere os seguintes vectores i =i e ¥ = 2i +2 . Calcule o produto interno i -v.
Recorrendo a defini¢do algébrica, tem-se
u-v=124+0-2=2
E, utilizando a defini¢do geométrica, tem-se

Jil=1 e [5l=2v2

-5 =[] [7] cos 6 =1.242 cos@ _)
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3 Para uma exposi¢do mais completa desta matéria, recomenda-se a consulta de Ferreira, M.A.M. e Amaral,
1. (2003). Algebra Linear, Vol. 2 Espagos Vectoriais, Lisboa:Edi¢des Silabo.



Propriedades do Produto Interno

Dados quaisquer vectores i, Ve w e um escalar A,

—

l.u-v=v-u
2.V-(Aw) =AW -w) = (W) w
3.(V+wW)u=v-u+w-i
Ortogonalidade

Dois vectores quaisquer # e v ndo nulos dizem-se ortogonais ou perpendiculares se e sO
se:



