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INTRODUCAO AO CALCULO DIFERENCIAL EM R"

1 Topologia em R"

Para medirmos distancias entre pontos de R™ precisamos de uma nocao de
distancia.

Definicao 1.1. Uma norma em R"™ ¢ uma aplicacao
I R* — R,
verificando:
(1) [lzll 2 0N flzf = 0 < = =0;
() Azl = [All|]l;
(i) Nz +yll < [zl + llyll.
O par (R™, ||.||) designa-se por espago normado.

Exemplo 1.2.
Sao exemplos de normas em R" as sequintes aplicacoes:

(i) lell2 = Vi + ... + 23
(i) lxll = |za] + o+ faal;

(iii) ||2]|oc = Mmazi<i<n|zil.



Defini¢ao 1.3. Uma métrica (ou distdncia) em R" é uma aplicagao
d:R"xR" — R,
verificando:
(i) d(z,y) > 0Nd(z,y) =0z =y;
(i) d(z,y) = d(y, x);
(1ii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
O par (R™,d) designa-se por espago métrico.

Toda a norma induz uma métrica: d(z,y) := ||z — y||.

Definicao 1.4. Designa-se por bola de centro a € R™ e rato r > 0 o conjunto:
B(a,r) ={x € R" : d(x,a) < r}.

Exemplo 1.5.
Sao exemplos de métricas em R™ as sequintes aplicagoes:

(i) d(z,y)2 = /(21— 1)? + oo 4 (20 — yn)%
(ii) d(:B?y)l = |IE1 - y1| +..+ |xn - yn|;

(ii) d(z,Y)e0 = Mmad1<i<n|Ti — Yi|.

Os conjuntos B(a,r),r > 0 desempenham o mesmo papel em R™ que as
vizinhangas desempenham em R no estudo de limites de fungoes.

Exercicio: Verifique que, dado a € R, V(a,r) = B(a,r), com d(z,y) = |z —y| a
distancia usual em R.

Exercicio: Representar geometricamente em R? a bola B((0,0), 1) para as métri-
cas dg, di € ds.

Uma métrica em R™ permite definir conceitos topolégicos tais como limites
de sucessoes e limites de fungoes. Prova-se que em R" todas as topologias sao
equivalentes. Em particular, uma sucessao converge numa topologia se, e so se,
também converge em qualquer topologia de R™. Por convengao usaremos sempre
a métrica euclideana d(z,y) = ||z — y||2.

No que se segue, X C R", X¢ = R"\X ¢é o complementar de X em R", e
a = (ay,...,a,) € um ponto de R™.



Definicao 1.6.

(i) a € ponto interior a X se existe r > 0 tal que B(a,r) C X;

(i1) a € ponto exterior a X se existe r > 0 tal que B(a,r) C X¢;

(iii) a é ponto aderente a X se dador >0, B(a,r)NX #0;

(iv) a € ponto de acumulagdo de X se dado r > 0,(B(a,r)\{a}) N X # 0;
(v) a é ponto fronteiro de X se dador >0, B(a,r)NX # OAB(a,r)N X #0;
(vi) a é ponto isolado de X se existe r > 0 tal que B(a,r) N X = {a};
Notacao:

Int(X)= interior de X={ pontos interiores de X };

Ext(X)= exterior de X={ pontos exteriores de X };

X= fecho ou aderéncia de X={ pontos aderentes de X };

X'= derivado de X={ pontos de acumulac¢ao de X};
fr(X) = 0X= fronteira de X—={ pontos fronteiros de X}.

Definicao 1.7.

(i) X € aberto se Int(X) = X;

(ii) X € fechado se X = X.

Exemplo 1.8.

(i) B(a,r) C R"™ € aberto;

(i) Bla,r) ={z € R": d(z,a) < r} C R" ¢ fechado;
(i) O(B(a,r)) = 0(B(a,r)) ={x € R": d(x,a) =r}.

Definigao 1.9. X C R" diz-se limitado se estiver contido numa bola B(a,r),
acR"r>0.

Exemplo 1.10. As bolas sao sempre conjuntos limitados. Um semiplano nao €
limitado. R? nao é limitado.

2 Limites e continuidade

Vamos agora extender os conceitos de limite e continuidade a fungoes de vérias
variaveis. Comegamos por estabelecer algumas defini¢oes gerais e fixar notagao.

Recordar que uma fung¢ao entre dois conjuntos A e B é uma correspondéncia
que a cada € A associa um e um s6 y € B. Denotamos:

f:A— B y=f(a).
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O conjunto A designa-se por dominio de f, B por conjunto de chegada e o con-
junto f(A) = {f(z):z € A} C B por contradominio de f.

Definigao 2.1. Seja D C R™.

(i) Designamos por fung¢ao escalar (ou campo escalar) uma fungdo com valores
em R:

f:D =R, (x1,.,mn) —y= flx1,...,2,);

(ii) Designamos por fung¢ao wvectorial (ou campo vectorial) uma fun¢ao com
valores em R™:

f:DCR" = R"™ (z1,..,Zn) — (Y15 ey Ym),

com y; = fi(x1,...,x,) fungao escalar, 1 =1,...,m.

Determinar o dominio é um dos problemas basicos do estudo de funcoes.

Exercicio: Determine o dominio de

1 1 Ty

ey ooz + Ty

f('rvy) - )

Definicao 2.2. O grdfico de f € o conjunto
Gr(f)={(z,y) eR"xR™:2€D ey= f(x)} CR"™.

Conclui-se assim que a representacao geométrica de Gr(f) so é possivel para
0s seguintes casos:

(i) f:DCR— R, Gr(f) CR?éuma curva no plano;
(ii) f: D C R?* = R, Gr(f) € R? é uma superficie em R?;

(iii) f: D C R — R? Gr(f) C R? ¢ uma curva em R3.

Exercicio:
Representar o grafico de cada uma das seguintes fungoes:
(i) f(x) =v1=2a® D=[-11];

(ii) 2 = f(z,y) = /1 — 22 —y?, D ={(z,y) € R? : 2? + ¢y*> < 1;
(i73) f(t) = (cost,sint), D = [0, 27].



Limite de funcoes de duas variaveis

Definigao 2.3. Seja f: D C R? —» R e (a,b) ponto de acumulagao de D.
Diz-se que { € R € o limite de f(x,y) em (a,b) e escreve-se

lim f(z,y) =/

(z,y)—(a,b)

se € verdadeira a sequinte condi¢ao:

V6 >0,3e>0:v/(r—a)2+(y—0b)2<eA(r,y) € D\{(a,0)} = |f(x,y)—{] <o

A defini¢ao anterior designa-se por definicao de limite segundo Cauchy
(ou defini¢ao € — 0).

Salientemos que, tal como acontecia em R, o limite, se existir, nao depende
da forma como (z,y) se aproxima de (a,b). Simplesmente, em R hé apenas duas
maneiras de x se aproximar de um ponto a: pela esquerda ou pela direita. No
plano hé infinitas maneiras (e direcgoes) de (z,y) se aproximar do ponto (a,b).
Vejamos algumas.

e Limites iterados:

Designam-se por limites iterados os seguintes limites:

lim(lim f(z,y)) lim(lim f(x,y)).

r—a y—b y—b r—a
Conclui-se que:

(i) Se o limite existe, os limites iterados sdo iguais e coincindem com o valor
do limite

lim (lim f(z,y)) = hn},(hin f(z,y)) = lim )f(x,y).

T—a y—b (z,y)—(ab

(ii) Se os limites iterados sao diferentes nao existe lim, ) f(2,¥).

(iii) No entanto, se os limites iterados sao iguais, nada se conclui acerca da
existéncia do limite.

e Limites direccionais:

Chamamos limites direccionais aos limites ao longo de uma curva contida em
D C R? que passe no ponto (a,b) (por exemplo, rectas, parabolas, etc).

Tal como no caso dos limites iterados conclui-se que:



(i) Se o limite existe, todos os limites direccionais, se existirem, sao iguais e
coincindem com o valor do limite lim, )~ (ap) f(2, y).

(ii) Se dois limites direcionais sao diferentes nao existe lim, ,\—(ap) f(Z,¥).

(iii) Se algum limite direcional for diferente dos limites iterados entdo nao existe
hm(w,y)—>(a,b) f(xa y)

(iv) No entanto, a existéncia de limites direcionais nada permite concluir acerca
da existéncia do limite.

Exemplo 2.4. Vejamos se a funcio f(x,y) = (% — y*) /(2% + y?) tem limite no

ponto zero. Tem-se
2 _ .2 2
lim(limx y):hmx—:hm:L

z—0 \ y—0 1}2 —+ y2 z—0 {L‘2 z—0

Por outro lado,

2 .9 2
lim <hm$ J ) = lim —% = lim(—1) = —1.

y—0 z—0 3;‘2 + y2 y—0 y2 z—0

Como os limites direccionais sao diferentes concluimos que nao existe

2 _ 2
lim(z )~ (0,0) a2 "l
Exemplo 2.5. Consideremos agora a fungdo f(x,y) = xy/(x* +y?) e averigue-
mos se tem limite no ponto (0,0). Facilmente se conclui que os limites iterados
sao iguais a zero. Donde, a existir, o limite serd zero. No entanto, ao longo das
rectas que passam na origem, o limite da:

: , rmx , m m
lim f(x,mz) = lim ——— = lim = :
y=mzx,x—0 z—0 2 —+ m2x? z—0 1 + m2 1+ m2

Como o limite se existir € unico, nao pode depender do declive de cada recta que
passa na origem. Conclui-se assim que f nao tem limite no ponto (0,0).

Exemplo 2.6. Consideremos ainda a funcao f(z,y) = 2%y/(z* +y?) e averigue-
mos se tem limite no ponto (0,0). Os limites iterados diao ambos zero, o mesmo
sucedendo com os limites ao longo das rectas y = maz que passam em (0,0). No
entanto, ao longo da pardbola y = x*, temos:
2.2
T 1
lim z,2%) = lim ——— = —,
y=x2,2—0 f( ’ ) e—0 gt + x4 2
Conclui-se que o limite nao existe porque ao longo das rectas toma o valor 0
enquanto que ao longo da pardbola y = x* toma o valor 1/2.
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Observacao: A nao existéncia do limite prova-se com limites iterados ou direc-
cionais. Mas a existéncia do limite s6 ¢ garantida pela defini¢ao e — §”.

Quando usamos a definigao "¢ — §” é necessario conhecer desigualdades sim-
ples. Listamos de seguida algumas delas.

(i) |=), lyl < Va2 +y>
(i) 2% < 2? + 2
(itt) |zy| = [lly| < 5(2* + 7).
(iv) |z ty| < |z + |yl <2v/2% + 2
(iv) Jo® =] < (&% + )P

Exercicio: Prove cada uma das desigualdades anteriores.

Vejamos um exemplo de uma fun¢ao que tem limite.

Exemplo 2.7. Seja f(z,y) = (22%y + 3y?)/(2* +y?). Mostremos que f(z,y) tem
limite no ponto (0,0). Notar que definicao de limite nao serve para determinar o
valor do limite mas apenas para comprovar que o limite existe e tem determinado
valor.

Se o limite existe podemos calculd-lo por qualquer método: limites iterados,
direccionais, etc. Se o limite existir, todos esses limites serao iguais. Facilmente

se conclui que
2 3 0
lim (hm ‘Zy—w> = lim — = 0.
z—0 \ y—0 2+ 9?2 2

Vamos agora usar a defini¢cao "e — 6" para mostrar que de facto o limite € zero.
Para tal temos que mostrar que

V8 >0,3e>0:+/(x—0)2+ (y —0)2 < e A(z,y) # (0,0) = | f(x,y) — 0] < 4.

Tem-se entao:

222y + 313 222 |y| + 3y%|y| z? y?
§2><1><|y|+3><1><|y|:5|y|<5\/a:2—|— 2

tendo em conta que 1? < 2%+ y? & < 1. Assim,

2+2

|f(z,y) = 0] <By/a2+y2 <d=a2+y? <d/5.
Basta entao tomar ¢ < 0/5, para que se tenha |f(z,y) — 0| < 0, sempre que

VvV +y? <e.



Limite de funcoes de n variaveis

A definigao 2.3 generaliza-se naturalmente a fungoes escalares com n variaveis:

Seja f: D CR" — Rea=(ay,...,a,) ponto de acumulac¢ao de D. Denotemos
x = (x1,...,2,) € R". Diz-se que £ € R ¢é o limite de f(x) em a e escreve-se

lim f(z) = ¢,

r—a

se ¢ verdadeira a seguinte condicgao:

V6 >0,3e>0: /(v —a1)? + ... + (1, —a,)?> <eAx € D\{a} = |f(x)—{] <O

Limite de fungoes vectoriais

Seja agora f : D C R* — R™, x — (fi(2), ..., fm(z)) uma funcao vectorial e
a = (ay,...,a,) € R" ponto de acumulagao de D. Dizemos que o limite de f no
ponto a é b = (b, ..., b,) € R™, e escrevemos

lim f(z) =b

r—a
se lim, ., fi(z) =b;,1 <i < m.

Na préatica, o limite de uma funcao vectorial existe se, e s6 se, existem os
limites das m funcgoes escalares.

Exemplo 2.8. A funcdo f(x,y) = (vy®+1, %) nao tem limite em (0,0), uma
vez que Yo = ﬁ nao tem limite em (0,0), como se conclui fazendo quer limites
iterados quer limites ao longo das rectas que passam na origem.

Continuidade e prolongamento por continuidade

Definicao 2.9. Uma funcio f : D C R?> — R diz-se continua num ponto
(a,b) € D se:
lim x,y) = f(a,b).
im f(y) = f(ab)

Notar que a definicao anterior diz duas coisas: f é continua num ponto do
dominio se: (i) o limite existe nesse ponto, (i¢) o limite no ponto é igual ao valor
da func¢ao no ponto. Naturalmente, so faz sentido falar em continuidade em pontos
do dominio.



Se f nao for continua em (a,b), dizemos que é descontinua em (a,b). Se for
continua em todos os pontos de D, dizemos que continua em D.

Observagao: A definicao generaliza-se para quaisquer funcoes escalares. Para
fungoes vectoriais f : D C R" — R™, f é continua em a € D se, e s6 se, f; é
continua em a, 1 < < m.

Definicao 2.10. Seja f: D C R? — R tal que

(i) (a,b) € D" e (a,b) ¢ D;

(ii) lim(%y)ﬂ(a’b) f(:L‘,y) =/ecR.

Entao, dizemos que f é prolongdvel por continuidade em (a,b) e designamos pro-
longamento por continuidade de f ao ponto (a,b) a fungdao

o[ @y (z.y) €D
f(ZL‘, y) B { lim(x,y)a(a,b) f(.l’, y) ) (SL’,y) = <a7 b)

Note que o dominio de f(x,y) ¢ DU{(a,b)}. Note ainda que o prolongamento
por continuidade é tnico.

Exemplo 2.11. A fun¢ao f(x,y) = \/% tem limite zero no ponto (0,0)
24y

(prove!) e como tal admite o prolongamento por continuidade

~ = —  (z,y) #(0,0)
flz.y) {o (@) = (0,0).

Qualquer outra funcao da forma

———= 7(-%3/) 7é (0,0)
(z,y) = Va2
f@y) { k (@, y) = (0,0).

com k € R\{0} € um prolongamento de f ao ponto (0,0). Porém, apenas f ¢
continua em (0,0).

3 Funcoes de classe C!

Derivadas parciais de primeira ordem

Seja f: D C R* — R e (a,b) € D. Define-se a derivada parcial de f em
ordem a x em (a,b) como sendo, caso exista, o seguinte limite:
8f f<a+h7b)_f(avb)

oz (@) = lim h




Analogamente, a derivada parcial de f em ordem a y em (a,b) é, caso

exista, o limite:
af .. fla,b+h)— f(a,b)
g, ©0) = lim h

Observacgoes:

(i) A generalizagao das definigoes anteriores ao caso de fungoes escalares de n
variaveis ¢ imediata.

(ii) Dada f(z,y), para calcular %, usamos as regras de derivacao usuais, con-

siderando x como a varidavel e y como uma constante. Quanto a g—i, agora
a variavel é y e x é tratada como uma constante.

(iii) A defini¢do de derivadas parciais generaliza-se facilmente a fun¢oes com n
variaveis.

2

Exemplo 3.1. Calculemos as derivadas parciais de f(x,y) = z*e™Y no ponto

(1,0). Pela defini¢ao, obtemos:

1 — f(1 1 2_1
g(l)(}):hmf( +1,0) - f( ’O)ZHm%
ox h—0 h h—0
. 2h+h*
= fm = = m2+h) =2
af 9. f(170+h)_f(170)_ . eih_l_ . eih_].
gy (L0 = i h =i =i
—h _
w1 =
h—0 —

Naturalmente, poderiamos simplesmente calcular as derivadas parciais pelas
regras de derivacao e depois substituir no ponto (1,0):

0
—f:2xe_y =2xe =2,
or l(1,0)

Of o —y

—_— = — — 0 e
By T e‘(m) 1xe 1.

Observagao: Se a fungao estiver definida por expressoes diferentes numa vizin-
hanga do ponto (a,b), isto é, numa bola centrada em (a,b) de raio r > 0 arbi-
trariamente pequeno, entao para calcular as derivadas parciais temos que usar
necessariamente a definicao.
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Exemplo 3.2. Calculemos as deriwvadas parciais da fun¢ao

oy @) #0,0)
f(x,y) {O+ @009

no ponto (0,0). A funcdo é definida fora da origem pela fun¢io racional %
e na origem por 0. Portanto, em qualquer bola centrada na origem, a funcdao €
definida por duas expressoes diferentes. Temos assim que usar a definicao.

Of v v J(hO)=f0,0) -0
oz 00 = Jim h = -
8_y(07 0) - }LIL% h - }llli% =0.

E claro que para calcular as derivadas parciais de qualquer outro ponto difer-
ente da origem, por exemplo, (0,1), ou (1/2,1/2), etc, poderiamos usar as regras
de derivacao e depois subtituir no ponto referido. Notar que nesse caso a fungao,
numa vizinhanc¢a desses pontos, € definida por uma tunica expressao: a funcao

. 23
racional el

Exercicio: Determine a expressao de %(m, y), (z,y) € R?, para a fungao

2

= @) #0,0)
f@’y)_{f (2,y) = (0,0).

Definicao 3.3. Uma funcao f : D C R?> — R definida num aberto D diz-se de
classe C' em D, e escreve-se f € CY(D), se existem e sio continuas as derivadas
parciais g—i 2 % em D. Por vezes omitimos D e dizemos apenas que f € de classe

Ct.
Derivada dirigida

Definicao 3.4. Seja f : D € R? — R, e seja @ = (u1,uy) um vector de R2.
Caso exista, designa-se por derivada direccional de f em (a,b) na direcgao do
vector U o sequinte limite

a—f(a,b)  lim f(a+ huy, b+ huy) — f(a,b)

ou h—0 h
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Notagao: %(a,b) = fz(a,b)
T — (Mo 820 g derivada

—%
|l =1 =/

é
Escolhendo em vez de « o vector unitario v =

g—%(a b) designa-se por derivada dirigida.

Exemplo 3.5. As derivadas parciais sao um caso particular de derivadas dirigi-

das nas direccoes dos versores dos eixos coordenados

of of of af
@b = g5(ab) e = b
com e = (1,0) e e = (0,1).
i = %2 obtemos

ﬁ A .
Se v fizer um angulo o com o eixo Oz, de cosa = H_%T esina = 2,
uma férmula alternativa para calcular a derivada dirigida

%(a,b) gi(a b) cos o + g—]yt(a b) sin cv.
(_1’2)

Exemplo 3.6. Calcular a derivada dirigida de f(z,y) = In(z* + y?) em
nas direccoes que fazem 30° com o eixo Ox. Temos entao

af af oy, Of . ano
81}( 1,2) = . —(=1,2)co (30)+8y( 1,2) sin(30°)

_( 21 ) V3 ( 2y ) 1 -2 V3 4 1 4-23
T g2 a2 SRR W e Xy = Xt X5 =~
¢ +y 2 T4 +y 2 ) 2 5 2 10

(=1,2) (-1,2)

Gradiente de uma funcao

Definigao 3.7. Designa-se por gradiente de f em (a,b) o vector, que deno-

Vf(a,b) = (%(@, b), %(a,b)) :

A derivada direccional e o gradiente estao relacionados pela seguinte formula

taremos por V f,

g—é(a,b) = Vf(a,b). v

onde ”.” denota o produto interno usual em R%. A defini¢ao de gradiente generaliza-

se de maneira 6bvia a R"™.
12



Interpretacao geométrica do gradiente

Usando a conhecida féormula do produto interno

0 - —
a—%(aab) = Vf(a,0). v = [V f(a,b)||[| V]| cos a

tiramos a seguinte conclusao:

Se cosa = 0, ou seja, se Vf(a,b)|| v, entdo %(a,b) ¢ maxima. Por outras
palavras, a taxa de maior variacao de f no ponto (a,b) ocorre precisamente
V f(a,b)
IV£(ab)’
Vfa,b) _ |[Vf(a,b)?

IV f@b)ll IVFab)l

.. i N
na direccao do gradiente, v = e tem o valor

of

V f(a,b)
0 ( ||Vf(a,b)||>

Exemplo 3.8. A temperatura num ponto (z,y) numa regiao do plano é dada pela
sequinte fun¢ao:

(CL, b) = Vf(a, b)

= [IVf(a,0)].

T(z,y) = e

Qual a direcgao em que a temperatura aumenta mais no ponto (1,1)? Quanto
aumenta nessa direc¢io?

Tendo em conta a formula precedente, a temperatura aumenta mais na di-
recgao do gradiente VT(1,1), ou seja na direc¢ao do vector

VT = ( 1 e ﬂeyﬁl) = VT(1,1) = (%E, _\/E>.

y?+1 " (y? 4 1)2 2
O aumento da temperatura € dado por

== 4= \@
(%)

vf

IV £l

4 Diferenciabilidade

Sabemos do estudo de fungoes de uma variavel que diferenciabilidade implica
continuidade. Por isso, dizemos que ser diferenciavel é uma condi¢cao mais forte
do que ser continua. O reciproco é falso. Basta pensar na funcao f(x) = |z| que
é continua em R mas que nao é diferenciavel em 0.
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E facil verificar que a existéncia de derivadas parciais finitas é uma condicao
muito fraca de regularidade da fun¢ao, nao garantindo sequer que a fungao seja
continua. Por exemplo, a funcao

f(w,y)—{ (95% ’Ei’zg 7: (070)

tem derivadas parciais finitas em (0, 0),

of _of _
%(O’O) - %(O’O) - 07

e no entanto vimos anteriormente que nao ¢ continua em (0, 0).

Isto significa que precisamos de definir um conceito de regularidade mais forte
do que a existéncia de derivadas parciais. Esse conceito designa-se, tal como para
fungoes a uma variavel, diferenciabilidade.

Definigao 4.1. Seja f: D — R, D C R" aberto e a = (aq, ...,
que [ € diferencidvel em a se existem as deriwadas parciais
uma fungao linear Df(a) : R" — R tal que:

i (a0 = f@ = DI@(B)

(h1,eeishn)—(0,...,0) ||h||

€ D. Dizemos

ay)
g—x]:(a) e se existe

=0.

Dizemos que [ € diferencidvel se for diferencidvel em todos os pontos de D.

Observagao:
A matriz de fungao linear D f(a) é precisamente a matriz Jacobiana:

Df(a) = Jyla) = Vf(a) = (S—im), %<a>>.

No caso n = 2, a defini¢ao anterior é equivalente a afirmar que f é diferenciavel

em (a,b) se existem g—x(a, b) e g—i(a, b) e além disso

L et b4 k) - flad) - h3L(a,b) — k5(a,b)|
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Exemplo 4.2. A funcao

=0.

——= ,(7,y) # (0,0)
I" = Z2+y2
f(z,y) {V (0.0)



nao € diferencidvel em (0,0). De facto, tem-se

50 = iy T~ g 5 o
5,0 0) = Jim I = =0

Portanto, resta verificar se

(h,k)—(0,0) h? + k2

=0.

Mas, da expressao anterior obtemos

(h,k)—(0,0) vV h? + k? (h,k)—(0,0) h2 + k2’

que como sabemos nao tem limite no ponto (0,0). Basta ver que o limite ao longo
das rectas k = mh nao existe

! hmh . m m
1m ——— = = 11In = .
h—0 h2 +m2h?2 h—014+m2 1+ m?2

Diferenciabilidade de funcgoes vectoriais

A generalizacao da nogao de diferenciabilidade a fungoes vectoriais é imediata.

Definigao 4.3. Seja f : D — R™, D C R"™ aberto e a = (ay,...,a,) € D.
Dizemos que f € diferencidvel em a se f; : D — R € diferencidvel em a, para
todo i = 1,....,m. Dizemos que [ ¢ diferencidvel se f € diferencidvel em todos
0s pontos de D.

Definicao 4.4. Designa-se por matriz Jacobiana de f no ponto a a matriz m xXn
da fungao linear D f(a)

g—ﬁ(a) ng:L(a)
Jy(a) = Df(a) = : . :
?‘77;(@) ng’Z(a)

Notar que, para m =1, J¢(a) = V f(a).
Outra notacao comum para matriz Jacobiana é a seguinte

) = G dea)
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Exemplo 4.5. Calcular a matriz Jacobiana da fungao
f(z,y,2) = (zsiny + e¥*, 2% In 2 — y2)

num ponto (x,y) do dominio. Tem-se:

oh 0h 9N i yz yz

92 9y 02 siny  xcosy+ ze ye
Jf = p—

o2 0f2 Ofs

ox oy 0z

3

32%In 2 —z  —y

Plano tangente: interpretacao geométrica da derivada

Ja vimos que o grafico de uma fungdo z = f(x,y) de duas variaveis é uma
superficie em R?. Vamos agora determinar uma equacao do plano tangente ao
grafico de f num ponto (zo, Yo, 20), conde zy = f(zo,Yo)-

Recordemos que a equagao de um plano que passa no ponto (g, yo, 20) € tem
um vector normal (A, B,C) é dada por

A(x — x9) + By — yo) + C(z — z) = 0.

Se admitirmos que o plano nao é vertical, um vector perpendicular & superficie
z = f(z,y) no ponto (xq, Yo, 20) € dado por

0 0
(a—i(%; Yo), 8—];(370, %), 1) .

Assim, a equacao do plano tangente ao grafico de f no ponto (zo, yo, f(xo,%0)) €

dada por:
0 0
Z— 2y = 6—£($07 yo)(95 — ) + 8—5(%7%)(9 - yo)‘

Exemplo 4.6. Determinar a equacao do plano tangente ao paraboloide eliptico
2z = 2%+ 2y? no ponto (1,2,9). Tem-se:

of of _
=20 = o (1,2) =2
of of _

Donde se conclui que a equag¢ao do plano tangente é dada por

2=9+4+2(x—-1)+8(y—2) & z=2x+8y—09.
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O plano tangente permite a seguinte interpretagao geométrica da derivada,
em tudo anéloga ao caso das fungoes de uma variavel:

para pontos numa vizinhanga arbitrariamente pequena do ponto (a,b), ou
seja, para pontos (x,y) do dominio de f dentro de uma bola centrada em (a, b)
e de raio r > 0 suficientemente pequeno, o plano tangente da-nos uma razoavel
aproximacao (linear) ao grafico de f:

f(x,y):f(a+h,b+k)%f(a,b)+hg—f( b)+kg—£( ,b). (4.1)

Em particular, a formula 4.1 permite calcular valores aproximados, usando a
aproximacao linear de f dada pelo plano tangente.

Exemplo 4.7. Seja f(x,y,2) = /xe* —Iny + \/ysinz. Determinemos o valor
aproxzimado de f(3.9,1.01,0.1). Comegamos por notar que

(3.9,1.01,0.1) = (4 — 0.1,1 + 0.01,0 + 0.1).

Calculemos as derivadas parciais.

of € 8f 1
— 4,1 =0, 25.
8[17 2\/_ ( Y ’O) 4 07 5
g 1+smz 8f(4’170) 1 51110:1’25.
dy 2,y 1 2
gg_4y;»g—f(4,1,0)_e°ﬂ+ﬁcos0=2+1:3.

Por outro lado,
f(4,1,0)=24+04+0=2.
Assim,

£(3.9,1.01,0.1) & 2+ 0,25 x (—=0,1) +1 x (0,01) + 3 x (0, 1)

=2-0,025+0,140,3 =2,285.

Diferencial de primeira ordem de uma funcgao escalar

Fazendo h = dx e k = dy em 4.1, obtemos

of

e —(a,b)dr + g(a b)dy.

df (a,b) := By
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Designamos df (a,b) o diferencial de primeira ordem de f no ponto (a,b).
A generalizacao do conceito de diferencial de primeira ordem a uma funcao escalar
arbitraria f : D C R” — R ¢ imediata.

Uma consequéncia importante do conceito de diferenciabilidade é o seguinte
resultado.

Proposicao 4.8. Seja f : D — R™, D C R" aberto e a = (ay,...,a,) € D.
Suponhamos que [ € diferencidvel em a. Entao, f € continua em a.

Exemplo 4.9. A funcao

flw,y) = { el CY) 7:& (0,0)

nao € continua em (0,0), logo nao € diferencidvel em (0,0).

O seguinte resultado da-nos uma condicao necesséria e suficiente para que
uma funcao, escalar ou vectorial, seja diferenciavel.

Proposicao 4.10. Seja f : D — R™, D C R" aberto e a = (ay,...,a,) € D.
Suponhamos f € de classe C* numa bola aberta centrada em a (isto €, supor que
existem e sao continuas as deriwadas parciais gj:;,z’ =1,..m,5 =1,...,n numa
bola centrada em a). Entdo, f € diferencidvel em a.

Exemplo 4.11. Consideremos a func¢ao

f( ) sinx + e¥ 1
T = .
e w2 4+y? a4 yr -1

Calculemos as deriwadas parciais de primeira ordem.

Ofi 0 (sinz+e¥) (2*+y®)cosx — 2z(sinx + €¥)
or 0w\ 22+y2 | (2% 4 y2)? '

oy "o\ @5 )

Concluimos que % e %—’; sao continuas em R*\{(0,0)}. Por outro lado,

O _o0f 1 y__ 2r
or  Or\z2+y2—1) (224+y2—1)2
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ot 0 vV \__ “2%
oy  Oy\x2+y2—1) (22 +9y2—1)%

92 ¢ 982 gGo continuas em R excepto nos pontos da equagao
ox dy

224+ y% = 1. Concluimos assim pelo Teorema que f € diferencidvel em R? excepto
na origem e nos pontos da circunferéncia unitdria x* +y* = 1.

Donde se conclui que

Derivada da fungao composta

O préximo resultado generaliza a nogao de derivada da fungao composta a
fungoes de varias variaveis.

Teorema 4.12. Sejam f: A — R™ g: B — RP, A C R", B C R™ abertos.
Supor que f(A) C B. Se f € diferencidvel em a e g é diferencidvel em b= f(a),
entao g o f € diferencidvel em a. Além disso,

D(g o f)(a) = D(g)(b)D(f)(a).

Exemplo 4.13. Suponhamos que as funcoes f : R — R?, ¢t — (z(t),y(t)) e
g:R* =R, (r,y) — g(z,y) sao ambas diferencidveis. Entao, gof € diferencidvel.
Calculemos a expressio de (go f) ().

Assim,

_ogdr  dgdy

(go f)(t) = D(ge f)(t) = ( i > ( 58 ) T Ordt | Oydt

Exemplo 4.14. Sejam agora f : R? — R?, e g : R? — R, duas fungoes, com
f(s,t) = (z(s,t),y(s,t)) e g(x,y) ambas diferencidveis. Entao, g o f € diferen-

cidvel. Além disso,
oz Oa
e - (% % )
ds Ot

Dig)w.y) = (5 % ).

donde se conclui que

or Ox
_( 99 9g s ot |\ _— ( 999z 4, 999y 999z , 990y
D(Qof)(t)—<az 8y>(_y y | =\ 8z0s T ayas ozat Tayar |-



5 Funcoes de classe C?

Dada uma funcao f : D C R? — R, se a fun(;ao admitir derivadas parciais
em ordem a x e em ordem a y no ponto (a,b), deﬁmmos as derivadas parciais de
segunda ordem

OF (a.b) = a$<af><a b) — Tim 222 T D)~ Ge(@D)

ox? ox h—0 h
D% f of 9 (a,b+h) — SL(a,b)
ayax(a’ b) = dy (83:) (a,0) = }g% h '

Anéalogamente, se g—; admitir derivadas parciais em ordem a x e em ordem a y no
ponto (a,b), definimos as derivadas parciais de segunda ordem

2 9 (a (g
4 - ax(af)w,mzm b =g

Oxdy @ 0 h—>0 h

2 9 (a,b+ h) — %L(a,b
97 0,5y = 291 4, ) = tim o )= 5,00
oy? 8y ay h—0 h

A nocao de derivadas parciais de segunda ordem ou de ordem superior generaliza-
se facilmente a qualquer funcao escalar f: D C R" — R.

Definicao 5.1. Uma funcao escalar f : D — R, definida num aberto D C R"

diz-se de classe C*(D ) se todas as derivadas parciais gf , ,690 forem de classe

Cl(D) (ou seja, se == admite derivadas parciais em ordem a todas as varidveis
>f

T € Gy forem contznuas, i,j=1,...n).

Exemplo 5.2. Seja f(x,y) = 23y — xy>. Entao,

*f of 0 a9 3
Oz _(936(81') ax(3xy—y ) = 6zy.

0? o (0 0

any ~ By 8_£> N (9_y(933 — 3xy?) = —6uy.
82f 8 af . a 2 3\ 2 2
Pyox a_y<a_> =BTy Y) =T
a2f . 8 af o a 3 2\ 2 2
axéy__x<8_y> = gp\© W) =3 -3



No exemplo anterior vimos que as derivadas mistas de segunda ordem sao
iguais
o’f  9f
0xdy  Oydz’

O Teorema seguinte mostra que essa igualdade nao é uma simples coincidéncia.

Teorema 5.3 (Teorema de Schwartz). Seja f uma funcio de classe C* num
aberto D C R™. Entao

OF O it
8.1'1'633’]'_633’]'8551" 1] = e T J:

Exemplo 5.4. Consideremos a funcao

2 (ay) #(0,0)
f@’y)_{o T (ay) = (0,0).

Conclui-se que
of _ a'y+4a®y’ —y°

Ox (2 +y?)2
of  a® —4ady? —xy!
dy (@)
sempre que (z,y) # (0,0). Além disso,
g (0 0) = Jim h =0,
5y (0:0) = lim - ~0.
No entanto,
62f . %(07 h) - %(07 0) . _h_}f -0
ayor 00 = fim 2 = =k
9% f gm0 =500  ®_g
3x8y(0’ 0) = . h . =1

Quer isto dizer que este exemplo contraria o Teorema de Schwartz? E claro que
nao. Significa apenas que esta func¢ao nao satisfaz as condi¢oes do Teorema, ou

. ~ 92 2 ~ . .
seja, uma das fungoes (ou ambas) adxafy; aayafx ndo € continua no ponto (0,0), e

como tal f nao € de classe C?.
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Definigao 5.5. Seja f uma fungao de classe C? num aberto D C R?. Designa-se
por matriz Hessiana de f no ponto a = (aq,...,a,) € D a matrizn x n

02 f 02 f 02 f
%@l) 812281‘1 (Cl) o 890,128:51 (CL)
o4 f o4 f o°f
H () = 83018:?2 (a) a—xg(a) . axnagfz (a)
82f. 82f‘ . Bgf.
O0x10xn (CL) O0x10xn (a) e ﬂ(a)

Notar que, tendo em conta o Teorema de Schwartz, a matriz Hessiana é
simétrica.
6 Extremos relativos

Vamos agora estudar condicoes necessérias e suficientes para a existéncia de
extremos relativos (ou locais) de fungoes escalares de varias variaveis.

Definigao 6.1. Seja f : D C R* — R, a = (a4, ...,a,) € D. Dizemos que
(i) f tem um mdximo relativo em a se eziste r > 0 tal que

fla) > f(z),Yz € DN Bla,r).

(ii) f tem um mdximo absoluto em a se

f(a) > f(z),Vz € D.

(iii) f tem um minimo relativo em a se existe r > 0 tal que
fla) < f(z),Yz € DN Bla,r).
(iv) f tem um minimo absoluto em a se

f(a) < f(z),Vz € D.

Existéncia de extremos: condigoes de primeira ordem

Teorema 6.2. Seja f : D C R" — R de classe C* em Int(D) e seja a € Int(D)
um ponto onde f tem um mdximo ou um minimo. Entao,

Vf(a) =0.
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Definicao 6.3. As solucgoes do sistema

of __
( 8_1;1_0
Viz)=0e{ 325 =0
'8
[ 2L =0

designam-se por pontos de estacionaridade ou pontos criticos de f.

O Teorema anterior déd-nos uma condicao necessaria para a existéncia de ex-
tremos relativos. Dito de outra forma, os pontos de estacionariedade de f sao os
candidatos a extremos relativos. As equagoes V f = 0 designam-se habitualmente
por condicoes de primeira ordem. Notar, no entanto, que hé pontos que satis-
fazem as condigoes de primeira ordem mas que nao sao nem pontos de maximo
nem pontos de minimo. Esses pontos designa-se por pontos de sela.

Exemplo 6.4. Consideremos a funcdo f(x,y) = x? — y*. Entao, (0,0) € ponto
de estacionaridade, como se vé resolvendo o sistema

g=0 22 = 0 z=0
Vilz)=0< & &
3—520 2y =10 y=20

Porém, nao é nem ponto de mdximo nem ponto de minimo. De facto, dado r > 0,
tem-se:

f(an) =02 f(O,y) = _y27 para (an) S B((O>O)7T);
£(0,0) =0 < f(x,0) = 2%, para (x,0) € B((0,0),7).

Classificagao dos extremos: condigoes de segunda ordem

O problema do estudo completo dos maximos e minimos de funcoes escalares
de varias variaveis é geralmente um problema complicado. No entanto, uma clas-
sificacao parcial é possivel, usando o determinante da matriz Hessiana de f (des-
ignado por Hessiano de f). Comegamos com o caso das fungoes de duas variaveis.

Teorema 6.5. Seja (a,b) € Int(D) um ponto de estacionaridade de f : D C
R* — R, com f € C*(Int(D)). Entao,
(i) se |H¢(a,b)| >0 e % > 0, f tem um minimo relativo em (a,b).

(i1) se |H¢(a,b)| >0 e ‘327]; <0, f tem um mdximo relativo em (a,b).
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(111) se |[Hs(a,b)| <0, (a,b) é ponto de sela.
(iv) Em qualquer outro caso nao se conclui nada usando a matriz Hessiana.

Exemplo 6.6. Consideremos a fungdo f(x,y) = x* —y> + zy. Determinemos os
pontos de estacionaridade

g—f;:() 322 4+y=0 =0 T =3
~ <~ V
3—520 3y +2=0 y=0 y=

Portanto, existem dois pontos de estacionaridade, (0,0) e (
agora a Hessiana de f.

Of oo &f 1 Of 4
ox2 7 oxdy T Oy v

A matriz Hessiana no ponto (0,0) tem determinante

0
1

O =

|Hf(o,0)|:‘ ‘:—1<o.

Concluimos assim que (0,0) € ponto de sela. Por outro lado, a matriz Hessiana

no ponto (l _—1) tem determinante

3073
1 —1 2 1
Hf(g;g)‘Z‘ 1 9 ’=3>0.
o2 f

Como além disso —(%, %1) = 2 > 0 concluimos que f tem um minimo relativo

) 8$2
em (1,51,

As condigoes de segunda ordem podem também ser expressas em termos do
sinal dos valores proprios da matriz Hessiana. A sua generalizacdo a fungoes
escalares de n variaveis é imediata, pelo que apresentaremos o resultado no caso
mais geral. Nas aplicagoes, no entanto, consideramos sempre func¢oes de duas ou
trés variaveis para simplificar o célculo dos valores proprios.

Teorema 6.7. Seja a = (ay,...,a,) € Int(D) um ponto de estacionaridade de
f:DCR" =R, com f € C*(Int(D)). Entao,

(i) se todos os wvalores proprios de Hy(a) sio positivos, f tem um minimo
relativo em a.

(i1) se todos os wvalores proprios de Hy(a) sio negativos, f tem um mdzimo
relativo em a.
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(111) se existem pelos menos dois valores proprios de Hy(a) com sinal diferente,
a € ponto de sela.

(iv) Se existe algum valor proprio nulo de H¢(a), e pelo menos dois valores
proprios de H¢(a) com sinal diferente, a € ainda ponto de sela.

(v) Se existe algum valor proprio nulo de H¢(a), e todos os outros tém o mesmo
sinal, nada podemos concluir acerca da natureza do ponto a.

3

Exemplo 6.8. Seja f(x,y,2) = 2% — 2z + 2y*> — 2%, Determinemos os pontos de

estacionaridade
3—5222y20 & y=0 Ve P —=1=0
%:3z2_1+y2:o 322—-1=0 z2=0

Ezistem assim quatro pontos de estacionaridade:

1
(0, +1,0), (0,0, iﬁ).

Calculemos agora a Hessiana de f.

0 f 0 f 0 f 0*f 0 f 0*f
— =-2, =0, =0, —% =2z, =2y, —= = 06z.
ox? 0xdy 0x0z 0y? Oy0z 072
A matriz Hessiana no ponto (0,1,0) é
-2 0 0
H(0,1,0) = 00 2
0 20
e 0s seus valores proprios sao
—2-X 0 O
|H(0,1,0) — M3| = 0 A 2|=0&)A=-2VA==-2V.i=2
0 2 =X

Tendo em conta que hd wvalores proprios positivos e negativos concluimos que
(0,1,0) € ponto de sela. Analogamente se pode verificar que (0, —1,0) € ponto de
sela.
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e 0s seus valores proprios $ao

)\1 - —2, )\2 = )\3 - 2\/5

2
\/37
Portanto, (0,0, %) ¢ ponto de sela.

Finalmente, a matriz Hessiana no ponto (0,0, —\/ig) ¢ dada por

X 20 0
Hf<07 07 7) = 0 _\/lg 0
3 0 0 -2v3

e tem valores proprios

2
)\1 = —2,)\2 - —%,Ag = —2\/§

Assim, [ tem um mdzimo relativo em (0,0, —\/Lg)

7 Operadores diferenciais

Nesta tltima sec¢ao definimos alguns operadores diferenciais e algumas iden-
tidades por eles verificadas.
Denotaremos os vectores da base canénica de R? por

i=(1,0,0),5 = (0,1,0),k = (0,0,1).

Seja D C R™ um aberto e denotemos por C*(D,R) (resp., C*(D,R™) as
fungoes escalares (resp., fungoes vectoriais) de classe C* em D, k = 0,1, 2.

Definicao 7.1. O operador gradiente ¢ o operador diferencial

V:CYD,R) — C°(D,R"),

(or of
vi- (8_a>
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Definigao 7.2. O operador divergéncia de um campo vectorial F' = (Fy, Fy, F3)
€ o operador diferencial

div: CY(D,R?) — C°(D,R),
dado por
oF, O0F, O0F;
+ =+

divF =V.F = .
" v ox dy 0z

Tal como a notacao indica, divF' é precisamente o produto interno

o 0 0
V.F = (%7@7&)'(F17F27F3)'

Interpretacao fisica da divergéncia:
A divergéncia de F' mede a taxa com que o campo vectorial se expande (caso em
que V.F > 0) ou se contrai (caso em que V.F < 0).

Defini¢ao 7.3. O operador rotacional de um campo vectorial F' = (Fy, Fy, F3)
€ o operador diferencial

rot : CY(D,R*) — C°(D,R?),
dado por

i j ok
rotF =VxF=| 4 & & :<%—%)i+(?—%)j+(%—?)k
F, F, F Y z 4 T T Y

Uma vez mais, tal como a notacao indica, rotF’ é precisamente o produto

externo
0 o0 0
VXxF= (a—x,a—y,&> X (Fl,FQ,Fg).

Observagao: As defini¢oes anteriores também se aplicam a campos no plano, isto

¢, ' = (Fy, Fy). Para isso basta omitir a coordenada Fj. Nesse caso, o rotacional
no plano da a seguinte funcao escalar:

e COFR, OF
VXF—<8x,ay>X(F1,F2)— O 83/

Interpretacao fisica do rotacional:
— . .
Suponhamos que v é um campo vectorial que representa a velocidade de um
. . ~ — .
fluido em movimento. Entao, rot v" num determinado ponto (g, yo, 20) representa
a tendéncia que as particulas tém de rodar em torno do eixo que aponta na
. ~ — — . . . .

direc¢ao do vector rot v’ (xg, Yo, 20). Se rot v" = 0 o fluido diz-se irrotacional.
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Definicao 7.4. Um campo vectorial F : D C R?® — R? diz-se um campo con-
servativo se existe um campo escalar f: D C R® — R tal que F = Vf.

Teorema 7.5 (Rotacional do gradiente). Dada uma funcao escalar f de classe
C? num aberto D C R3,
V x (Vf)=0.

Ou seja, o rotacional de um campo conservativo € zero.

Teorema 7.6 (Divergéncia do rotacional). Dada um campo vectorial F' de classe
C? num aberto D C R?,

div rotF = V.(V x F) = 0.

Definigao 7.7. Seja f um campo escalar de classe C* num aberto D C R3.
Designa-se Laplaciano de f o campo escalar

2 2 2
af 8f+8f

V2f =V.Vf= 57+ 5

Exercicio:
Estabeleca as seguintes identidades:
(i) div(fF) = fdivF + (Vf).F
(ii) rot(fF) = frotF+ (Vf) x F.
(iii) V(r") = nr1tr.

)

\Y
V(1) =0,r #£0.

(iv

Aconselhamos os alunos interessados a ler as excelentes notas dos Professores
Jerrold Marsden e Anthony Tromba, que se encontram no link abaixo.

http://bes.whireeman.com/marsdenvebe/
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