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Calculo proposicional

OperacOes com proposicoes

Dadas duas proposicdes p e g, tem-se que:

Equivaléncia

N i< <=
N im< (=

Conjuncao

NN <
< T <=

o T < | >

Negacéo
p |~p
V| F
F |V
Lei da dupla negacdo
~(~p)ep
Disjuncao
P |4 |pVyg
ViV Vv
V| F 1%
F |V Vv
F | F F
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Implicacao

P |49 |p>q
V|V 1%
V| F F
F |V 1%
F | F 1%

Propriedades das operacdes ldgicas

Dadas trés proposicdes p, g e r, tem-se que:

Comutativa
pANg=qg/p pVageqVp
Associativa

PN ANrepANgANn
pPVgoVrepVigVn

Existéncia de elemento neutro
pANVSVApeSp pVFSFVpop

Existéncia de elemento absorvente
pANFSFApSF pVVESVVpeV
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Distributividade da conjuncao
em relacao a disjuncao
pAN@VNep@PANgV(pAD

Distributividade da disjuncao
em relacao a conjuncgao
pNVN@NAne@EV NPV

Primeiras Leis de De Morgan
~p N9 < ~pV ~q ~PpVg< ~pA~q

Propriedades da implicacao
Transitividade
p=9N@=n=@=n

Relagédo com a disjuncao e negacao
P=q9< ~pVyq

Negacao
~p=q9<=p N ~q

Implicacao contrarreciproca
P=q < (Cq= ~p)
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Condicoes e conjuntos

Quantificador universal
Vx, p(x) © V se, e somente se, p(x) for universal.

Quantificador existencial
Jdx: p(x) © V se, e somente se, p(x) for possivel.

Segundas leis de De Morgan
~(Vx, p) © Jx: ~p)
~(Fxp) © Vx, ~p)

Operacoes com conjuntos
Dados os conjuntos A = {x: p(x)} e B = {x: g(x)}
definidos por p(x) e g(x), tem-se:

Intersecao Unido
ANB= {x:px) N qx)} | AUB = {x:p(x) V q(0)}

Diferenca = Complementar
AB = {x:;p) A ~qx)} | A= {x: ~p(x)}
AB=ANB
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Propriedades das operagoes
com conjuntos
Dados A, B e C subconjuntos de U, tem-se:

Comutativa
ANB=BNA AUB=BUA

Associativa
ANBNC=ANBNO
AUBUC=AU®BUC

Existéncia de elemento neutro
ANU=A AU T =A

Existéncia de elemento absorvente
AN =0 AUU=U

Propriedade distributiva da intersecao
em relacao a uniao
ANBUO=ANBUANO

Propriedade distributiva da unido
em relacao a intersecao
AUBNO=AUBNMAUDO
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Inclusao de conjuntos
ACBSANB=A<AUB=B

Leis de De Morgan para conjuntos
ANB=AUB AUB=ANB

Produto cartesiano

Dados conjuntos A e B, o produto cartesiano
de A por B € o conjunto definido por:
AXB={xy:x€ANy&B}

Propriedades do produto cartesiano

Dados conjuntos A, B e C, tem-se:

Propriedade distributiva do produto
cartesiano em relacao a uniao de conjuntos

AXBUCO=MAXBUMUXO
BUC) XA=BXAUI(EC XA
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Geometria Analitica
no plano

Sejam A(xy, ya) € B(xp, yg) dois pontos
de um plano:

Coordenadas do ponto médio de [AB]

(XA+XB yA"‘)’B)
2 ’ 2

Distancia entre dois pontos
d(A, B) = /(s — x)* T (5 — y)?

Equacao da mediatriz do segmento
de reta [AB]

C—x O =y =0 —x)+ =)
Equacao reduzida "
da circunferéncia
de centro A e raio r A /
C—xto—wr=r T -

10) Xa x
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Inequacao reduzida YA
do circulo de centro A

eraio r /
@t oS b

o X

Equacao reduzida da elipse

centrada na origem:

e Focosnoeixo Ox, Fi(c,0) e Fy(—c, 0)
e eixo maior 2a

2 2
X y
7+7= 1,b=vVa*—c?
b2
2a — eixo maior;
2b — eixo menor;
2¢ — distancia focal.
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GEOMETRIA ANALITICA

* Focos no eixo Oy, Fi(0,¢) e F5(0, —¢)
€ eixo maior 2a

2y YA
R i
a

C
b=+Va*—c? .

ol b X
2a — eixo maior;
2b — eixo menor; F,
2¢ — distancia focal.

Retas paralelas aos eixos

= Equacao da reta VA
paralelaa Ox
que contém
o ponto A(a, b):
y=>b
y=> b A

= Equacao reduzida
da reta paralela 0 a
a Oy que contém
o ponto A(a, b):

X =a X =da

=Y
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Geometria Analitica no espaco
Sejam A(xy, Y4, 24) © B(xp, ys, 23) dois pontos

do espaco:

Coordenadas do ponto médio de [AB]

(XA+XB yat Vg ZA+ZB)
2 ’ 2 ’ 2

Distancia entre dois pontos
d(A,B) =/ (xs — x2)* + (g — ya* + (25— 24)°

Equacao do plano mediador
do segmento de reta [AB]
C—x) + O~y T =z =
=x—x)’+t =+ @z

Equacao reduzida da superficie
esférica de centro A e raio r
C—x) T Ot =r

Inequacao reduzida da esfera
de centro A eraio r
(r — x2) + vy — yA)2 t+t@—z)<r
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Planos paralelos aos planos definidos
pelos eixos coordenados

Equacao de um plano que contém o ponto
A(a, a,, a;) e é paralelo ao plano:

x0y: 7z = a; z
x0z7.y = a,
¢ - Z=a,

_________

Retas paralelas aos eixos coordenados

Sistema de equacoes de uma reta
que contém o ponto A(a;, a,, as)
e é paralela ao eixo:

Ox:y=a, N\ 7= as
Oy:x=a N\ z= a3
Ozx=a Ny =a,
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Calculo vetorial no plano

Vetor como diferenca de dois pontos
AB =B — A(xs — X1, Y5 — )

Condicao de colinearidade de dois vetores
Os vetores #(uy, us) € v(vy, v2), ¥ # 0 sdo
colineares se, e somente se, existe k € R, tal que
u, = kvy N\ u, = kv,
ou, dito de outro modo, as coordenadas de u e v
sdo diretamente proporcionais.

Norma de um vetor

il = Vi + 3

Equacoes da reta que contém
o ponto A(x,, y,) e adirecao

do vetor u(w, w)

Equacao vetorial
(6, 3) = (xa, ya) T k(uy, up), k € R
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Sistema de equacdes paramétricas
{x = x4 + ku

Equacao reduzida

u
y:mx—i-b,m:TZeb:yA—mxA
1

Produto escalar de dois vetores

i 5 = [ % 5] % cos(?)
Dados ii)(ul, l/tz) € ;(Vl, V2)

- -
u-*v=uwmv t uy,

Condicao de perpendicularidade
de dois vetores

Dados vetores u(uy, ;) € v(vy, v5)

MJ—V<:>M1V1+M2V2:O

Declives de retas perpendiculares
Duas retas » e s de declives m e m’,
respetivamente, sdo perpendiculares se,
e somente se, mm’ = —1 .
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Calculo vetorial no espaco

Vetor como diferenca de dois pontos
AB =B — A(xpg — X4, Y5 — Ya» 2 — Za)

Condicao de colinearidade de dois vetores:
Os vetores u(uy, Us, 3) € v(vy, va, v3), v #+ 0
sdo colineares se, e somente se, existe k € R,
tal que

Uy = kv, /\ uy = kv, /\ uy = kv,
ou, dito de outro modo, as coordenadas de u e v
sdo diretamente proporcionais.

Norma de um vetor

||72|| = u? 4+ ui+ u?

Equacoes da reta que contém o ponto
A(Xa, Ya, Z;) € a direcao do vetor

u(th, U, )

Equacao vetorial
(6 3, 2) = (Xas yar 2a) T+ ks, up, u3), k € R
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Sistema de equacdes paramétricas

x = x4 t+ ku
y=ys+ ku,, k ER
7= z4 T kus

Produto escalar de dois vetores
Dados u(uy, uy, uz) € v(vy, Vo, v3) :

-

>
u-v = uv + 1204%) + Uusvs

Condicao de perpendicularidade
de dois vetores

Dados vetores u(uy, uy, uz) € v(vy, v, V3) :

ulveuv, + uw, +uys =0

Equacoes de planos no espaco
Uma equacao cartesiana do plano normal
ao vetor u(a, b, ¢) que contém o ponto

A(XA’ yA’ ZA) é
ax +by+cz+d=0

emque d = — ax, — by, — cz4 .
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GEOMETRIA ANALITICA

Dados um plano a, o ponto A(xs, ya, Za)

. —-> —->
de a e dois vetores, u(u,, uy, u3) € v(vy, v, v3) ,
ndo colineares paralelos a « :

Uma equacao vetorial do plano o €

(x7 y, Z) = (xA7 yA7 ZA) + s(ul’ U, u3) +
+ t(vla Va, V3), s, te IR

Um sistema de equacdes paramétricas
do plano a ¢
x = x4 + su; + v
Y=y4t+ su, +1vy, 5,1 €ER
72=2z4 t sus + tv3
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Somatorios

Dados p € IN e uma sequéncia de nimeros
reais (xy, X, ..., X,) , tem-se que:

P

Zx,- =x tx+..+x

i=1
Propriedades dos somatorios
Dados p € IN, A € R, um ndmero natural n,
tal que n < p e sequéncias de niimeros reais
i h<i<p © Oh<i<p, tem-se que:

Associativa
Z X = Z x, + Z X
k=1 k=n+1
Homogénea

D=2 x

i=1 i=1
Aditiva

Yot w=at Dy

i=1 i=1 i=1
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Amostras de dados univariados

Sejam n & IN e uma amostra x = (x;, X, ... , X,) .

Média
Dados nao agrupados Dados agrupados

n m
x ="y X = p
X1, X2, ..., X, sdoo0s m elementos de x
e n, n,...,n, asrespetivas frequéncias

absolutas (/Z n; = n) .
i=1

Propriedades da média
A amostra y = (ax; + h,ax, + h, ..., ax, + h)

tem média: y = ax + h(a,h € R).

Desvios em relacéo a média
di:xl'_;,ie {1,2,...,”}
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Propriedades dos desvios
em relacao a média
Dados nao agrupados Dados agrupados

D —x)=0 don(x;—x) =0
i=1 ji=1
Soma dos quadrados dos desvios
S8, =D, (x; — X
i=1
Dados nao agrupados Dados agrupados
SS, = > x2 — nx’ SS, = > m(x; — XV

=1 j=1
Propriedades da soma dos quadrados dos desvios
Se y = x + h (resp. y = ax), entdo,
SS, = SS, (resp. SS, = a*SS) (@, h € R)

Variancia Desvio-padrao
SS SS
2 _ TTX x
5 n—1 S = n—1

Propriedades do desvio-padrao
e S, =0 se,esomente se, x; = x, = ... = X,.
e y = x + h (respetivamente y = a.x), entdo,

S, =S, (respetivamente, S, = |alS) (@, h € R)
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Percentis
Percentil de ordem k, P, € o valor maximo

da amostra se £k = 100, a média dos elementos
kn

kn

100 100

se kK #+ 100 e % for inteiro, e, nos restantes
] .

de ordem e -+ 1 na amostra ordenada

casos, o elemento de ordem [ IIE)O
na amostra ordenada.
Percentis para dados agrupados em classes
Dados ndmeros naturais m,n € k, k < 100,
uma sequéncia crescente de nimeros reais

(a1, as, ..., a,) eum conjunto de dados
quantitativos organizados nos intervalos de classe
[ai, a; + [, que se supdem de igual amplitude

h >0, tem-se P,, ondmeroreal x, tal que
L—1

D@y —an; +(x an, = 1002(“’“ an;

i=1 i=1
khn
isto €, tal que Z n+ &G—adn, =,
= 100
em que n; € a frequéncia absoluta do intervalo

de classe [a;, a; + [ € L € o maior nimero

L—1
kn
E P < .
natural, tal que P n 100
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Amostras de dados bivariados

Seja (x, y) a amostra bivariada das varidveis
estatisticas x e y dadapor ((x;, y)), (X2, y2), ...
(‘xl’l’ yn)) .

Regressao linear
Desvio vertical do ponto P(x; y),1 <i<n
ee=y,—ax;— b, b<sR)

Reta dos minimos quadrados

Zx,- P n}y
o =1
y = ax:i— b , com a = s
eb=y —ax.
Propriedade
D=0y —ax —b=0
i=1
Coeficiente de correlacao linear
26— D0~ )
=1

r =

ou r
\/ 55,88, SS,
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Factos elementares
da combinatoria

Dados dois conjuntos A e B,

e Se ANB= O, entdo, #A U B) = #A + #B

e Se #A € IN e #B € IN, entdo, #(A X B) =
= #A X #B

Dado um conjunto A finito com n & IN

elementos, existem:

» "A; = n’ arranjos com repeticdes (sequéncias
ordenadas de p elementos de A, repetindo

elementos ou ndo — extracdes com reposi¢ao);

n n'

A =t
(sequéncias ordenadas de p elementos de A,
sem repeticdo de elementos — extracdes
sem reposicao);

e P, = n! permutacoes de n (formas distintas
de ordenar 0os n elementos de A)

e "C,= 7,17 = p,(nni'_), combinacOes distintas
de p elementos de A (nimero de subconjuntos
de A com p € IN,p < n, elementos);

o #$(A) = 2" subconjuntos de A
P(A) — conjunto das partes de A .

DIMENSOES © MATEMATICAA o SANTILLANA 23
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CALCULO COMBINATORIO

Triangulo de Pascal — Propriedades
Dados n,p EIN,n = p:

"C, ="Ci—
Z an — 21’[
k=0

n+1 —n n
Cp+l_ p+1+ Cp

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
"C, "Cr "Ch o "Cy ., 'C,y "C

Binomio de Newton
@t+b=a+"Cia" 'b+ ..+
+rC,_ ab" "+ b
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Probabilidades

Dados um conjunto finito £ e uma probabilidade
no conjunto $(E) e dois subconjuntos A e B
de E, tem-se:

e P(E) =1

0 < P(A) < P(B)

P(A) =1 — PA)

P(©)=0

P(A\B) = P(A N B) = P(A) — P(A N B)
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Regra de Laplace

Dada uma experiéncia aleatdria cujos casos

possiveis sejam equiprovaveis e finitos,

define-se probabilidade de um acontecimento A

0 quociente entre o nimero de casos favordveis

a A (#A) e o numero de casos possiveis (#E) :
#A

PO =S
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Probabilidade condicionada

Dados uma probabilidade P e dois acontecimentos
A e B, com P(B) # 0, tem-se:

P(AN B)

PAIB) = —p g

Regra do produto
P(A N B) = P(A)P(B|A) e P(A N B) =
= P(B)P(A|B)

Acontecimentos independentes
Dois acontecimentos A e B sdo independentes
se, e somente se, P(A (N B) = P(A)P(B) .

Teorema da probabilidade total

Seja E um conjunto finito, tal que:

E=B UB,U..UB,, emque

B, B;= @, ACE e P uma probabilidade:

P(A) = Z P(B)P(A|B)
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Poténcias

Poténcias de expoente inteiro
a'=aXaxX..Xam<EN); a’ = 1@< R0}
n fatores

Poténcias de expoente racional
aw =Va" m € Nyn € Ny a < RY

Propriedades das poténcias
Dados x,y € R,a,b > 0, tem-se:

cd" X =g o (@) = a”
e (aby! =a* X b* .<i>“”:ax
Lat b b*
Cly ° a—x — lv
@
Radicais

Propriedades dos radicais
Sejam a,b €ERy, m EIN e n € IN par
@esp.a,b =R, m& N e n & IN fmpar), tem-se:

e Va x Vb =Vab « (Va) =a"

« Va'b = aVb %_” a
. %—f\/y(b%#O)
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Sucessoes mondtonas

e (u, écrescente © Vn<& IN,u,., > u,

e (u, édecrescente & Vn< IN,u,,, <u,
e (u,) € crescente em sentido lato <

vn = |N, Uy +1 = uy,

* (u,) € decrescente em sentido lato <

VYne N u, . <u,

* (u,) éconstante © VnE N, u, ., =

Progressoes
aritméticas

(u,) € progressao
aritmética de razao r
e primeiro termo a :
Uy =a/\ u,+; =
=u,+r,VnEe N
Termo geral:

U, = u; + (m — Dr
Soma dos N
primeiros termos:

Su=

i=1

u—l-u
1 NXN

28
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Progressoes
geométricas

(u,) € progressao
geométrica de razdo r
e primeiro termo a :
u=a/\u,+; =
=u, Xr,Vn<&e N
Termo geral:

w, = u r" !
Soma dos N
primeiros termos:

N

Zu, h l—rr

i=1

SANTILLANA



Sucessao convergente

limu, = [ se, para todo o nimero real & >0,

existir uma ordem p € IN, tal que
VYnEMNn=p=lu,—1<d

Limites infinitos

Uma sucessao (u,) :

 tem limite +oo, quando, paratodoo L >0,
existe uma ordem p € IN, talque Vn € IN,
n=p=u,>L

e tem limite —c°, quando, paratodoo L >0,
existe uma ordem p € IN, talque Vn EIN,
n=p=>u,<—L

Algebra de limites

(u,) e (v,) convergentes

e lim(u, + v,) = limu, + limvy,
e lim(u,v,) = limu, X limv,

e lim(ku,) = klimu, (k € RR)
u, ) limu,

= — ,se VneEN, v, #0
limv,

. 1im<
Vﬂ
elimvy, + 0
e lim@,)" = (limu,)" se r <IN, ouse Vn €N,
u,=0e reQ', ouaindase VnEN, u,>0.
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= Algebra de limites infinitos/nulos
400 + (+0o0) = +oo
—00 + (—o0) = —©
400 X (+0o0) = +oo
—00 X (—o0) = +0o

+o0o X (—o0) = —oo
1 — . 1 J—
Foo 0= =0

[ X (—o0)= —0 se [ >0

[ X (—o0) =+ se [ <0

[ X (+0) = +00 se [ >0

[ X (+0) = —0o0 ge [ <0
1 1

— = to0; — = —©

0 0
Indeterminacoes

© | 0
o oxe | S

= Propriedade
Dadas duas sucessodes (1,) € (v,), se (u,)
¢ limitada e limy, = 0, entdo, lim(u,v,) = 0.
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Teoremas de comparacao

Dadas sucessoes (1,) € (v,), seexiste uma

ordem a partir da qual u, < v, e:
e limu, = +oo, entdo, limy, = +0o0;
e limy, = —o© | entdo, limu, = —0 .

Teorema das sucessoes enquadradas

Dadas sucessoes (1), (v,) € (w,),
se (1, e (v,) sdo convergentes,
limu, = limv, = [ e existe p € IN,
tal que, paratodoo n > p,
U, S w, < v,,
entdo, (w,) € convergente e limw, = 1[.

Limites notaveis

* Seja a € R"\{1}
a>1=limd" = +
a<1=lima" =0

» Seja a € R"
limVa =1

* Seja xR

lim<1 + i) =&
n

DIMENSOES o MATEMATICAA o SANTILLANA
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Generalidades acerca de funcoes
Uma funcdo f denomina-se injetiva se,
e somente se, para quaisquer x, x, € Dy,
SO = flw) = x1 = x,.
Uma fungdo f: D; > B denomina-se
sobrejetiva se, e somente se, paratodoo y & B
existe x € A, tal que
y =)
Uma funcdo f denomina-se bijetiva se,
e somente se, for injetiva e sobrejetiva.

Funcao composta
Dgof': {X:X S5 Df /\f(x) = Dg} P
g ° flv) = g(fw)

Funcao inversa
) =xeflg=y,Vy €D XDj

Paridade

Funcéo par Funcéo impar
VxEDf,—xEDf/\ VxEDf,—xEDf/\
A fl—=x) = flo) N fi=x) = —f(»)
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Propriedades geométricas
dos graficos

Translagoes
g(x) = f(x — a) + b — transla¢iio
de vetor u(a, b)

Contracdes/Dilatacdes
h(x) = af(x) — contracao verticalse 0 <a <1,
dilatacdo vertical se a > 1. Coeficiente a

#(x) = flax) — contracao horizontal se a > 1,
dilatacao horizontal se 0 <a <1.

.. 1
Coeficiente o

Reflexdes
gx) = f(—x) — reflexao de eixo Oy
g(x) = —f(x) — reflexao de eixo Ox

Funcao periodica

A funcdo f € p-periddica se, e somente se:
Vx € Ds, x + p € D; A fix + p) = fix)
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Monotonia

A fun¢do f € crescente em A C D, se,
e somente se,

Vxnx € R, x> x = flx) > fix,)

A funcdo f € decrescente em A C Dy se,
e somente se,
Va6 € R, x> x = flg) < flxy)

Operacgoes com fungoes
Dadas fungoes f e g de dominios D, e D,
respetivamente:
e Asfungdes f+ g, f—gefXg
tém dominio D, N D, e sdo definidas,
respetivamente, por:
f+ ol = fly + g,
f— oW =fly) — gl e
(/&)x) = flg(x)

* A fungdo é tem dominio D, D\{x: g(x) = 0}

« A funcio definida por h(x) = v/ f(x)
tem dominio D, = {x € Dy flx) = 0} ,
se b pare D, = D;, se b impar.
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Equacdes com radicais quadraticos
V() = g = flo) = [gWF

Nota: Apenas sao solucdo da equacio
V f(x) = g(x) as solugdes de flx) = [’

que transformam a condi¢cdo +/ f(x) = g(x)
numa proposicao verdadeira.

Limite de uma funcao (Heine)
Seja a ponto aderente a Dy e b & R
lim fix) = b se, e somente se, para qualquer

sucessdo (x,), talque Vn € N, x, € Dy
se x, > a, entdo, fx,) = b.

Algebra de limites de fungdes
lim (f = 9)x) = hzn fx) = lim g(x)
lim (f X g)(x) = lim f{x) X liin g(x)

lim f(x)
lim (%)(x) =T

o lim g(x)

lim [fo)" = [}(ig f(x)]" ,rEQ
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Teorema sobre funcdes limitadas
Se lim fix) = 0 e g € limitada, entdo:
lim [fg ()] = 0
Teorema das fungoes enquadradas
Se lim g(v) = lim h(x) = [ e g(x) < f(x) < h(x),
entdao, lim fix) = [.
Funcao continua num ponto

A fun¢do f € continuaem a € Dy se,
e somente se, existe lim f(x) .
X—~a

Propriedades
Se f e g sdo fungdes continuas, entdo, f+ g,

f—g.fxXg, chef", r € Q sio também

continuas nos respetivos dominios.

As funcées polinomiais e as func¢oes racionais
sdo continuas.
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Teorema de Bolzano-Cauchy

Se uma fungdo f € continua num intervalo [a, b]
e k € R pertence ao intervalo de extremos f(a) e
fib) , entdo, existe ¢ € [a, b], tal que fic) = k.

Teorema de Weierstrass
Uma fungio f r. v.r. continua num intervalo [a, b]
admite um maximo e um minimo absolutos.

Assintotas ao grafico de uma funcao

Assintotas verticais
A reta de equacdo x = a € assintota ao gréfico
de f, se lim flx) = +0°, ou lim fix) = —0,

ou lim flx) = +° ou lim fix) = —oo.
Assintotas nao verticais
. J™
Se lim

x> +oo

J(x)

:mEIR<lirP :mEIR>
e lirP [fx) —mx] =b <R
( lir}l [f(x) — mx] = b & R), areta de equacado

y = mx + b € assintota ao grafico de f
em |00 (—o0),
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Taxa média de variacao de f
entre ae b, a, be D

f(b) — f(a)
b—a

Derivada de f em a € D

f@ = tim LI
+h)—
o = g O RS

Equacao reduzida da reta tangente
ao grafico de f em A(a, f(a))
y=mx —a) + fla), m= fla)

Regras de derivacao
w+vy =u +v
W) = uv-+vu

u\  uv—u
() =
o) =pw 'u,pER
(f° 9 = f(gx) g’
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Derivadas e monotonia

Seja f uma fungdo diferencidvel num intervalo

I'C Dy

e Se Vx&I, f(x) =0, entdo, f € crescente em 1.

e Se Vx&I, f(x) <0, entdo, f € decrescente
em [.

Derivada de segunda ordem
@)= () (@

Teste da segunda derivada
para extremos relativos

e Se f'(a) =0 e f"(@ >0, entdo, f admite
um minimo em a .

e Se f'(lag =0 e f"(a) <0, entdo, f admite
um maximo em a .

Pontos de inflexao e sentido das concavidades
Seja f duas vezes diferencidvel num intervalo /
* Se,paratodoo x €1, f'(x) >0 (f"(x) <0),

o grafico de f tem concavidade voltada para

cima (para baixo) em [ .

* Se o grifico de f tem um ponto de inflexdo

no ponto de abcissa ¢ € I, entdo, f(c) = 0.
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Funcoes exponenciais

Dado um nimero a € IR" , a fungio definida
em R por fix) = a* designa-se por fungio
exponencial de base a .

Propriedades
. Df R e D= R"
* Econtinua; Vx, € R, lim f(x) = flx,)

a>1 0<a<i
f € crescente f € decrescente
liT fix) = + ’lir}rn fx) =20
lim fix) =0 lim fix) =
Limites notaveis
e"—1 e
. _ _ =
fim =1 | im e e
Derivadas
) =¢€ @ =Inaa
(@) = u'(x) &'V (@9 = Ina u'(x) a"®
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Funcoes logaritmicas

Dado um nimero a € R*\{1} , a fung¢io

f:R" = R definida por f(x) = log, x designa-se
por «logaritmo de base a » e tem-se que

y = log,x © @ = x, logo, Vx € R",

a® =xe VxE R, log, (@) = x

Propriedades
. Df R* e D;=R.
« E continua: Vx, € R", lim log,(x) = log,(xo) -
clogx=0x=dad"©x=1
* Aretade equacdo x = 0 € a Unica assintota
vertical ao gréfico de f.

f € crescente
lim log,x = +o0

x =+

limlog,x = —o©°

x—0

a>1 0<a<i
log,x <0< log,x <0<
exe]o, 1] Sx el +oof
log,x > 0 < log,x > 0 <
Sxe]l, oo S xeE10,1[

f € decrescente
limlog,x = +0

x—0

lim log,x = —oo

x — +o
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Propriedades algébricas
Dados a € R"\{1} e x,y € R",
log,(xy)=log,x + log,y

1)y _
loga<7> loga-x

logu<%> = log,x — log,y
log,(x*) = klog,x

log, x
log,(x) = 10g7 (Mudanca de base)

Limite notavel

lim — =20

x—o+oo X

Derivadas

log’ x = ! log” = ﬂ

08X = I ax ogi(u) = In au(x)
e=-L W(x)

e = In'(u(0) =~ 5

Modelos exponenciais

Dado k € R, as fungdes definidas por f{x) = ce*,
emque ¢ € R, sdo solugdesem R de f'(x) = kf(x)
e todas as solucdes da equacdo sdo desta forma.
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Razoes trigonométricas
de um angulo agudo

Dado um triangulo [ABC] retanguloem C,
tem-se:

) BC B
SiInQ = —
AB
AC
cosat — —
AB
tanq = — A ¢
AC
Tabela trigonométrica
x o T o L) o (1)
30 ( 6 ) 5 ( 4) | 99°(3
sinx 1 V2 V3
2 2 2
COS X \/E \/E i
2 2 2
tanx V3 1 V3
3
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Seno e cosseno
de um angulo convexo

Para qualquer tridngulo [ABC], tem-se:

. B
Lei dos senos QO
a b ¢ A A

Teorema de Carnot
a> = b*+ ¢ — 2bccosa

Razdes trigonomeétricas
do angulo orientado

YA

Sin x °
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Formulas trigonomeétricas
Férmula fundamental da trigonometria
YV x € R, sin’x + cos’x = 1
€
Vx € R\x: x = % t ok kE 7Y,
1
cos’ x

tan’x + 1 =

Formulas de reducao ao primeiro quadrante
Paratodoo x € IR, tem-se:

sin(—x) = —sinx ; cos(—x) = cosx
sin(x + ™) = —sinx; cos(x + ™) = —cosx
sin(x — ) = —sinx; cos(x — T) = —cosx
sm(x +

T T .
7) = Ccosx; cos(x + 7) —sinx
, < _£> B ( L)
sin| x — = cosx; cos\ x — =

Formulas da soma e diferenca
Paratodosos x,y € R,
cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny
sin(x — y) = sinx cosy — cOsx siny
sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny
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Formulas da duplicacao
Paratodoo x € R,
cos(2x) = cos’x — sin’x
sin(2x) = 2 sinx cosx

Funcoes trigonomeétricas

Func¢do seno | Fung¢do cosseno
D R IR
D’ (L1 (—L 1
Periodo 5 5
fundamental | <™ T
Zeros km ke Z %—Fkn,kez
Maximo 1 ; Maximo 1 ;
para para
x:%qtzkn, x=2%nkEZ
Extremos |k&EZ
relativos Minimo —1; | Minimo —1 ;
para para
37 =7+ 2%
X = T + 2k7T, X T T,
=V ke 2z
Paridade Impar Par
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Funcio tangente
D Rvx =3 + kr k € 2]
D’ R
Periodo
fundamental T
Zeros km, ke 7
Extremos relativos | Ndo tem extremos
Paridade Impar

Funcdes trigonométricas inversas

Funcéo arco-seno
Dominio: [—1, 1] ; Contradominio:

T T
272

arcsinx = y & siny = x

para y © [—L x

i) exe[—1,1].

Funcéo arco-cosseno
Dominio: [—1, 1] ; Contradominio: [0, 7]
arccosx = y < cosy — x
paray € [0, ] e x € [—1,1].
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Fungao arco-tangente

Dominio: IR ; Contradominio: |[—

T
272
arctanx = y < tany = x

T T
para y = ]2, 7

exc R.

Equacoes trigonométricas

sinx = sina & x = a + 2kw V
Vx=n—a+t2knr k&€ ”Z

cosx =cosa©x=ta+2kn ke ”Z
tanx = tana O x = o +km, ke Z

Limite notavel
limonX —
x>0 X

Derivada das funcoes trigonométricas
(sin(w))” = u’ cosu

(cos(w))” = —u’ sinu

4

[ A— u _ ’
(tan(w))” = oy ! (1 + tan(w))
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Movimentos harmonicos

Oscilador harmonico
Sistema constituido por um ponto que
se desloca sobre uma reta numérica em dado
intervalo de tempo 7, de tal forma que
a respetiva abcissa € dada em fun¢do do tempo
te 1, por

x@®) =Acos(wt+@,A>0, ®>0c¢e
¢ < [0, 27]

As constantes A, w e ¢ denominam-se
amplitude, pulsacao e fase, respetivamente.
27

A fungdo x € periddica de periodo T = o

. . ) 1
e o inverso numérico do periodo f = T

denomina-se frequéncia do oscilador
harmoénico.
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Primitivas

Dada uma funcdo f, real de variavel real, definida
em [, F diz-se uma funcdo primitiva de f em [ se

VxeI, F(x) = flx)

Funcoes de referéncia para primitivacao
(Primitivas imediatas)
Sejam ¢ € R e a € R\{—1, 0}, tem-se que:

W' =1 Pl=x+c¢
1

ay/ — a—1 a — a+ 1
=% ax Px ar1” +c
) = e Pe"=¢e"+c¢

1 1) +

(Inx)" = . P<x>—lnx+c(em|R)
(sinx)” = cosx Pcosx = sinx + ¢
(cosx)” = —sinx Psinx = —cosx + ¢
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Linearidade da primitivacao

Sejam f e g fungdes reais de varidvel real

e k= R, tem-se que:
P(f+g=Pf+Pg

Pkf=kPf
Integrais
Dados um referencial YA

cartesiano xQOy

e uma funcdo f
continua num
intervalo fechado
[a, b], designa-se
por integral de f
entre a e b ,
e representa-se por J; Jxdx :

o| a b x

* A drea da regido do plano delimitada pelas
retas de equagdo x =a e x = b, oeixo
das abcissas e o grifico de f, se f € nado
negativo no intervalo [a, b] ;
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PRIMITIVAS E CALCULO INTEGRAL

* O simétrico da medida da area da regido
do plano delimitada pelas retas de equacio
X =a e x = b, oeixo das abcissas
e o graficode f, se f € ndo positiva
no intervalo [a, b] , ou seja,

fa ’ foodx = — f " —fdx

¢ A soma
[ fodx + [ foodx + ... + [ food

se f étal que existe kK = IN,

€ CyCly -+ » Crt1, COM

a=cy < <..<c¢4+, =0b,

tal que f € ndo negativa ou ndo positiva
em cada intervalo [c;, ¢; 1] (0 <j < k),
ou seja,

J; ’ fxdx =
= [ fooax + [ fa + .+ [
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PRIMITIVAS E CALCULO INTEGRAL

Propriedades
Dadas duas fungdes f e g continuas num
intervalo [a, b], ¢ € [a, b] ek € IR, tem-se:

= Formula de Barrow
J;bf(X)dx = [F®)]. = Fb) — F(a)

( F € uma primitiva qualquer de f no intervalo

la, b])

= Simetria
J; ‘ fdx = — L ’ fx)dx

= Relacao de Chasles

Lb f®dx = LC fodx + J;b f)dx

= Linearidade
[ gw + g@yax = [ fooax + [ geoar;

j; " kfodx = k f * fodx
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Conjugado de z= a + bi
com a,bE R

Z=a— bi

Operacoes na forma a + bi
com a,be R

Sejam z; =a +bie z=c+ di
ez tzm=a+c+ b+ di
e 7, X 2o = ac — bd + (ad + bc)i
2 u _ ac+ bd ad — bc .
“a o @ b

Médulo de um niamero complexo
la + bi] =V a*+ b?

Forma trigonométrica
de um namero complexo

z = lzl(cos 0 + isin0) = |z] ¢
em que 0 ¢ tal que

Re(z) ) Im(z)
€ SInvu —
|z |z

cosf =
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Produto e quociente
na forma trigonométrica

Sejam z; = |zl e z, = |zo] €®

e 22, = lzllz| €@ TP
L |Zl| o= B
2 |Zz|

Poténcia de expoente natural
Seja z = zle® e n €N
7' =zl"e

n ,in0

Raizes indice n € IN
de um nimero complexo

As n raizes indice n de um complexo w sio

= Ylwletn 5 k=0.1,....n— 1
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Conjuntos definidos por condigoes
Sejam zp=a + bi, zy=c +di, rER" e
0 € ]—n, 7
* Circunferéncia de centro em (a, b) eraio r
lz =2l = r
¢ Circulo de centro em (a, b) eraio r
lz =zl < r
e Exterior da circunferéncia de centro em (a, b)
eraio r
lz =zl >r
* Mediatriz do segmento de reta de extremos
em (a,b) e (c,d)
2 = 2l = |z — 2l
* Semiplano delimitado pela mediatriz
do segmento de reta de extremos em (a, b)
e (¢, d) que contém o ponto (a, b)
2 — 2ol <lz — zi
* Lado extremidade do angulo orientado
de vértice em (a, b) e lado origem

diretamente paralelo ao semieixo real positivo
Arg(z — z9) = 0
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