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Caderno 1

(¢ permitido o uso de calculadora)

)

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgdo correta. Escreva, na folha de respostas,

o nimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as

justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagdo, apresente

sempre o valor exato.

1.  Um saco contém treze bolas sendo nove brancas, numeradas de 1 a 9, e quatro pretas iguais entre si.

As bolas apenas se distinguem pelo ntimero ¢ pela cor.

1.1.

1.2.

Tiram-se, ao acaso, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas bolas do saco.
Qual ¢ a probabilidade de a segunda bola extraida ter um numero par sabendo que a primeira

bola extraida foi preta?

4 1
(A) T} (B) 3 © o (D) ry

Suponha agora que as treze bolas vao ser colocadas numa fila, encostadas umas as outras, da

esquerda para a direita.

Quantas filas diferentes é possivel formar de modo que as bolas com nimero impar fiquem

no inicio da fila?

(A) 201600 (B) 4838400 (C) 8400 D) 8640

2. Seja 4 uma fungdo real de variavel real, continua, de dominio [—1, 1] .

Pode afirmar-se que:

(A)
(B)
©
(D)

A funcdo /4 tem minimo.
A fungdo /4 tem pelo menos um zero.
h(1) é o maximo da fungdo /.

O grafico da fungdo 4 pode ter uma assintota.
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3. Através da colocacdo de uma rede, pretende-se dividir em D G C

trés partes um terreno agricola retangular como € sugerido

no esquema da figura ao lado: 50 m

O retangulo [ABCD] representa o terreno e a linha formada 4 E B
pelos segmentos de reta [EF |, [FD] e [FC] representa a

rede.

Sabe-se que:

. o ponto E é o ponto médio de [AB] ;

. o ponto G ¢ o ponto médio de [DC];

. o ponto F & um ponto mével que pertence a [EG|;
. x ¢ a amplitude, em radianos, do angulo FDG, com 0 < x S% ;
. os lados representados por [AB] e [BC| medem, respetivamente, 100 m ¢ 50 m.

3.1. Mostre que o comprimento, L, em metros, da rede pode ser dado, em fung¢ao de x, por

50(2 —sin
L(x)=50+ 30(2=sinx)
cosx
3.2. Sabendoque 0<« S% etana = % , mostre que para x =« o comprimento da rede ¢ igual

al37,5m.

3.3. Determine o comprimento da rede se o campo ficar dividido em trés partes com a mesma

area. Apresente o resultado em metros arredondado as décimas.

50(2sinx—1)

3.4. Mostre que a fungdo derivada de L ¢ dada por L'(x)= -
cos’ x

3.5. Determine o valor de x para o qual o comprimento da rede € minimo.

Fim do Caderno 1

COTACOES (Caderno 1)

Item
Cotagdo (em pontos)
1.1. 1.2. 28 3.0. | 3.2. | 3.3. | 34. | 3.5.
10 10 10 14 14 14 14 14 100

o 3



)

. q '!_',""»:7
iaca AXIMO ]/ Y
Proposta de teste de avaliagio M\i\gﬂ bicah | 2

Caderno 2

(ndo ¢ permitido o uso de calculadora)

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item e a letra que identificam a op¢ao escolhida.

4.  Considere a fungdo g, de dominio |-, 7], definida por

x++4—x se x<0
g(x): Sin(4x)

X+sinx

se O0<x<m

4.1. Mostre que a fungdo g ¢ continua no ponto x=0.

4.2. Estude a fun¢do g quanto a existéncia de assintotas ao seu grafico.

5. Na figura esta representada, num referencial o.n. xOy, parte do grafico de [, segunda derivada de

uma fun¢do f, de dominio R.

yA
L](‘/!

v

Qual das afirmagoes seguintes ¢é falsa?

(A) O ponto do grafico da fungdo f com abcissa 5 é um ponto de inflexao.
(B)  f'(0)>f"(5) (f'éaprimeira derivada de f ).
(C) O grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em [0, 5] .

(D) A reta tangente ao grafico da funcdo f no ponto de abcissa 5 €, entre todas as retas

tangentes ao grafico, a que tem declive maximo.
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6.  Sejafa fungdo, de dominio [0, 7], definida por f(x)=xsin(2x)+cos(2x) e seja r areta

tangente ao grafico de f no ponto de abcissa % .

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Mostre que a reta » € paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

Qual dos pontos cujas coordenadas a seguir se indicam pertence a reta r ?

T T mT T
@ a35) ® 533

I T T
© C(O,EJ D) D(E,EJ

Mostre que f", segunda derivada de f*, ¢ definida por f”(x)=—4xsin(2x).

Estude a fungdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia

de pontos de inflexao.

respetiva abcissa ¢ dada por x(¢)=2sin [g - nt) ,comtel.

Qual ¢ o angulo de fase deste oscilador harménico?

(A)

T
= B -n © 2 o —
3 6
Fim da prova
COTACOES (Caderno 2)
Item
Cotagdo (em pontos)
4.1. 4.2. 5. 6.1. 6.2. 6.3. 6.4. 7.
14 14 10 14 10 14 14 10 100
TOTAL (Caderno 1 + Caderno 2) 200
Porto
Editora
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Formulario

Geometria Probabilidades

Comprimento de um arco de circunferéncia:
eer (& — amplitude. em radianos, do angulo ao centro; r— raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro % Apotema

Arvea de um sector circular:

3 . . . :
% { et — amplitude, em radianos, do angulo ac centro; r— raio)
e

Avrea lateral de um cone: wrg (r— raio da base; g— geratriz)

5 2 i = .
Area de uma superficie esférica: 4 (r— raio)

Volume de uma piramide: T % Area da base % Altura

l

Volume de um cone: = ¥ drea da base % Altura

3

Volume de nma esfera: %?Z?J {r— ralo)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (i, |:

i+ U

Progressio arvitmeética: Lxn

R
l—r

Progressao geométrica: 1 =

Trigonometria
sen (@ + by = sena coshb+senb cosa

cos (a+ b)= cosa cosb—sena senb

sen A _senf _ senC
a b C

a2 =0 2 —2bccos A

Complexos

(pcisB) =prcis(nf) ou (pee™)' =pren?

+2kx G AR
n

T e i 5
" pcisf = "\-',ums( ) ou YVpe’=%pe

(kefl,....n—1} e nel)

1= P+ o 4 P,
i o : i
o=y Pt{xl_ﬂr'i' ---+F,.(x"—.t!)“

Se X e Ny, 7), entdo;

Plg—o <X < p+a)= 06827
Plpp—20 <X < pt+2d)= 0,9545
Plag—3c<X<p+30)= 09973

Regras de derivagdo

(u+vi=uw ++
(uvy=uw'v+uv
r r (]
(ij s ALY — R
1- 1,|_.
(w)=nuw'u (neR)

¥ r
(senu) = u cosu

(cosu) =—u senu
*
I
(tgu)=—5
cos” i
(e") =u et

(@) =u a*lna (acR\{1})
sl
(lnu)= =

(log u) = E‘llr'm (ae R*\{l}

i

Limites notaveis

Iim(l +%)ﬂ =e¢ (nelN)

senx _ |

lim
a—0

fi 2 =1 _ 3
a—0 X

lim X _g
T—tm X

lim ip=+cc:- (peR)

x—+m X

' Porto
Editora



)

.

h\\:\\

. |7
Proposta de teste de avaliacio Maximo ]/ Z

N\atemé“Ca A

Proposta de resolucio

Caderno 1

1. Bolas brancas: 9 @@@@@@@@
Bolas pretas: 4 ....

1.1.  Se a primeira bola extraida foi preta, ficaram no saco 12 bolas entre as quais quatro sdo numeradas
com niimero par (2, 4, 6 ¢ 8).

Logo, a probabilidade pedida ¢ igual a % = % .

Resposta: (B)

1.2.  As cinco bolas com nimero impar podem ser ordenadas, no inicio da fila, de 5! maneiras diferentes.
Os lugares para as quatro bolas com numeros pares podem ser escolhidos, nos restantes oito lugares da
fila, de *4, maneiras diferentes.

As quatro bolas pretas, por serem iguais entre si, ocupardo os restantes quatro lugares de forma unica.
Portanto, € possivel formar 5!x *4, =201600 filas diferentes.

Em alternativa, poderiamos considerar:

8!
51— =201 600
41

L Numero de maneiras de ordenar 8 bolas entre as quais ha 4 iguais
Resposta: (A)

2. Sendo 4 uma fung¢do real de variavel real continua em [—1, 1] entdo 4 admite maximo e minimo absolutos

(teorema de Weierstrass). Logo, a fungdo # tem minimo.

Resposta: (A)

3. 3.1. gztanxdﬁztanxdﬁ:wtanx D 50 G C
DG 50 O t
gzcosxbi:cosxaﬁ: Fl 0m

DF CcoS X
v
e A e A E B
EF =50-FG=50-50tanx P 100 m >

L=EF +DF +FC = EF +2DF

L(x)=50—50tanx+2x >0
coS X

50sinx 100
+

L(x)=50-
(*) COSX  COSX

L(x):50+ 100—-50sin x
COS X
5 i
L(x):50+50( sin x)
COS X

' Porto
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3.2. OS(JcSEetana:i
4 12
) 1
l+tan" o = >
cos” o
5 1 25 1 144 +25 1
It = | =—Fl+—=——7—& =—
12 cos” a 144 cos" a 144 cos” a
169 1 ) 144 144
& —= T— < C0s a=—<%cosa =%, [—
144 cos a 169 169
Como OSaSE,cosa:E.
4 13
5 sina 5 . 5
tanag =— < =— <& sing =CcoSa X —
12 cosa 12 12
. 12 5 5
singg =—x—=—
13 12 13
5
L(a) 504 20(2=sina) 50+50(2_13j
a)= = =
cosa 12
13
250+ 3 x50x 2L 2500227 375
12 13
L(a)=137,5m
3.3.  Areado terreno = 100x 50 m? = 5000 m>

Como os trapézios [AEFD] e [ EBCF | tém éreas iguais, para que o campo fique dividido em trés

partes com a mesma area basta que a area do triangulo [DF C ] seja igual a terca parte da area total.

_ DCxFG _100x50tan x

ore] =5 =2500tan x

Area

Are ]:¥<:>2500tanx:¥<:>tanx:§

a[u/-'c

Como 0<x<

T 2 [2j
= tanx== < x =arctan| =
4 3 3

arctan% ~ (0,588 rad

50(2—sin 0,588)

L(0,588) =50+
c0s 0,588

~136,9

O comprimento da rede ¢ aproximadamente igual a 136,9 metros.

Porto
Editora
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' 2_ . ! _ 2_ . !
j :0+50><( sinx) cosx (2 sin x)(cos x) _
cos® x

2—sinx

34 L(x) :50450[
COS X

—cosxcosx —(2—sinx)(—sinx)

—cos” x+(2—sinx)sinx
=50>< :50)( =

cos’ x cos’ x
—cos® x—sin® x +2sinx —1+2sinx
=50x% > =50x% >
cos’ x cos’ x

50(2sinx—1)

L(x)= cos’ x

50(2sinx—1)

> =0A0<x<
cos” x

3.5. L'(x) =0

ENg S}

& 2sinx—1=0Acos’x#0A0<x<— <

ENg ]

<:>sinx=l/\0§x§£©x=£
2 4 6

O sinal de L'(x) depende apenas do sinal de 2sinx—1.

x 0 kit ki
6 4
L' - - 0 + +
L N e
Min.
O comprimento da rede ¢ minimo para x = % rad .
Caderno 2
4. 4.1. g écontinuaem x =0 se existir lin(}g(x) .
lim g (x) = lim (x++/4-x)=0+4-0=2
x—0" x—=>0"
(9] sin(4x) 4sin(4x)
sin(4x) \0
lim g (x) = lim () 2 iy 3 —Ax
x—0" x—>0" x+8SInx x—0" X+SInx x—0" 1+ Sin x
X X
4tim S g i S y=d
X0" 4x _ 0 y _4><1_2
- . sinx - 1+1 - 2 - Se)C—)OJr,y—)OJr
1+ lim ——
x—>0" X

2(0)=0+4-0=2
Como }Lrgl g(x)= )}13)1 g(x)=g(0), existe lxlir(}g(x) .

Logo, a fungdo g ¢ continua no ponto x=0.

' Porto
Editora
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4.2. Como g ¢ continua em ]—oo, O] , 0 seu grafico ndo tem assintotas verticais.

Seja y =mx+b a assintota quando x — —o0, se existir.

4 1 [4 1
= + [x* == a2
g(x):hmﬁ 4_"(‘”) . x(xz xj=1imx+|X| XX
X

m= lim = lim

X—>—00 X xX—>—0 X X—>—00 X X—>—00

4 1
X—X iz_l x(l— xz—x] 1 T
= lim % = lim =1im[1— —2——J:1—0:1
X—>—00 X X—>—0 X X—>—00 X X

b= lim (g(x)=mx) = lim (x+4—x—x) = lim (V4—x) =+

Nao existe assintota quando x — —© .

Dado que D, = |-, x|, o grafico de g também ndo tem assintota quando x — +o0.

Portanto, o grafico de g também ndo tem assintotas.

5. Do conhecimento do sinal de /" podemos tirar as conclusdes a seguir resumidas sobre as fungdes /' e f :
X 5
" _ 0 N
S Ny Min /
f A P.L U
Assim,

e o ponto do grafico da fungdo f com abcissa 5 ¢ um ponto de inflexdo;
e como f' ¢decrescente em [0,5], f'(0)> f'(5);
e o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em [O, 5] .

e /' temum minimo para x =5 . Logo, é falso que a reta tangente ao grafico da fun¢do f no ponto

de abcissa 5 tenha declive maximo.

Resposta: (D)
6. f(x)=xsin(2x)+cos(2x), x [0, n]
6.1, f'(x)=(xsin(2x)) +(cos(2x)) =

= x'sin(2x) + x(sin(2x)) —(2x) sin(2x) =

=sin(2x) + xx2cos(2x) - 2sin(2x) = 2xcos(2x) —sin (2x)

O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa % ¢iguala f ’[%j

f'(zj = 2x£xcos(2x£j—sin(2x£J =
4 4 4 4
:Excos[ﬁj—sin[ﬁj =Zx0-1=-1
2 2 2) 2

Portanto, a reta » tem declive —1, ou seja, ¢ paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

' Porto
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6.2. Como areta r tem declive —1, a sua equagdo reduzida é da forma y=—-x+5b.

f T2 sin] 2xZ |+ cos| 2xE | =Exsin| Z |4cos| E|=Zx140=L
4) 4 4 4) 4 2 2) 4 4

T T \
O ponto de coordenadas [Z , Zj pertence a reta 7 :

T Tipebr=SiTep=l
4 4 4 2

T, . s \
2 ¢ a ordenada na origem. Logo, o ponto de coordenadas (O , Ej pertence a reta r .

Resposta: (C)

63.  f"(x)=(2xcos(2x)) —(sin(2x)) =
= (2x) cos(2x)+2x(cos (2x)) —(2x) cos(2x) =
=2c0s(2x)—2xx2sin(2x)—2cos(2x) = —4xsin(2x)
64. f"(x)=0< —4xsin(2x)=0Ax€e[0, 1] <
RS (—4x :Ovsin(Zx) = O)/\Zx IS [0, 275] =

<:>(x:0v2x:0v2x:7t)/\2xe[0,2n]<:>x:va:g

X 0 T T
2
4y 0 - - - -
sin(2x) 0 + 0 - 0
f" 0 — 0 + 0
f A -1 U
P.I.

I

fl= =T sin| 2xZ |4 cos| 2xZE | = Exsinn+cosm=2x0—1=-1
2) 2 2 2) 2 2

O grafico da fun¢do f tem a concavidade voltada para baixo em [O , g} e voltada para cima em

2

7. x(t)=2sin(£—nt)=2cos E—(E—ntj =2005(E—E+ntj=2005(m+2)
3 2 3 2 3 6

T
O angulo de fase do oscilador harmonico ¢ g

[E , n} . O ponto de coordenadas [% , = lj ¢ um ponto de inflexao.

Resposta: (D)
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