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Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo ¢ pedida aproximacao, apresente

sempre o valor exato.

1. O cddigo para desbloquear um telemovel € constituido por uma sequéncia de quatro algarismos.
Quantos desses codigos podem ser formados por exatamente dois algarismos diferentes como, por

exemplo, 0770 ou 1121?

(A) 1440 (B) 1260 (C) 720 (D) 630

2. Na figura, esta representado o quadrado [ABCD] de lado 2.

Sabe-se que:
e BD éum arco de circunferéncia de centro 4 ;

e oponto P se desloca ao longo do arco BD e que o ponto

QO se desloca ao longo do segmento de reta [AD], de tal

forma que [OP] ¢ sempre paralelo a [ AB]
Para cada posic¢do do ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do angulo BAP [x € }0 ,g D

e seja A(x) a area do trapézio [ ABPQ)].

2.1.  Mostre que A(x)=2sinx+sin(2x).
2.2. Mostre que existe um valor de x compreendido entre % e % para o qual a area do
trapézio [ABPQ] ¢ igual a area do tridngulo [ABC ]

2.3. Determine o valor de x para o qual a area do trapézio [ABPQ] ¢ maxima.
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3.

_ln\/;

Considere a fungdo f , de dominio R, definida por f(x)=

3
. ~ n+4\"
Seja (u,) a sucessdo de termo geral u, = .
n+3

Qual é o valor de lim f'(u,)?

1 3 3
A) 3 B — ) = D) -—
A B) > © 2 (D) >

Considere a fungdo f , de dominio [0, 8], definida por f(x)=2+ icos(% xj )
n

4.1.  Uma das solugdes da equagdo f(x)= f(a) ¢

(A) mn—a B) n+a (C) 8-a D) 8+a

4.2. Areta r de equacdo y=—x+b ¢étangente ao graficode f .

Determine o valor de b. a

4.3. Na figura estdo representados:
» o grafico da fungdo f ;

« oretingulo [4BCD]

Sabe-se que

« ospontos A e B pertencem ao eixo Ox;
« M ¢&o ponto médio de [4D];
« ospontos M e C pertencem ao graficode 1 ;

e AB=3.
Determine, recorrendo a calculadora grafica, a abcissa do ponto A4.
Na sua resposta deve:

e equacionar o problema;
« reproduzir, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungdo(des) visualizado(s) na
calculadora que lhe permite(m) resolver o problema;

« apresentar o valor pedido arredondado as centésimas.
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5. Para um certo valor real a, seja f a funcdo definida, em R, por f (x) =x" +ax".

5.1. Justifique que, qualquer que seja o valor de a , a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa nula ¢ paralela ao eixo Ox .

5.2. Sabendo que o grafico da fung@o f tem um ponto de inflexdo de abcissa 2, o valor de a é:

A) -6 B) 6 € -3 D) 3

6. Considere que existem trés caixas, tais que:
e acaixa | tem bolas brancas e bolas pretas, em igual niumero;
e acaixa 2 tem apenas bolas brancas;
e acaixa 3 estd vazia.

As bolas sdo indistinguiveis ao tato.

6.1. Considere a experiéncia que consiste em retirar, ao acaso, uma bola de cada uma das caixas 1
e 2, colocé-las na caixa 3 e retirar, em seguida e também ao acaso, uma bola da caixa 3.
Sabendo que a bola retirada da caixa 3 € branca, determine a probabilidade de as duas bolas ai

colocadas serem uma de cada cor.
6.2. Admita agora que todas as bolas sdo colocadas num saco. Sabe-se que:
~ o o1
e na extragdo, ao acaso, de uma bola do saco, a probabilidade de esta ser preta é 2 ;
e aextracdo ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, de duas bolas do saco, a

o , 2
probabilidade de serem ambas pretas ¢ 35
Determine o numero de bolas pretas que estdo no saco.

7. Na figura esta parte da representagdo grafica da fun¢do f, de dominio R™, definida por

f (x) =log, x , bem como o retdngulo [ABCD] de lados paralelos aos eixos coordenados.

yA D I f

A B

0 / 2a 16a

Os pontos 4 e C pertencem ao grafico da fungdo f e t€m, para determinado niimero real a

XRv

positivo, abcissas 2a e 16a , respetivamente.

Sabendo que, para certo valor de & , a area do retangulo [ABCD] ¢igual a ka,ovalorde £ é:

(A) 42 B) 112 (©) 19 (D) 224
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8.  Para certos niimeros reais k e m , ¢ continua a fungdo f , de dominio |-2, + oo, definida por:

sin(kx)
> se —2<x<0
x°+2x
f(x)=1m se x=0
_ a2x
I-e se x>0
X
8.1. Qual éovalorde k?
1 1
A) 4 B) 2 (&) B o -
2 4
8.2. Qualéovalorde m?
1
A) 4 B) 2 < o D) 5

8.3. Quanto a existéncia de assintotas do grafico de f , pode afirmar-se que:
(A) oceixo Oy ¢éuma assintota.

(B) o eixo Ox é uma assintota.

(C) aretade equagdo y=x € uma assintota.

(D) o graficode f ndo tem assintotas.

FIM

Cotacdes:

Item
Cotagdo (em pontos)
1. 2.1. 22. | 23.| 3. | 41.|42. | 43. | 5.1. | 5.2. | 6.1. | 6.2. | 7. 8.1. | 8.2. | 83.
10 15 15 15 10 10 15 15 15 10 15 15 10 10 10 10 200

' Porto
Editora 5



imo 77
Proposta de teste de avaliacao - tené‘t\ca A7Z
Anexo

Formulario

Geometria Regras de derivagao

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema
Area de um sector circular:

R
% (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r— raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4772 (r — raio)

Volume de uma piramide: L« drea da base x Altura

3

Volume de um cone: L x Area da base x Altura

3

Volume de uma esfera: %71"‘3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (u, ):

ST U+ u
Progressio aritmética: % Xn

N L 1=
Progressao geométrica: u; X —

Trigonometria
sen (a+ b) = sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

Complexos

(,oe’")" _ () emﬁ

n/ 0 _nf ,‘”_‘,fﬁ i

Voel ="pe (ke{0,....n—1} e neN)
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(u+v)Y=u +v
(uvy=u'v+uv

‘)'_ uv—uv
_—;—

v2
—

U (neR)

(senu) = u' cosu

(un)’ = nu"

(cosu) =—u' senu

(tgu) = -
cos?u

(eu)'zu' o

(@)=u a“Ina (acR*\{1})
u
u

(loguy=—4— (acR*\{1})

(Inu) =

Limites notaveis

lim(1 +%) —e (neN)

lim 520X — |
x-0 X

nm%:l

x-0
lim 10X — ¢
x—-+00 X

lim e—:=+oc- (peR)

x—+oo X



.07
Proposta de teste de avaliacao M‘:'t\gnﬁ‘t@% ]/é

Proposta de resolucio

1. Os dois algarismos a utilizar podem ser escolhidos de '°C, maneiras diferentes.

Escolhidos os dois algarismos, temos duas maneiras de escolher aquele que fica em cada uma das
quatro posicdes, ou seja, ha 2x2x2x2=2* op¢des. Como se pretende que na sequéncia figurem
exatamente dois algarismos diferentes, temos de excluir as duas op¢des em que s6 figura um

algarismo. Temos, assim, 2* — 2 maneiras de formar um cédigo com os dois algarismos escolhidos.

Portanto, podem ser formados '°C, x (24 - 2) =45x14 =630 codigos com exatamente dois
algarismos diferentes.

Resposta: (D)

2. Seja R opontode [A4B] tal que PR L AB.

AP=AD=AB=2 b 4
2.1. Tem-se: Q P
sinx:i:E pelo que PR =2sinx 2
AP 2 / \
cosx:%:% pelo que Q_P=2cosx 2 x 5 B
ATrapézio ZMXﬁ
2+2 . 2(1+cosx .
A(x)zmx%mx:%x%mx:

= (1+cosx)x 2sinx =2sin x + 2sin xcos x = 2sin x +sin (2x)

A(x)=2sinx+sin(2x)

. ABxBC 2x2
2.2. Area[ABC]z 5 = 5 =2

A funcdo A4 ¢ continua no deu dominio, }0 , g[ , por ser definida pela composta, produto e

soma ¢ de fung¢des continuas.

Como E,E c 0,E , afungdo A4 ¢é continua em E,E .
6 4 2 6 4

Al Z1=2sinZ +sin| 2x = =2xl+sinE=1+£<2 porque J3<2
6 6 6 2 3 2
Al T |=2sinZ 4 sin| 2x 2 =2x£+sin5=\/§+l>2 porque V21
4 4 4 2 2
Como 4 (%) <2< A(%) , podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que existe

um valor de x compreendido entre % e % para o qual a area do trapézio [ABPQ] ¢ igual 2,

ou seja, ¢ igual a 4rea do tridngulo [4BC].
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23. A'(x)= [2 sinx + sin(2x)]' =2cosx+ (2x)' cos(2x)=2cosx +2cos(2x)

A'(x)=0< 2cosx+2cos(2x)=0<> cosx+cos(2x) =0 =
< c0s(2x) =—cosx < cos(2x) =cos(n—x) <
S2x=n—-x+2knv2x=-—mn+x+2kn, kel &

S3x=n+2knvx=—n+2kn, keZ <

_ m+2km

=-n+2kn,keZ

Portanto, no intervalo }0 , g[ , A(x)=0x :% .

X 0 E —
3 2

A + 0. —

A e Max. N

A area do trapézio [ABPQ] ¢ maxima para x = r

}’l+4 3n 1+ﬂ [ ) 3 .
3.  limuy, =lim( =lim L =lim —n =(el) =¢’
n+3 1 3 [ 3)
+2 3
n n

Cnx e 102 103 1
lim =lim = =—lhe?==x—=—
f(u ) x—e f( ) xoed 3 3 3 3 2 2

Resposta: (B)
4 i
4. f(x)=2+—cos(z xj; D, =[O, 8]
T

T T

4 T 4 T T T
& —cos| —x |=—cos| —a |<cos| —x |=cos| —a | <
s 4 yis 4 4 4

<:>Exzza+2knv£x=—£a+2kn,keZ<:>
4 4 4 4

41. f(x)=f(a)= 2+icos(% xj =2+ic0s(% aj =S

onx=rna+8knvax=-na+8kn,keZ &

Sx=a+8kvx=—a+8k,keZ
Como x€[0,8] e ae[0,8], uma solugdo é a eaoutraé —a+8=8—a.

Resposta: (C)
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4.2.

4.3.

e

maximo ]/ )
Ma te?\‘\a“ca é
O declive da reta de equacdo y=—-x+b é —1. Logo, esta reta é tangente ao grafico de f

num ponto de abcissa x tal que f(x)=-1.

f’(x)=[2+icos(% xﬂ =0—i><(% xj sin(% xj:—ix%sin(g x] =—sin(% x]
T T n

f’(x)z—l@—sin(ﬁx =—1<sin Ex]zl<:>£x:£+2k7t,keZ<:>
; IR

oSmx=2n+8kn,keZ <> x=2+8k, keZ
No intervalo [0,8], f'(x)=-1<x=2.

f(2)= 2+ic0s(%x 2)

T

=2+icos£=2
T

O ponto de tangéncia tem coordenadas (2,2). Este ponto pertence a reta de equagao
y=—-x+b.
Logo, 2=-2+b<b=4.

Seja x a abcissa do ponto 4: V4
A(x,O)
Como AB=3 , vem 2f(x) = f(x +3) D
B(x+3,0). J€9)) — \M
Al B _
0 x x+3 8

Ordenada de M : f(x) x éaabcissade 4,M e D

Ordenadade D: 2f (x) M & o ponto médio de [4D]

Ordenada de C: f(x+3) x+3 éaabcissade B e C
Como D e C tém a mesma ordenada, uma equagdo que permite resolver o problema

¢ f(x+3)

=2f(x), sendo que, como x+3<8, conclui-se que x<5.

Recorrendo a calculadora gréfica, fazemos ¥, = f(x)=2+ icos(% x] L L=f(x+3)e
n

Y,=2f (x) Visualizamos, no intervalo [0, 5] , os graficos de ¥, e Y, e determinamos as

Plotl Plot2 Plot3

coordenadas do seu ponto de intersecao.
I\Y1=2+%¥cos[%*xl

V4 B\Y2BY1 (X+3)
ENY3B2%Y1(X)
=
ENYs=
\Ye=
ENY?=
‘y =f(x+3) E\Ye=
Y3=2XYi(X)
2,08 d
1P=Hm
‘
0 3,08 5 «x L ;
ntersection
X=3.0842754 ¥=2.0842139

Podemos concluir que a abcissa do ponto 4 € aproximadamente igual a 3,08 .
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5. f(x)zx3 +ax’

5.1. f'(x) =3x" 4+ 2ax
£'(0)=3x0*+2ax0=0, logo a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa nula
tem declive igual a 0, ou seja, € paralela ao eixo Ox .

5.2. f"(x) =6x+2a
Se a funcdo f admite primeira e segunda derivada em R e o seu grafico tem um ponto de
inflexdo de abcissa 2, entdo f"(2) =0.
"(2)=06x2+2a=0=2a=-12<a=—6

Resposta: (A)

6. 6.1. Sejam P e B, os acontecimentos:
B «A bola retirada da caixa 1 é preta.»
B, : «A bola retirada da caixa 3 ¢ branca.»

Pretende-se determinar a probabilidade de as duas bolas colocadas na caixa 3 serem uma

branca e uma preta, ou seja, pretende-se determinara probabilidade condicionada P(F, | B;).

1
P B
277 P(715) P(RNB,)  P(R)xP(B,|R)
1153 - = -
! Pl& P(8,)  P(RnB)+P(RNB)
N 1 11
2 — X — il —
. B __ 22 __4 _4_4_1
- t .ty 1.t 3 123
> P 22 42 4
0 _
B;

6.2. Se na extrag@o ao acaso de uma bola do saco a probabilidade de esta ser preta ¢ %, entdo i

das bolas do saco sdo pretas e as restantes sdo brancas. Logo, se considerarmos que estdo no
saco n bolas pretas, o numero total de bolas ai existentes é igual a 4n .
Na extracao ao acaso, sucessivamente ¢ sem reposicao, de duas bolas do saco, a
probabilidade de serem ambas pretas ¢ dada por :

1 n-1 n—1

— X =

4 4n-1 16n-4

\—> Probabilidade de retirar uma segunda bola preta depois de ja se ter

retirado uma primeira bola preta

> Probabilidade de a primeira bola retirada ser preta

nol 2 35,-35-321-83n=27 <> n=9
16n—4 35 nen

Estdo 9 bolas pretas no saco.
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7. E=16a—2a=14a

16a

BC = £(16a)- £ (2a) =log, (16a) ~ log, (2a) = log, (Ej:

=log,8=1log,2’ =3
A o= ABx BC =14ax3=42a

k=42
Resposta: (A)

M se x<0
s. f(x)= X+ 2x
l-e™ se x>0
X

8.1. Se f ¢continuaem |-2,+oo[ entdo é continua em x=0. Logo, existe lin(}f(x) )
x—

NG .
lim f (x) = lim —o- ()0 iy SR iy L gy SR
x>0~ x0T x4+ 2x  xo0° x(x + 2) x0T x + 2  x-0 X

L i S0 0R) K siny kK | y=ke
2 x—0" kx 2 y=0 y 2 2
1— —2x (%) 672x_1 672x_1 ey_ 1

lim f(x)=lim = lim =21lim =2 lim =2x1=2 y=-2x
x—0" x—0" X x=0"  —x x—>0" —Dx y—0* y

Se exista lglgf(x) entdo lim f(x)= lim f(x)=71(0)
limf(x)z 1imf(x)©£:2<:>k:4
x>0~ x—0" 2

Resposta: (A)

8.2. f(0)=lim f(x)=2

x—0"

Resposta: (B)

_ a2x ™ _
83. lim f(x)=lim—° -17¢ _170_,

X—>+0 X—>+0 x +w +w

A reta de equagdo y =0 (eixo Ox) é uma assintota do grafico de /' quando x — +oo.

Resposta: (B)



