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Proposta de prova-modelo

Matematica A

12.° ANO DE ESCOLARIDADE

Duracéo: (Caderno 1 + Caderno 2): 150 minutos. Tolerancia: 30 minutos
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

Caderno 1: 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos

(¢ permitido o uso de calculadora)

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas,

o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgdo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, apresente

sempre o valor exato

1. Na figura esta representada uma circunferéncia de centro O e raio 7.
Sabe-se que: C

e [A4B] é um didmetro da circunferéncia;

e Ospontos C e D pertencem a circunferéncia; P

e « ¢ aamplitude, em radianos, do angulo BDC com

ae}o,z[. D
2

O comprimento da corda [BC] ¢ igual a:
(A) 2rsina 3B) 2r sin(2a)

(C) rsina (D) rsin(2a)

2. Considere um departamento de uma empresa onde trabalham oito homens ¢ doze mulheres. Neste
departamento vao ser escolhidos, entre todos os trabalhadores, dois homens e trés mulheres para
desempenharem tarefas distintas. Qualquer um dos vinte trabalhadores pode desempenhar qualquer
uma das cinco tarefas.

De quantas maneiras pode ser feita a escolha dos cinco trabalhadores e a distribui¢do das respetivas

tarefas?
(A) 73920 (B) 6160
(©) 739200 (D) 8870400
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

3. Na figura, esta representada, num referencial

y
ortonormado xOy, a circunferéncia de equagio r
X +y'=4,
A
Sabe-se que:
e A e B sao os pontos da circunferéncia de R
8 X
8 5

.. . 8
ordenadas positivas e abcissas 3 e e

respetivamente;

e areta r étangente a circunferéncia no ponto 4;

e @ ¢éaamplitude, em radianos, do dngulo formado pelos vetores OA ¢ OB.

3.1. Qual das equagdes seguintes define a reta r ?

4 16 4 10
A =Xt — B = x4 —
A vy 33 B 33
3 5 312
C =——x+— D =——Xx+—
o vy PR ™ PR

3.2. Determine tan@.

4. O nucleo de remo de uma escola C+S, formado por sete alunos do ensino basico e catorze do
secundario, vai escolher a equipa para participar numa prova de Quatro com Timoneiro.
Sabe-se que o timoneiro € o aluno do ensino basico com menos peso. Os quatro remadores serao
escolhidos entre os restantes.
Se a escolha for feita por sorteio, qual ¢ a probabilidade de entre os escolhidos haver pelo menos
um remador de cada nivel de ensino?

Apresente o resultado na forma de percentagem, com arredondamento as décimas.

5. Na figura esta representado, no plano complexo, o quadrado [OABC ] (O ¢ aorigemdo
referencial), bem como o ponto D de coordenadas (5 , 0) . Imz 4

Sabendo que AD=7 e que a amplitude do angulo DOA ¢ igual a B

i . . ,
3 radianos, mostre que o ponto C ¢ o afixo do nimero

A
complexo z = —4J3 +4i.
C
Sugestdo: Comece por calcular OA recorrendo ao teorema T
3 »
de Carnot. 0 D  Rez
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

6. Na figura esta representado, em referencial

ortonormado Oxyz , o prisma quadrangular regular
[ABCDEFGH | (o vértice D nio é visivel).

Sabe-se que:

e Oponto E tem coordenadas (4,14,16);

e Oplano ABC pode ser definido pela

equagdo x—8y—-4z+10=0;
6.1. Defina por uma equagdo vetorial a reta AE .
6.2. Determine as coordenadas do ponto 4.

6.3. Escolhem-se, ao acaso, trés vértices distintos do prisma. Qual ¢ a probabilidade de o plano

definido por esses trés vértices conter uma face do prisma?

3 1 3

A = ® L ©) (D) %

7. Seja f uma fungdo diferenciavel em R e seja g a funcdo definidaem R por g(x) =f (Zx).
Admita que areta » de equagdo y=mx+b € tangente ao ya
grafico da fungdo f no ponto de abcissa a .

Mostre que a reta ¢, tangente ao grafico da fungdo g no

ponto de abcissa %, pode ser definida pela equagao

N | Qe

y=2mx+b.

Fim do Caderno 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotagdo (em pontos)
1. 2. | 3.1. | 32. | 4. 5. | 61. | 62. | 63.| 7.
8 8 8 11 11 12 10 12 8 12 100
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

10.

11.

Caderno 2: 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos

(n2o ¢ permitido o uso de calculadora)

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item e a letra que identificam a op¢ao escolhida.

Considere a fungdo g, de dominio R, definida, para determinado nimero real & , por:

k+2xe™!
o=k

Determine o valor de £ sabendo que a reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1 passa na

origem do referencial.

Considere a sucessdo (u,) de termo geral u, =log, (2n+1)—log, (n+2)

O valor de limu, é:

A) 2 B) 1 ©) 0 (D)  +oo

-f(0
Sabe-se que f ¢ uma fungdo real de variavel real tal que limM =2.
0 sm(2x)

Qual das seguintes afirmagodes € necessariamente verdadeira?

(A) f’(0)=1
®) 1'(0)=2
© f(0)=4

(D)  f(0) éum extremo relativo de f

Seja h, a fungdo de dominio |-1,+oo[ , definida por i(x)=1—-x—In(x+1) .
11.1. Verifique se o grafico da funcdo # admite assintota ndo vertical.

11.2. Estude a fungdo ~ quanto ao sentido da concavidade do grafico e quanto a existéncia de

pontos de inflexao.
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

12.

13.

14.

15.

Considere a fungdo f, de dominio [—x, nt], definida por f (x)=2xcos(2x)—sin(2x).

12.1. Determine lin(}M .
X—> x

12.2. Estude a fungdo f quanto @ monotonia e determine, caso existam, os extremos relativos.
Considere a sucessdo (u, ) definida por:

u, =2
3u,, =2u,, qualquer que sejaneN
Relativamente a esta sucessdao qual das seguintes afirmacdes ¢ verdadeira?

(A)  (u,) ¢ mondtona crescente

(B) Sendo S, asoma dos n primeiros termos de (u,) entdo lim S, =+o0

n—>+o0
(©)  (u,) éconvergente

D) limu, =+o0

De uma progressao aritmética, (an ) , sabe-se que o primeiro termo ¢ igual a 10 e que a soma dos

primeiros 101 termos ¢ igual a zero.

Determine uma expressao do termo geral desta sucessao.
Seja z um nimero complexo ndo nulo, cujo afixo, no plano complexo, pertence ao segundo
quadrante e a bissetriz dos quadrantes pares.

. . n o, , ..
Qual dos seguintes pode ser um valor de n € N para o qual (12) € um numero real positivo?

(A) 6 (B) 8 (C) 10 (D) 12

Fim da prova

COTACOES (Caderno 2)

Item

Cotagdo (em pontos)
8. 9. | 10. |11.1.|11.2. [ 12.1.|12.2.| 13. | 14. | 15.
12 8 8 11 12 10 12 8 11 8 100
TOTAL (Caderno 1 + Caderno 2) 200
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia: gor
(¢ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro;
r— raio)

Areas de figuras planas

Poligono regular: Semiperimetrox Apotema

ar?

2
(a — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)

Setor circular:

Areas de superficies
Area lateral de um cone: nrg

(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4 ;2
(r —raio)

Volumes

Piramide: %x Area da basex Altura

Cone: %x Area da base x Altura

Esfera: 4 nr? (r—raio)

Progressoes

Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (u):

u +u
2

n

Progressao aritmética:

Xn

Progressao geométrica: U, x 1-
1-r

Trigonometria

sin (a+b)=sina cos b+sinb cos a

cos (a+b)=cosa cosb—sina sinb

sind _sinB _sinC

a b c

a* =b* +c* —2bccos A

Complexos

(p cis 8)" = p" cis(nf) ou (p e’ )n =p'e"

W:\”/;Cis(9+2knj ou fpe’ =4fp e%

n

(ke{O, n—l} e neN)

e

Probabilidades

H=p X +..+p, X,

o=\p, (x-u) +.+p, (x,-u)
Se X ¢ N(/L o') , entdo:
P(p—0<X<u+0c)=0,6827
P(,uf20'<X<,u+20'):O,9545
P(,uf3a<X<,u+3a)z0,9973

Regras de derivacio

(u+v)’=u’+v’

Limites notaveis

lim (Hl]":e (neN)

n
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Proposta de resolucio
Caderno 1
1. Como os angulos inscritos no mesmo arco de circunferéncia tém a

mesma amplitude, temos que BAC=BDC=q.

Por outro lado, dado que um angulo inscrito numa semicircunferéncia ¢

um angulo reto, o tridngulo [4BC] ¢ retangulo em C .

Logo,Ezsinacﬁzsinacﬁzhsina D
AB 2r

Resposta: (A)

2. %C,xPC,%x51=739200

\—> Numero de maneiras de distribuir as fungdes pelos 5 trabalhadores escolhidos

Numero de maneiras de escolher trés mulheres entre as 12

© Numero de maneiras de escolher dois homens entre os 8

Resposta: (C)

. . 4
Como areta r € perpendicular a O4, o seu declive é m = 3

A reta » tem declive m = —% € passa no ponto A(% , gj .

Uma equacgdo de r ¢

_E__i(x_§j© __ 4,326, 4 10
I S e AT I G

Resposta: (B)
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

3.2. 5§=B—0=(—§,éj
5'5

||52|| = ||5§|| =2 (raio da circunferéncia)

od- 052 8| [-8 6)__64,36_ 28
2525 25

28
costcos(a?lzag)z _O_AO_BL =25 __ 28 = 7
lolloBl 2x2 4x25 25

1+ tan® 0 = 2c>l+tan26?:L<:>tan2«9:@—l<:> 1+ tan® 0 = —
7 49 49 cos’ @
s 625
c:>tanzt9=i6c:>tan0=iﬁ
9 7
24

Como cos@ <0, & édo 2.° quadrante. Logo, tand = -

4. Os quatro remadores serdo escolhidos entre 20 elementos, sendo seis do ensino basico e catorze do

secundario.
O numero de casos possiveis é dado por: *’C, = 4845 B S
Numero de casos favoraveis: 6 1420
Cyx C+ °Cx MC, + °C x MCy =20x 14 +15% 91 + 6 x 364 = 3829 : (1)
ou 2 2
*c,-°C,-"C, =4845-15-1001=3829 1 3
A probabilidade pedida ¢ dada por: 0 4
P= 3829 ~0,7903 = 79,0%

45

5. Aplicando o teorema de Carnot ao tridngulo [ODA], com
E:L OD=5¢ OA=a temos:
Imz4
72 =5 +a? —2x5xaxcost <
3 B
2 1
& 49=25+a" -2x5xax—<
2 A
&0=25-49+a’ -5a < c Tl 4
2 7
Sa’-5a-24=0& vl -
3
5++/25+4x24 5++121 >
a= f <>a= T = 0 5 D Rez

+
=5_11<:>a=—3va=8

~a
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Proposta de prova-modelo — Matematica A 12.° ano

Como a >0, temos OAd=a=38.

O ponto A4 ¢ o afixo do numero complexo cujo modulo é igual a 8 e cujo argumento é 3

2n+3n  S5m . , :
= =—, C ¢ o afixo do niimero complexo cujo

T
2 6 6

Logo, como 0C=04=8 ¢ D5C=3+

. . 5
modulo ¢€ igual a 8 e cujo argumento € ?n .

.5
Portanto, z=8¢ ¢ =8 coss—n+isin5—7E =8 cos(n—E +1sin n—E =
6 6 6 6

6. E(4,14,16);  ABC: x-8y-4z+10=0;
6.1. Areta AE passano ponto E(4,14,16) e ¢ perpendicular ao plano ABC .

O vetor de coordenadas (1,—8,—4) ¢ perpendicular ao plano 4BC . Logo é um
vetor diretor da reta AE .

Equagdo vetorial da reta AE : (x,y, 2)2(4,14,16)+k(1,—8,—4), keR.

6.2. Areta AE interseta o plano ABC no ponto A.
(x,y,z):(4, 14,16)+k(1,—8,—4), keR<

& (x,p,2)=(4+k,14-8k,16-4k), keR

Logo, qualquer ponto dareta AE & da forma (4+k, 14—8k, 16—4k), keR

O ponto A4 é o ponto da reta AE que pertence ao plano ABC . Logo, as suas coordenadas

satisfazem a equagdo x—8y—4z+10=0, ou seja:
(4+k)—8(14—8k)—4(16 - 4k) +10=0 <
S 4+k-112+464k-64+16k+10=0<
< 8lk=162<= k=2

Portanto, o ponto 4 tem coordenadas (4+2, 14-8x2, 16—4x2), ou seja, A(6, —2, 8)

6.3. Numero de casos possiveis: “C, =56

Numero de casos favoraveis: 6x ‘C; =6x4 =24 (O prisma tem 6 faces e os quatro vértices

de cada face definem o mesmo plano)
56 7x8 7
Resposta: (D)
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7. Ponto de tangéncia dareta r: R(a, f(a))

Como o ponto (a, f(a)) também pertence areta r:y =mx+b vem f(a)=ma+b (1)

Declive dareta r: m= f'(a)

Ponto de tangéncia da reta ¢: T[% , g(%)) sendo g[%j = f[2x—j =f(a)
Logo, T tem coordenadas (%, f (a)j.
) a
Declive da reta ¢: g’(gj

g'(x)=(f(20) =(2x) f'(26) =21"(2x)

g'[g}zf'[zxgj:zf'(a):m

Portanto, a reta ¢ passa no ponto de coordenadas [% , f (a)j e tem declive 2m .

A reta ¢t pode ser definida por:

y_f(a)=2m><(x—%]<:>y=2mx—2mx%+f(a)<:>

Em (1), vimos que:
f(a) =ma+b

Sy=2mx-ma+ma+b<s y=2mx+b

Logo, areta ¢, tangente ao grafico da fungdo g no ponto de abcissa %, pode ser definida pela

equagdo y=2mx+b.

' Porto
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Caderno 2

8. Seja y=mx+b aequagdo reduzida da reta 7, tangente ao graficode g

no ponto de abcissa 1.

Sabemos que:
m=g'(1)

b=0, dado que areta ¢ passa na origem do referencial.

x-1 ! ! ’
g'(x)= (%J = (% + xe”‘lj =0+x'e" "+ x(e”‘l) = e +xe" =(1+x)e"!
m=g'(1)=(1+1)e" =2

Aequagdodareta t ¢ y=2x.

O ponto de tangé€ncia tem abcissa 1 e também pertence a reta 7. Logo, a ordenada desse ponto ¢
y=2x1=2.

Como o ponto de tangéncia, de coordenadas (1, 2) , pertence ao grafico de g, temos que:

1-1
k+2lexe =2©k;2=2©k+2=4©k=2

g(1)=2c>

(o)
9.  limu, =lim[log, (2n+1)-log, (n+2)] =

=lim log2(2n+1j=log22=1 dado que lim2n+1 =1imﬁ=2
n+2 n+2 n
Resposta: (B)
10, timZ SO LSO
>0 sin(2x) x>0 X sin(2x)
< lim (x _f(o)th ' L PN
=0 x—=0 x-05in (2x)
, |
<:>f(0)><1x£1351n(2x) 2
X
o (O — =2 y=2
__sin(2x) Sex—0,y—0
2lim—————~=
x—0 2x
1
< f1(0)x — =2
21im MY
y—0 y
1
(0 =2
Qf( )X2><1 <
< f(0)=4

Resposta: (C)
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11. h(x)zl—x—ln(x+l)

11.1. Dado que D, = ]—1 ,+ oo[ apenas podera existir assintota nao vertical quando

X —> 400,

Seja y =mx+b aequagdo dessa assintota, caso exista.

1-x-1 1 (gj 1 1
= fim PO _ g 12X+ lim[l_z_ - )j=
X+ X X—>+o0 X ool x o x X
1 In(x+1) & 1“["(”1)}
~lim 1 fim ) S gim LN X
X+ X X—>+0 X X—>+00 X
1nx+1n(1+1) 1 1n(1+1)
=1-lim———* ] lim 2 — fim —— /=
X—>+00 X x>+ X—>+00 X
——1-0-0=-1

b= lim [A(x)~mx]= lim [1-x~In(x+1)+x]=
= lim [1-In(x+1)]=1-00 =

Como b ¢ R, o grafico de # ndo tem assintotas ndo verticais.

, : (x+1) |
11.2. K(x)=[1-x-1 NTzoog 2 L
() [ * n(x—i—):l x+1 x+1
1Y -1 1

x)=|-1-——— ] =0— _

() ( x+1] (x+1)2 (x+1)2

1
. 50.Vxel-l,+w
(x+1) xel [

Como A"(x)>0,Vx e ]-1,+o[, podemos concluir que o grafico da fungdo 4 tem a

concavidade voltada para cima em todo o dominio e que, portanto, ndo tem pontos de

inflexao.

12. f(x) =2xcos(2x)—sin(2x)

12.1. lim

x—0 X x—0 X

f(x) . 2xcos(2x)—sin(2x) (%J im(2xcos(,’2x) sin(2x)J

X X

in(2 in(2 _
= lim 2cos(2x)]—1imm=2x1—21imM= y=2x
x—0 x—0 X x—0 2x Sex—)O,y—)O
—220im2Y _ 2 _2x1=0
y—0 y

' Porto
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12.2. f [2xcos 2x) sm 2x ] [2xcos 2x ] [sm 2x ] =

= (2x) cos(2x)+ 2x[cos(2x)]l —(2x) cos(2x) =
= 2cos(2x) + 2x(2x)' [—sin(Zx):I - 2005(2x) =
= 2cos(2x) —2xx 25in(2x) — 2005(2x) =

= —4xsin(2x)

f'(x)=0<:>—4xsin(2x)=0/\xe[—n,n]<:>
<:>[—4x Ovsm 2x 0:|/\2x€[—275 21t]

c>(x=0v2x=kn,keZ)/\2xe[—2n,2n]<:>

Sx=0v2x="2nv2x=-nv2x=0v2x=nv2x=2n&
T T
Sx=—nvx=——vx=0vx=—vVvx=n
2 2
f( i =—2ncos( 2n)—sm( 2n)=—2n
( g}——ncos n)—sin(-n)=mn
f(O Ocos( )—sm(O) 0

K.\

f gj—ncos )—sin(n)=-n

f(m)=2mcos(2n)-sin(27)=2n

x | -m I 0 I T
2 2
10 + 0 - 0 - 0 + 0
f|=2= T Ny 0 Ny -n| 21
Min. Max. Min. Max.

~ . . T T , .
A fungdo f ¢ estritamente crescente em {—n 5 —E} eem [5 S TC:| € € estritamente

T T
decrescenteem | ——,— | .

22

~ . . o i
A fung@o f admite minimos relativos iguaisa —2m ea — para X=-T € X = 7

respetivamente, e admite maximos relativos iguaisa m e a 2m para x = —5 exX=m,

respetivamente.
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u =2 u =2
13. g 2
3u,,, =2u, ,VneN u,,=—u,,vneN

n+l n o

n-1

Logo, (u

n

n-1
limu, =1im{2x[§) }=2x0= 0

(u,) ¢é convergente.

. ~ o ~ 2 . 2
) € uma progressdo geométrica de razéo r =§ com u, =2 . Assim, u, =2x| —

Resposta: (C)

14. a4, =10

1
Ao = a, +(101—1)+r=10+100r

a,+a

S, =0 U x101=0<q, +4a,, =0< |a,=10 e a, =10+100r

<10+10+100r =0 <=

©100r=-20 & r=—0 &5yt
100 5
a, =a1+(n—l)><r
1 51
a,=10+(n—1)x 3 <a,=10-—n+-<a, =——n+?
1 5l
an =——n+—
5 5
15. z:rejﬂ

Imza

s\ S Snm 4
i— ” 17><n n IT \
=\re*) =r"e =r'e

NV , . Snm
(iz)" ¢ um nimero real positivo < i 2kn, kel <

@%zﬂc,keZ@Snsz,keZ@nz%,keZ

neN se k=5,10,15, 20,...
Portanto, n=38,16, 24, 32,...
Resposta: (B)
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