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Caderno 1: 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos

(¢ permitido o uso de calculadora)

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas,

o nimero do item ¢ a letra que identifica a opgéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificacdes necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagao, apresente

sempre o valor exato

1.  Na figura, esta representado um circulo dividido em cinco setores circulares diferentes, numerados
delas. I

Estdo disponiveis seis cores para pintar este circulo, admitindo as condi¢des seguintes:

¢ cada setor ¢ pintado de uma unica cor e todos serdo pintados;
¢ setores com um raio comum nao podem ser pintados da mesma cor;

¢ o circulo ficara pintado com quatro cores
De quantas maneiras diferentes pode o circulo ficar pintado?

(A) 1800 (B) 900 (C) 360 (D) 120

2. O refeitorio de uma empresa serve apenas almogos ¢ jantares. Os trabalhadores da empresa podem

ai tomar uma das refei¢des ou as duas.
No dia 31 de maio verificou-se que:

e metade dos trabalhadores que usaram a cantina, almogaram e jantaram;
e o numero de trabalhadores que almogaram na cantina é igual ao nimero de trabalhadores que
ai jantaram.
Escolhe-se, ao acaso, um trabalhador dessa empresa. Sabendo que esse trabalhador almogou na

cantina no dia 31 de maio, determine a probabilidade de ai também ter jantado nesse dia.
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Proposta de teste de avaliacio

3.  Na figura, esta representada, num referencial 0. n. Oxyz , a piramide quadrangular regular

[ABCDV].

Sabe-se que:

o oplano ABC pode ser definido pela equagdo 4y +3z—-24=0;

o para determinados valores de a e b, os pontos 4 ¢ B tém coordenadas (1 ,a, 0) e

(1,0,b), respetivamente;
e oponto C tem coordenadas (11, 0, 8);

a pirdmide [ABCDV] tem volume igual a 500.

3.1. Mostre que a=6 ¢ b=38 e determine um valor aproximado a décima do grau da amplitude

do angulo OAB.

3.2. Determine as coordenadas do ponto V' sabendo que sdo todas positivas.

referencial).

Sabe-se que os pontos 4 e B sao os afixos de duas das raizes de

indice » de um nimero complexo z.
Qual dos seguintes pode ser o valor de n?
A 9 B) 15

© 18 D) 21

o

Imz 4

Na figura, estéd representado, no plano complexo, o tridngulo equilatero [OAB] (O éaorigem do

v

Rez



5. Considere a fungdo f , de dominio R, definida por f (x) =x+e

5.1.

5.2.

N\ atem'a\'.l\ca

X -2x

Mostre que existe pelo menos um ponto do grafico de f , cuja abcissa pertence ao intervalo
]O , 2[ , em que a reta tangente ao grafico nesse ponto tem declive igual a 2.
Seja r areta cuja existéncia foi provada na alinea anterior. Admita que existe uma Unica reta
nas condigdes ai enunciadas.
Seja b o ponto de intersegdo da reta  com o eixo Oy .
Determine o valor de b recorrendo as capacidades graficas da calculadora.
Na sua resposta:
e apresente a(s) equagao(des) que lhe permite(m) obter a solu¢do do problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungdo(des) visualizado(s) na

calculadora que lhe permitem resolver a(s) equacao(oes);

e apresente o valor de b arredondado as décimas (se em célculos intermédios proceder a

arredondamentos, mantenha trés casas decimas, pelo menos).

6. Na figura, esta representado um tridngulo [ABC ] de area igual a 40.

C
10
A 10 B
Sabe-se ainda que AB=AC=10.
O valor do produto escalar AB-AC ¢&:
(A) 50 B) 503
(©) o060 (D) 40
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7.

Na figura, estdo representadas, num referencial o. n. xOy, a

. A . ~ 2 2 )
circunferéncia de equagdo x” 4+ y” =1 bem como a reta r, tangente a

circunferéncia no ponto 4 de coordenadas (1,0).

Sabe-se ainda que:

e o ponto C pertence a circunferéncia;

e o0 ponto B ¢ o ponto de intersec¢do da reta » com a semirreta oc;

e «a ¢aamplitude, em radianos, do angulo AOC, com ¢ € }0 , g[ .

Qual das expressoes seguintes representa, em funcao de a, a area da regido a sombreada?

a 1
(A) B (B) Etana

©) %(sina—a) D) %(tana—a)

3
=v

Seja S o espaco amostral (espaco de resultados) associado a uma certa experiéncia aleatoria.

Sejam A4 e B dois acontecimentos (A S ¢ B S), com P(A) >0.

Mostre que P(ﬁ| A) zP(E | A) .

Fim do Caderno 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotagdo (em pontos)

1. | 2. |3.1.(32.| 4. | 5. |52.| 6. | 7. | 8.
8 11 | 11 | 12 8 11 | 12 8 8 11

100
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10

11

12.

Caderno 2: 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos

(ndo ¢ permitido o uso de calculadora)

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de

respostas, o nimero do item e a letra que identificam a opgao escolhida.

8+4i’

Em C, conjunto dos niimeros complexos, considere z =
. 2 .14
(i-2) -2+3i

Determine e apresente na forma algébrica as raizes cubicas do numero complexo 4z .

n+2k)2"

Considere a sucessio (un) definida, para determinado niimero real k, por u, :( 1
n+

Sabe-se que limu, =+Je. O valor de k é:

3 5
A 7 (B) 3 © (D)

1 1
2 4
De uma progressao geométrica (an) sabe-se que, para determinado nimero real x positivo e
diferente de 1,
x*, x e logx

sd0 os trés primeiros termos (por esta ordem).

Mostre que 107" ¢ um termo da sucessdo (a, ).

Seja f a funcdo de dominio R* definida por f'(x)= x° (2lnx —3) .

12.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas verticais do seu grafico.

12.2. Estude a fungdo f quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos.

12.3. Seja a ainclinagdo, em radianos, da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

Qual das seguintes igualdades ¢ verdadeira?

(A) tana=4 B) cosPa= %

1 V17
C in’ o =— D) cosa=——r
(C) sin“a T D) T
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13. Deuma fung¢do f de dominio ]—n , n[ , sabe-se que f (0) =1 e que a sua derivada f",

igualmente definida no intervalo ]—n , n[ , € dada por f'(x)= cosx

1+cosx
13.1. Justifique que se a e }0 ,g [ entdo f(a)>1.

13.2. Estude a fungdo f quanto as concavidades do seu grafico e determine as abcissas dos pontos

de inflexdo, caso existam.

14  De uma fungdo [, duas vezes diferenciavel em R, sabe-se que o seu grafico tem um ponto de

inflexao de abcissa nula.

Em qual das figuras seguintes pode estar uma representagio grafica da fungdo ', primeira

derivada da funcao f ?

(A) ya (B) v
0 X 0 X
(C) y L (D) y A

s N
0 77X

15. Sabendo que o = arcsin[sin %J , 0 valor de cosa +sin(2a) é:

=y

A) 0 B -3 © 3 D) 243

Fim da prova

COTACOES (Caderno 2)

Item

Cotagdo (em pontos)
9. | 10. | 11. |12.1.|12.2.{12.3.|13.1.|13.2.| 14. | 15.
11 8 11|11 | 12 8 11 | 12 8 8 100
TOTAL (Caderno 1 + Caderno 2) 200
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Proposta de teste de avaliacio

Formulario

Maximo

N\ atem'a\'.l\ca

)

..

S

N

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (a -amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r - raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apdtema
Area de um setor circular:

ar?

(a -amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r - raio)
Area lateral de um cone: nrg (r - raio da base; g - geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477> (r — raio)

Volume de uma piramide: %x Area da base x Altura
|
Volume de um cone: EX Area da base x Altura
4 .
Volume de uma esfera: Enr (» —raio)

Progressoes

Soma dos »n primeiros termos de uma progressao (un) :

+u

n

~ S U,
Progressio aritmética: ——

n

1-r

Progressao geométrica: u, x
-r

Trigonometria
sin(a+b)=sina cosb+sinbcosa
cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

sind_sinB _sinC

a b c

a’=b*+c* —2bccos 4

Complexos

n ,inf

(pcis®)’ = p"cis(nd) ou (peig)n =p'e

0420

¥ pcisf =Q/;cis[0+2knj ou n/peia :4/;6 ;

n

(ke{O,...,n—l} e neN)
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Probabilidades

luzpl xl +”'+pn xn

o :\/p1 (x, —,u)2 +..+p,(x, —,u)2

Se X é N(,u,a),entéo
P(u-o <X <pu+0)=0,6827
P(,u—2(7<X<,u+2(7)zO,9545
P(,u—30'<X<,u+3G)z0,9973

Regras de derivagao

(
(a” ), =u'a"lna , (a eR”* \{1})
(

’
’

Inu) v
u

!

(m&ufzuma,(aeRqu

Limites notaveis

lim(l+lj =e, (neN)

n
. sinx
lim =1
x—0 X
X
.oe =1
lim =1
x—0 X
. Inx
Iim —=0
x40 X
X
lim =400 eR
x40 y P (p )
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Proposta de teste de avaliagio N\ axirs / A;’

Proposta de resolucio

Caderno 1

e Ha °C, =15 maneiras de escolher as quatro cores a utilizar, entre as

seis cores disponiveis. P
e Como sdo usadas quatro cores para pintar os cinco setores, ha uma (e A

uma s6) cor que tem de se repetir. Entre as cores selecionadas, ha 4
maneiras de escolher a cor que se repete.

e Os dois setores que vao ficar da mesma cor podem ser escolhidos de 5 maneiras diferentes (as
escolhas possiveis sdo: 1,3-1,4-2,4-2,5-3.5).
Ou °C, —-5=10-5=35 (todas as maneiras de escolher dois setores menos os casos que nio
servem: 1,2-2,3-3,4-45-5,1)

e Os restantes trés setores podem ser pintados pelas restantes trés cores de 3!=6 maneiras
diferentes.

Ha, portanto, 15x4x5x6=1800 possibilidades.

Resposta: (A)

Na escolha ao acaso de um trabalhador da empresa, sejam os acontecimentos:

A: “O trabalhador escolhido almogou na cantina no dia 31 de maio”
B: “O trabalhador escolhido jantou na cantina no dia 31 de maio”
E dado que:

¢ P(ANB)=P(AUB) & P(4UB)=2P(4NB)

P(ANB)
P(4)

P(AUB)=P(4)+P(B)-P(ANnB)<

Pretende-se determinar P(B|A)=

< 2P(ANB)=P(A)+P(A)-P(ANB)<  |P(4UB)=2P(4NB)
< 2P(ANB)+P(ANB)=2P(4) =
<3P(4NB)=2P(4)=

P(4nB) __ _ P(AnB)

ey TR

_2
3

Logo, a probabilidade pedida ¢ igual a % .

' Porto
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3.

ABC: 4y+3z-24=0

3.1.

3.2.

A(1,a,0) e B(1,0,5)

Dado que 4 e B sdo pontos do plano ABC, vem:
4a+3x0-24=0=4a=24<a=6
4x0+30-24=0<=3b=24<=b=8

A(1,6,0) e B(1,0,8)

A40=0-4=(0,0,0)-(1,6,0)=(~1,-6,0)
AB=B-4=(1,0,8)-(1,6,0)=(0,-6,8)
[400 = J(-1)" +(=6)* + 0 =/1+36 =37
4Bl = J0* + (<6)" +8° =36+ 64 =100 =10

A0-AB=(~1,-6,0)-(0,-6,8)=0+36+0=36

AO-AB 36 18

“TaolxaBl 1037 sv37

Se cos(O;lB):i, entdo O;IBz53,7°.

537
C(11,0,8) ¢ 4(1,6,0)

cos(O;lB) = COS(ZB:ZE)

O centro da base da piramide ¢ M, ponto médio de [AC ]

O ponto M tem coordenadas (1 12+ ! , 0 ; 6 8+0

O vetor de coordenadas (0, 4, 3) ¢ perpendicular ao plano
ABC: 4y+3z-24=0

O vetor MV & perpendicular ao plano ABC, ou seja, MV é
colinear com o vetor (0, 4, 3) .

MV =k(0,4,3)=(0, 4k, 3k),k e R

A altura da piramide ¢ igual a "W " .

V x altura=500 <

piramide base

500 x4
3
1 2 _ .
o 4Bl x[327] =500 = |48 =10
=102 x|[M7]=1500 =

< 100x]37]=1500 =

olmrl=1s

Porto
Editora

= J=(6,3,4).
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Proposta de teste de avaliacio

[37]|=15 < |(0, 4k, 3k )| =15 < [0? + (4k) + (3k) =15 <=
( ) (4k)" +(3k)

@Jm:lS@W:lS@bH:lS@

& 5S5k=15v5k=-15=k=3vk=-3

Se k=3,
MV =(0,4x3,3x3)=(0,12,9)
V=M+MV=(63,4)+(0,12,9)=(6,15,13)

Se k=-3,
MV =(0,-4x3,-3x3)=(0,-12,-9)
V=M+MV=(6,34)+(0,-12,-9)=(6,-9,-5)

Dado que ¥ tem as coordenadas positivas, temos V(6, 15, 13) .

4. Seo triangulo [O4B] ¢ equilatero, entdo AOB :g )

Imz4
) B
Se A4 ¢ o afixo do nimero complexo u =re'’ entio B éo
i(€+§) x
afixo do nimero complexo v=re . 3 4
Sabemos que u ¢ v sdo duas das raizes de indice » de um numero 0 Re;

complexo z. Entdo, v' =u".

0+Z

n
i( j o in[€+£] )
v”=u”<:>(re 3 ) =(ré?) ore ' V=1 o

<:>n(9+§}=n9+2kn,kel<:>
<:>n¢9+%=m9+2kn,keZ<:>

@?szn,kechzﬂc,keZ@n:6k,keZ

Portanto, n € um niimero natural multiplo de 6.

Resposta: (C)

5. f(x):x+exz’2x

' '

51 f(x)=x+(e") =1+(x’ —2x) e =

=1+(2x—2)e" >
A fungdo f' ¢écontinuaem R (composta, soma e produto de fun¢des continuas em R).

Logo, a fungdo /' ¢é continua em [0, 2].

' Porto
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£(0)=1+(2x0-2)e" > =1-2x1=-1<2

f1(2)=1+(2x2-2)e* >? =1+2x1=3>2

Como a fungdo £’ ¢ continuaem [0,2] e f'(0)<2< f'(2) podemos concluir, pelo
teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um x, € ]O , 2[ tal que f'(x),=2.
Fica, portanto, provado que existe pelo menos um ponto do grafico de f, cuja abcissa

pertence ao intervalo ]0 , 2[ , em que a reta tangente ao grafico nesse ponto tem declive igual

a2.

5.2. Em primeiro lugar, determinamos a abcissa do ponto de tangéncia que ¢ a solucao da
equagdo f '(x) =2 (de acordo com os dados, a solugdo ¢ tnica).
Recorrendo a calculadora grafica, determinou-se a abcissa do ponto de interseg¢do dos
graficos de y, :f'(x) :1+(2x—2)e"2"2’“ e y,=2,com0<x<2.

Obteve-se o resultado ao lado.

ya
A abcissa do ponto de tangéncia é x, ~ 1,761 . 1

A ordenada do ponto de tangéncia é: 2

f(x,)~1,761+¢" 217 52,417

O ponto de tangéncia, P,, tem coordenadas

aproximadamente iguais a (1,761 ; 2,417) . 0 1761 2 x

Seja y =mx+b aequagdo dareta r.

Sabemos que m=2 e que o ponto de tangéncia, P,, também pertence a reta r .

Assim, 2,417 =2x1,761+b pelo que b=2,417-2x1,761~-1,1.

Logo, b=—L1.

. ] . ~ C
Seja C' a projegdo ortogonal do ponto C nareta AB.
Como a 4rea do tridingulo [4BC] ¢é igual a 40, vem: 0
. 8
ABXCC 40 10xCC =80 = CC' =8 ] m

A4 C' B

O triangulo [AC'C] é retangulo em C’. Logo « 10—

AC” +cC” =4C’

AC” +87 =107 < AC" =100—64 <> AC" =36<> AC' =6
Pela defini¢do de produto escalar,

AB-AC = ABx AC' =10x6 = 60

Resposta: (C)
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2 2
7. Area do setor circular 40C = ar _ & ;1 =

ylk

N R
~
I

OAx AB

Area do tridngulo [O4B]=

Como O_A=IeE=tana,vem /O
OAx AB _Ixtana _tana \/

A[OAB ) )

Area da regiio sombreada = A[ o8]~ A, [1oc] =

_tana a 1
= -—=—(tana —a)
2 2 2

Resposta: (D)

P(mmA) ~

8. P(AnB|4)= 50

P((Z ul_i) mA) _ P((ZmA) u(EnA)) _
P(4) P(4)

(
_P(@u(@mA))_P(BmA) (B|A)

P(4)  P(4)
Caderno 2

) L 8+4i’ B 8+4x(-i) 8 —4i ~
’ (i-2) —2+3i" P -4i+4-24307  —1-4i+4-2+37

_ 8-4i  8-4i  (8-4i)(-2+4i)
C1-4it3x(=1) -2-4i  (-2-4i)(-2+4i)

_—16+32i+8i—16i2_—16+401+16 401 iy
(_2)2 + 42 4+16 20

n+4kn

Yaz =/ax2i= V8ez—\/§e{3 3J Ze( ° ),k:0,1,2
Se k=0, z, —2e's =2(cosg+isingJ:2(£+%i)=\/§+i

5
Se k=1, z =2¢ ¢ :2(cos%+1sm%j:2{—£+%iJ:— 3+i

.9 .3m

Se k=2, z,=2¢ ¢ =2¢ ? =-2i

As raizes ctbicas de 4z sio: 3 +i, —/3+i e —2i
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10.

11.

12.

2n
o 142k lim(1+2k
limunzlim(—lj = lim| —2-| = ne
+
" I+ lim(1+1j
n n

1
limu, =e < e*? =¢? <:>4k—2=%<:>8k—4=1<:>8k=5<:>k=§

Resposta: (B)

5

Se x°, x e logx sdo os trés primeiros termos de uma progressdo geométrica de razdo » entdo

izlogxzr

2
X X

%:bﬁelzloﬂcloglecleo
x x X ox

a4 =x=10°=100c r="=1-1
x* x 10

1

n-1
a, =ur"" =100x(5j =107 x (10" )1 =10%x10"" =10>™"

a,=10"" <107 =10 < 3-n=-10<n=13

a,=10"

f(x)=x*(2Inx-3); D, =]0,+[

12.1. f ¢ uma funcao continua por ser definida pela diferenga e produto de fun¢des continuas.

Logo, como D, = ]0 ,+ oo[ , apenas a reta de equagdo x =0 podera ser assintota vertical do

graficode f .

(Oxoo)

lim /'(x) = lim [xz(Zlnx—3)} =

x—0 x—0

= lim (x2 ><21nx—3x2) = lim (x2 ><2lnx)

x—0" x—>0"

=1im(x21nx2)—0=

x—0"

= lim {lln (lﬂ = lim (lln yI] =
Yo+ y y Yot y

zlim[_lny):—limln—y:—OZO

Yo+ y Yo+ y

(3x2 ) =

‘ 2Inx=Inx*VxeR"

Sex—>0",y >+

Como lim f(x)=0€R, o grafico de f ndo tém assintotas verticais.
x—0

' Porto
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122. f'(x)=[x*(2Inx-3)] =(*) (2Inx-3)+*(2lnx-3) =

=2x(21nx—3)+x2(2xl]=2x(21nx—3)+ 2x =
X

=2x(2lnx—3+l)=2x(2lnx—2)=4x(h1x—1)
f'(x)=04x(Inx-1)=0Ax>0&
<:>(4x=0v1nx—1=0)/\x>0<:>

<:>(x=0vlnx=1)/\x>0©

&S x=e
X 0 e +00
S - 0 +
f N —e’ /!

Min.
f(e)=¢*(2lne-3)=¢’(2x1-3)=—¢

Podemos, assim, concluir que:

D)

o

waimo 77

N\atem'atica A

~

e f ¢ estritamente decrescente em ]O , e] e estritamente crescente em [e ,+ oo[ ;

e f temum minimo relativo igual a —e* para x=e¢.

12.3. Seja y =mx+b aequagdo reduzida da reta r, tangente ao grafico de f no ponto de

abcissa 1.

m=f'(1)=4x1x(In1-1)=4x(0-1)=—4
Se a ¢ ainclinagdo dareta », entdo tana =—4 ¢ g<a <T.

1

l+tan’ o = >
cos“ a
2 1 2 1
1+(-4) =—5—<elT=—F5—ocos’a=—
cos” o cos” o 17

Resposta: (B)

13. D/,:]—T[’n[; f(O):l, f;(x)_ COS x

1+cosx

COS X

131 f'(x)=

1+cosx

Para todo xe}o,g{ vem cosx>0 e 1+cos>0. Logo, f’(x)>0,Vxe}0,§[ pelo que

~ , . Y . .
a fungdo f ¢ estritamente crescente em {O , 5} . Assim, podemos concluir que se

ae}O,g{, f(a)>1(0), ouseja, f(a)>1.
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N\ atem'aﬁca

132. /"(x) ( cosx jl (cosx) (1+cosx)—cosx(1+cosx)
oo X)= =
1+cosx (1+cosx)’

—sinx(1+cosx)—cosx(—sinx) —sinx—sinxcosx +sinxcosx 3

(1+COS)C)2 (1+cosx)2
—sinx
- (1+cosx)2
" —sinx
f (x):0©(1+cosx)2 =0/\xe]—n,7c[<:>

<:>—sinx=0/\xe]—n,n[©
<:>sinx=0/\xe]—n,n[<:>x=0

O sinal da segunda derivada ¢ o sinal de —sinx:

X e’ 0 T
f” + 0 _

S 1 )
P.L

O gréfico da fungdo f tem a concavidade voltada para cima em ]—n , 0[ e voltada para
baixo em ]0 , n[ . O ponto de abcissa 0 ¢ um ponto de inflexao.
14.  Se o ponto de abcissa nula é um ponto de inflexdo do grafico de f entdo f"(0)=0 e f"(x) muda

de sinal no ponto x=0. Logo, /' tem um extremo para x=0.

Resposta: (D)

. . Sm T T
15. a=arcsin|sin— |, ae|—-——,—
6 22

. Sm . 4 |
sin—=sin| t—— |=sin—=—
6 6 6 2

(IJ T
a =arcsin| — |=—
2 6
cosa+sin(2a)=cos%+sin(2x%}:—3+sin£:£+§=\/§

Resposta: (C)
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