Prova-Modelo de Exame — Proposta de resolucao

Caderno 1

1.
1.1. Opgéo (C)
X~N(20,0) e P(a<X<bh)=0,7
Sabemos que P(X < 20) = P(X > 20) = 0,5.

Com excecao da opc¢édo (C), em todas as restantes verifica-se que P(a < X < b) < 0,5.

v

20 40 0 20 10 20 30 20 30 60

Apenas na opcao (C) é possivel que P(a < X < b) seja 0,7.

1.2. Opcéao (D)

x(t) =4 (\/§cos(nt) — sen(nt)) =4X2 (? cos(mt) — %sen(nt)) =

=8 (cos (g) cos(mt) — sen (g) sen(ﬂt)) =
= 8 cos (nt + g)

Assim,A=8ecp=g.

2.1. Consideremos a reta perpendicular ao plano ABC e que contém o ponto V:
19
(4,y,7) = (4,7, 13) +k(2,3,6),k €R
Um ponto genérico desta reta é:
(x,y,7) = (4 + 2k, 2+ 3k,13 + 6k) comk € R

Determinemos a intersec¢ao desta reta com o plano ABC:

19 57
2(4+2k)+3(T+3k>+6(13+6k)+10=0<:>8+4k+7+9k+78+36k+10=0
& 49K = -4
4
ok=-1
4
A intersecédo desta reta com o plano &, assim, o ponto de coordenadas:

(1+2(-D 2+3(-D 13 +6(-2) = (-3.-2-)

Assim, | (—% -2, —%)
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Logo:

hzd(v,l):\/(4+%)2+(§+2)2+(13+%)2= BB

_ [3969 _
= [ =
_ 63

A , . 63
A altura da piramide é igual a -

2.2. Os pontos P, e P, pertencem aos semieixos positivos Ox e Oy e, como A pertence ao plano
definido por z = —3, entédo Tﬂe AT’Z ndo sao colineares, logo o0 &ngulo P; AP, ndo pode ser
raso. Assim, 0 angulo P, AP, é obtuso se e s6 se AP; . AP, < 0.

Sabemos que P;(a, 0,0) , P,(0,a,0) e A(1,2,—-3).

AP, AP, =(a—1,-23).(-l,a—23)=—a+11—-2a+4+9 =
=—3a+ 14

Assim, o angulo P; AP, € obtuso se e so se:

14
—3a+14<0 & -3a<-14 ®a>?

Logo, a angulo P; AP, € obtuso se e sG se a € ]? +oo[.

2.3. NUmero de casos possiveis: 6°

NUmero de casos favoraveis: °Cs x 5!+ °C, x 2 x 4! + ©C5 x 3!

« s#o utilizadas 5 cores distintas: ®Cs x 5!
6C5 é o nimero de maneiras distintas de escolher as 5 cores de entre as 6 disponiveis. Por
cada uma destas maneiras, existem 5! maneiras distintas de colorir as 5 faces com as 5
cores.

« s#o utilizadas 4 cores distintas: °C, x 2 x 4!
¢, é o nimero de maneiras distintas de escolher as 4 cores de entre as 6 disponiveis. Por
cada uma destas maneiras, existem 2 possibilidades para escolher as duas faces que vao
ser pintadas da mesma cor ([ABV] e [DCV] ou [ADV] e [BCV] e, por cada uma destas
possibilidades, existem 4! maneiras distintas de colorir as faces da piramide.

« s#o utilizadas 3 cores distintas: °C; x 3!
6¢C; é o0 nimero de maneiras distintas de escolher 3 cores de entre as 6 disponiveis. Como
s6 utilizamos 3 cores, as faces [ABV] e [CDV] e as faces [ADV] e [BCV] séo pintadas com a
mesma cor. Assim, apos termos selecionado as cores, existem 3! maneiras diferentes de

colorir as faces da piramide.
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Assim, a probabilidade pedida é igual a:

®Cs X 5!+ °C4 x 2 X 41+ °C3x 3! 65
65 324

3.1. Consideremos os acontecimentos:
B: “Usar batom”
L: “Usar lapis de olhos”
Sabemos que:
eP(B) = P(L)
«P(BNL)=<P(BUL)

Pretende-se determinar P(L|B).

Como:

eP(BNL) =§P(BUL) & P(BUL)=5P(BNL)

eP(BUL)=P(B)+P(L)—P(BNL)

tem-se que 5P(BNL)=P(B)+P(L)—P(BNL).

Como P(B) = P(L),entdo5P(BNL) = P(B) + P(B) — P(BNL). Assim, 6P(BN L) = 2P(B),
ouseja, P(BNL) = %P(B).

Logo:

P(LNB) P(B)—P(BNL) _PBNL) _ %P(B)_ 1 2

P(L|B) = P(B) P(B) - PB) TP 17373

A probabilidade pedida é §

3.2. Opcéo (D)
Vogais Primos: 2, 3,5 Restantes algarismos 1, 4 e 6

%4, x 3! X 5!

e 54, é o nimero de maneiras de escolher ordenadamente duas das cinco vogais
existentes.

¢ 3! é 0 nimero de maneiras de permutar entre si 0s trés algarismos primos.

e 5! é 0 nimero de maneiras de permutar o bloco das vogais, o bloco dos algarismos

primos e os algarismos 1, 4 e 6 todos entre si.

54, x 3! x 5! = 14 400
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4. Pretendemos determinar a solucéo da equacéo:

d(3a) = 1,175d(a) ©12 + cos(5,8 x 3a+ 1) = 1,175(12 + cos(5,8a + 1))
Y1 Y2

(o]
I(a, b)

a =031

0]

A solucao pedida é igual a 0,31 rad.

5. Opcéo (B)
Numero de casos possiveis: 6 X 6 = 36
Numero de casos favoraveis (niumero de casos em que o produto € um numero real, ou seja, 0
produto de dois niUmeros reais e o produto de dois nUmeros imaginarios puros): 4 X 4 +2 X 2 =
20

A probabilidade pretendida é g = %-

6. A sucessdao (u,) é uma progressao aritmética de razao 5 e primeiro termo a.

Seja S;, a soma dos 10 primeiros termos de (u,). Entdo:

S10 = 10
10 2
ou seja:
a+a+9x5
305 = —————x10 & 305 = (2a + 45) X5 © 2a + 45 = 61
Sa=8
7. 0Opcéo (A)
lim, ., -2 = 1 o im, ,X®2 _ L
X2 f0)-f(2)  2e* X2 f0)-f(2)  2e*
x—2

. . 1 . T . ~ ..
& lim,_,, x X lim 5.1 POis 0S dois limites existem e sdo finitos.

X2 FQO—F@)
1 1

XT@) T 2et
o et = f1(2)

S 2

e Se f(x)=e*", vem que f'(x) = 2xe*” e f'(2) = 4e*.

e Se f(x)=e?, vemaque f'(x) = 2e** e f'(2) = 2e*.

o Sef(x)= 2*° vem que f'(x) = 2x X 2% x In(2) e f'(2) = 4 x 2* X In(2) = 641n(2).
e Se f(x)=2% vemque f'(x) =2 x 2% xIn(2) e f'(2) = 32In(2).
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Caderno 2

8.

y

8.1

8.2.

9.z =

. Opcéo (C)
4 —x z-—1 A 1 x—4 z-1 A 1
= = -1 & = = —
2 3 y 2 3 y

Um vetor diretor de r é 7#(—2,0,3).

Um vetor normal ao plano a é 7(3,1,2).

7.1 =(-203).312)=-6+6=0

Um ponto pertencente aretar é P(4,—1,1).

Averiguemos se P pertence ao plano a:
3x44+(-1)+2%x1410=012-14+24+10=0<23=0, que é uma proposicao
falsa.

Logo, P nao pertence ao plano a.

Como 7 e 7 séo vetores perpendiculares e o ponto P da reta ndo pertence ao plano a,

concluimos que r é estritamente paralela a a.

Opcao (A)
f(x) =Inx

1 +
frex) = X Dy =R

f é continua em [a — 1, a] e diferenciavel em Ja — 1, al.
Logo, pelo teorema de Lagrange, concluimos que:

existe ¢ € Ja — 1,al: f'(c) = L@=LeD

isto é:
existe c € la—1,al: f'(c¢) =In(a) —In(a — 1)
ou seja:

existe c € la—1,al: f'(c) = ln( )

a
a—-1

~ 1 1 1 . 1 1 1
Comoa—1<c<a,entdo— >->-,0useja, -< f'(c) <—. Logo, In (L) <—.
a—-1 c a a a—-1 a—-1 a—-1

o

i
L=e€ 4

Célculo das raizes cubicas de z:

,/e12=§/Ixe * J,k €{0,1,2}

.(1'[ 2km

= &) ke {0,1,2}

. T

i
Z; =e12

AA
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9T .3

z, =e'z =e"s = w, pois 0 afixo desta raiz ctbica de z € o Unico que pertence ao 2.°

quadrante.
17m
Zz =e 12
Assim:
.3 . (3T TCU
WXZ elTnxel(_%) e’(T_Z)

V2z-i2019 ﬁ(g+gt)—i3 Ta+i-(-i)

1+2i
ix(1-2i) _
(1+20)x(1-20)
i-2i2
12-(20)2

2+ _
1+4

2 1,
=-+-l
5 5

10.

10.1. Opcéo (B)
P(x=0) = ;—i

A soma dos numeros saidos nos quatro langamentos é zero apenas no caso em que
sai face com o numero zero voltada para cima nos quatro langamentos.
Sendo n 0 nimero de faces do cubo com o nimero zero, tem-se que:

nxnxnxn n*

P(x=0)=6x6><6x6_§
Assim:
n* 16 24 6 x 2\*
aza@n‘*:&*x?@n‘*:( 3 ) o nt =44
Comon > 0, vem que n = 4.
10.2. Opcéo (C)
3n_9 n+2 n_3 n+2
limIn(u,) = limIn (W) = limIn (n+2> =
_ n+2
=11mln(1+m) =
_ 5 \"*2
—lnhm(l—m) =
=In(e™) =
= -5
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11. D =R*
Neste dominio:

(Inx)? 2 2 2 2 2
e > x* & (Inx)* > In(x?) © (Inx)* —In(x*) >0 Calculo auxiliar
& (Inx)? —2lnx >0 Yi—2y=0y(y—2)=0
Consideremos a mudanca de variavel y = Inx: ©y=0Vy—-2=0
y2=2y>0y<0 VvV y>2 ©y=0Vy=2
Como y = Inx, em R*, vem que: \ /
+ +

2 _ ,

(Inx)*=2lnx>0<=Inx<0 V Inx > 2 0\:/2 .
ox<1 Vv x>e?

C.S.=(]-oo,1[U]e? +o[) N R* =]0,1[ U Je?, +oo[

12. Opcéo (C)
r:3y—ax—2=0<:>3y=ax+2<:)y:§x+§

Sejam m,. 0 declive da reta r e m 0 declive da reta s.

~ . ~ 1 . e
Como r e s sdo perpendiculares, entdo tem-se que m,. = ——, isto &
a 1 -3(1-+v72) —-3+3V2
-=— Sa= Sa=—"7—
3. 1+42 (1+v2)(1-+2) 1-2
©a=3-3V2

13. Opcéo (D)
(FterH@) = YR D) = f71(0)
f)=0ehx-1)=0e=x—-1=1ex=2
f@)=0ef0)=2
Logo, (f~1°h")(1) = 2.

14.

14.1. g é continua em x = 1 se e s6 se existir lim,_,; g(x), isto €:
lim g(x) = lim g(x) = g(1)
x—-1~ x—>1*

xe*—e xe¥"1-1

e lim,_ - g(x) = lim = lim
x-17 9 (%) x—>1— ex—e x—>1- x-1

Consideremos a mudanga de variavel x —1 =y:sex > 1" =2y -0~
— lim (y+1)eY-1 _
y—-0~ y
yeY+eY—-1

= lim
y—0~ y
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y

= lim e¥ + lim

y—-0~ y—-0~ y
limite notavel
=1+1=
=2
2 2
[ ) limx_>1+ g(x) = xl{)r{&% = % = 2
e g()=2

Logo, g é continua em x = 1.

14.2. Para x » +o:

gx) _ 4.

T x%+In(x?)+1
m = lim,_ - = limy,joo——5——=

x2

. In(x?) 1
= limy_ 40 (1 t— 1 ;) =

ey—l_

(i) Consideremos a mudanca de variavel x> = y: se x » +o =y — 400,

®

=1+ lim 2¥ 4 jim 2=
y->+o0o Y X—+o00 X

=14+0+4+0=

=1

b= xl—l>r-|1-loo(g(x) B x) - xl—l>¥1w < X

x2+In(x?)+1-x2

= limy_ 400 .
. In(x2)+1
= limy_ 400 =
x
. 2In|x| 1
=l (B0 4) =
. Inx . 1
= 2lim — 4+ lim ==
x—+co X +x—>+oox
=2xX0+4+0=
=0

x2+In(x?) +1 )
—x | =

A reta de equagdo y = x € assintota obliqua ao grafico de g quando x — +oo.

Parax » —oo:

AA
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b= lim g(x) = lim ———=
X——00

I
5
x®
¥
:
|

=0

A reta de equacado y = 0 é assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo.

14.3. Em |1, +oo[:

(2x+)26—32()x—(x2+1n(x2+1)) _ 2x2+2-x2-In(x?)-1 _

g'(x) = = =
_ x2+1-In(x?) _
=— =
(Zx — 2_x) x2—(x?+1—-1In(x?)) x 2x 3 3 2
"(x) = X2 :2x — 2x — 2x° — 2x + 2xIn(x )=
g 4 o
_ —4x+2xIn(x?)
T
_ —4+2In(x?)
=—
—4 + 2In(x?
g”(X)=0=>T()=0=>—4+21n(x2) =0 Ax3#0
eIn(x?) =2 A x+#0
\_4—/
condigdo universal em ]1,+ o[
o x? =e?
=4 X =—e V x=e
condigdo impossivel em ]1,+00[
Sx=e
Assim: Calculos auxiliares
1
x 1 € D ed<ez<e
Sinal de g"” — 0 + l<ye<e
Sentido das ,
concavidades do n P.1. U —4+2In ((‘/E) ) =—4+2=-2
gréfico de g —4+2In((e?))=-4+2x4=14

O gréfico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]1,e] e tem a concavidade
voltada para cima em [e, +oo.
e?+In(e®)+1 3

e+-—
e e

g(e) =

(e, e+ S) € ponto de inflexdo do gréfico de g.
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