Prova-Modelo de Exame de Matematica A

—12.2 ano - Proposta de resolucao

1.
1.1. Consideremos 0s seguintes acontecimentos:
V: “O paciente contraiu o virus.”
T: “O teste apresenta um resultado positivo.”
Pelos dados do enunciado, sabe-se que:
* P(V)=0,25
«P(TIV) =09
« P(V|T) = % =0,75 Calculos auxiliares
Pretende-se determinar o valor de P(V n'T). | *PTIV) =09 P;T(g;/) =09
Assim: < P(TNV)=09x0,25
_ < P(TNV)=0,225
T T
vV | 0,225 0,025 | 0,25 » P(VIT) = 0,75 & 22 = 0,75
Vv |0,075|0,675 | 0,75 % =0,75
0,3 0,7 1 o P(T) = 002_7255
Portanto, P(V n T ) = 0,675. < P(T) =03
1.2. Opcao (D)
V_ V_ 9 9 _alg._ _alg._ _alg._
5 x5 x 1x1 X 8 X 8 x 8 x 7C, x 5C,= 2688000
onde ’C, é o nimero de maneiras de escolher duas das sete posicdes para colocar as duas
vogais escolhidas e °C, & o nimero de maneiras de escolher duas das cinco posicées
restantes para colocar os dois algarismos 9.
2. Opcao (A)

Sabemos que "Cy + "C; + .-+ "C, = 64, isto é, 2" = 64, ou seja, n = 6.

2

6
O termo geral do desenvolvimento de (— — ax3) é:

¥x

6 2 \67k 3\k
Cy (%) x (—ax3)*, com k € {0,1,2,3,4,5,6}

26k

R

X (—a)* x x3

k:

3k
6C, x 267K x (—a)k x =

k=

X

6 2
Cp X 257% x (—a)* x x73
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Pretendemos determinar o termo de grau 8:

10k 10k
——2=8—=10=k=3
3 3
O termo de ordem 8 &, entao, igual a:
6C; x 23 x (—a)® x x® = —160a3x8
Logo:
—160a® =20000 @ a® =125 a=>5
3.
V3, 1, V3, 1.
31. w, = 4<7+?)+8<_7+?) _ 2VB+2i-4VB+4i _ Calculos auxiliares
L] L] 1 - _0_33 - _ B -
vaa-1t-t) V-1t . 2020 = 4 x 505 + 0
—2v/3+61
= — = 12020 — ;0 =5 _ ;—=5+8 _ :3
V24(—1+0) = =it =
21 —2V3 + 6i| = V12 + 36 = V48
_ e _
- a3t~ 6
VZaxyze s tgh = ABE2°Q e tgh =3 A0
21 3T _2\/§
_ i) -
_ i) 0= z?n por exemplo
o () c|-1+il=VvVi+1=+2
w= W) =e\ 12/ = tgB = -1 ABE2°Q
2T
= e‘(‘?) = B = —, por exemplo
2m . 2m\ _
= coS (— ?) + isen (— ?) =
__1_¥3,
=777 32
= 2_4i5 2_Ai1512
3.2. M_ 4iz _ 3|z|*—4izz _ 3|z|*—4i]|z| _
z |z| z|z| z|z|
|z|* (3~ 4l)|
z|z| -
_ |Z|(3—4l)| _
_ |1z1(3-41)] _
||
_|zl|3-4i] _
|z|
=v9+16 =
=5
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4.1. Pretende-se provar que 3c € |14,16] tal que d(c) = 30.
Comecemos por provar que d é uma fungao continua no seu dominio R{ :
* d é continua em [0,15], visto, neste intervalo, a funcdo d estar definida pela soma de
duas fungdes continuas (uma fungao constante e o produto de duas fungdes continuas);
» d é continua em ]15, +oo], visto, neste intervalo, a funcéo d estar definida pela soma de
duas fungdes continuas (uma funcao constante e o produto de duas fungdes continuas);
* d é continua em x = 15, visto que tE{Iél_ d(t) = tE{I;*' d(t) =d(15)::
tE&l_(ZO +t cos(rtt)) =20+ 15cos(15m) =
=20+15x%x(-1) =
=5
tE{r51+ (20 + 15e15_tcos(nt)) =20+ 151> 3¢cos(15m) =
=20+15xe’x (-1) =
=5 =d(15)
d é entdo uma funcdo continua em todo o seu dominio R{, logo é continua, em particular,
em [14,16] c R{ .
d(14) =20+ 14 cos(14m) =20+ 14 x 1 =34 > 30
d(16) = 20 + 15e*>716cos(16m) ~ 25,52 < 30
Como d é continua em[14,16], e como d(16) < 30 < d(14), entdo, pelo teorema de
Bolzano-Cauchy, 3c € ]14,16][ tal que d(c) = 30.

4.2. Pretende-se calcular a distancia maxima atingida entre a cadeira e o muro e o respetivo
instante em que tal se verificou, durante os primeiros 15 segundos em que a crianga esta a
dar balango.

y = 20 + x cos(mx), com x € [0, 15[

Bl [EXE]l:Mostrar Coordenadas
Wl =20+xcos {mx)

ik
X=14,007232256 | ¥=34.0036169 | X

A distancia maxima € igual a 34 dm, para t = 14 segundos, aproximadamente.
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5.1.

5.2.

Opgao (C)

O ponto B pertence ao plano a e tem abcissa e ordenada igual a 2, logo as coordenadas de B
sdodaforma (2,2,2), z € R.

2X2-5%X2-2z4+480=0<z=237

Logo, B(2,2,37).

O ponto C pertence ao plano o e ao eixo das cotas, logo as coordenadas de C sdo da forma
(0,0,2), z€R.

2x0-5%x0-2z24+80=0<2=140

Logo, €(0,0,40).

BA=A-B=(1,23)—(22,37) = (-1,0,—-34)

|BA|| = V(=12 + 0% + 342 = V1157
BC =C—B =(0,0,40) — (2,2,37) = (-=2,-2,3)
|BC|| = V(=202 + (=2)2 +32 = V17

BA.BC = ||BA]| x ||BC|| x cos (BA, BC)
(—1,0,-34). (=2, —2,3) = V1157 x V17 X cos (ﬁ,ﬁ:’)
= 2+0-102 =\/1157x\/ﬁ><cos(§ﬁf)

== BA -100
& COS (BA,BC) = m

Assim, BA, BC ~ 135,5°.

Seja I o ponto de intersecéo entre o plano a e a reta perpendicular a a e que passa pelo
ponto A.
A altura do prisma é, entdo, a distéancia entre os pontos A e I.
Equacao vetorial da reta Al: (x,y,z) = (1,2,3) + k(2,—-5,—-2),k € R
Ponto genérico: (1 + 2k,2 —5k,3 — 2k), kER
Para que o ponto pertenga ao plano «, tera que verificar:
2(142k)—5(2—-5k)—2(3-2k)+80=0=2+4k—10+25k—6+4k+80 =0
< 33k = —66
S k=-2
Assim, o ponto I (ponto de interse¢cdo de a com a reta Al) tem coordenadas:
(1+2x%x(=2),2-5x(-2),3—2x%(=2)) =(=3,12,7)
A altura do prisma é:

d(A, D) =(-3-1)2+ (12 -2)2+ (7—3)2 =V16 + 100 + 16 = V132 = 233

A
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6. Opcao (A)
A reta r tem inclinagéo 45°, logo:

a
m,=tg(45)em,=1leo-—=1a=>h

b
Assim:
» Numero de casos possiveis: 6x6x6=216
a b c

* NUmero de casos favoraveis: é X 1 X é =36
c

()
a b

Deste modo, a probabilidade pedida é %, ou seja, %

7.1. Opcao (D)
(u,) é uma progressao geométrica de primeiro termo positivo e razao superior a um, logo
(u,,) € mondtona crescente e lim(u,,) = lim(a X r*1) = +oo.
Assim, concluimos que (u,) nao é limitada nem convergente.
Como (u,) é crescente, entao:

VREN Uy — Uy > 0D Upyq DUy & 1> 2

" (os termos de (u,,) sao positivos)
n+1
Un

S <1

Un+1

2

1-r4 1-
72.ax——=axr*x——ol1l-rt=rt1-r?
1-r 1-r
1—T4 _ 4
1-12
o (1-r2)(1+7?) —
1-12

ol+ri=rt
ort—r2-1=0

5 _ 1+ /1-ax(-1)

S re=
2
@rz_li\/g
T2
, 1++5 , 1-+5
Sri= 5 \% re = 3

N ————————’
equacio impossivel em R

o= /1+\/§ v r=_’1+\/§
2 2
Comor > 1, entdor = /“f.
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8. Opcao (A)

y

1
n—1\" 1-=
) = lim n

lim u, = lim (n n

Atendendo a que e~3 é solugéo da equagéo In(ex) = k, vem que:

InexeN=kehe?H)=ke-2=k

9.1. Opcao (A)

Sabemos que lim g(x) existe se e s6 se lim g(x) = lim_g(x).
x—0 x—0 x-0t

In(—x) =1 In(0*) -1 -—oo
lirgl_g(x) = lim (=) = ") = = 400
xX—

x>0~ x 0~ 0
1
I lim (xex) = lim
. glx) = Jm, (xex> = lim, T =
x

. .. 1
Consideremos a mudanca de variavel —=yix- 0F >y -+

eV
= lim —=
y-too Y
= 400
Logo, lim g(x) = +oo.
x-0
9.2. x > —oo:
In(—x) -1

lim g(x) = lim
X——00

X——00

= lim (M—1)=

X——00 X X

i, (252) - i (2)-

Consideremos a mudanga de variavel —x = y;:x - —00 = y — 400

. 1 . 1
= lim 22 _ jim 1=
y—->+o0o Y X——00 X
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In(y) . 1

=—lim —— lim ==
y-+00 Y X—>—00 X
=—-0—-0=

=0

A reta de equagéo y = 0 € assintota horizontal ao grafico de g quando x — —oo.

X — +oo:
1
. ogx) . xex
m= lim —=* = lim — =
X—+00 X X—->+00 X
. 1
= lim ex =
x—+00
1
= @+o0 =
=1
. } 1
b= lim [g(x) —x] = lim (xex — x) =
X—+00 X—+00
1
= lim [x (ei — 1)] =
X—+00
1
= lim &2 =
= lim % =

. v 1
Consideremos a mudanca de variavel - = y;x - +c0 =y - 0%

= lim £=1=
y-0t Y
=1

A reta de equagado y = x + 1 é assintota obliqua ao gréafico de g quando x — +oo.

9.3. Em ]—, 0[, g (x) = =01

. Sxa—n0-1) 1-In(-x)+1

x2 x2
__ 2-In(-x)
=—0

-1
2 —(2—1In(—x)) x 2x _ —x—4x+ 2xIn(—x)

x4 x*

—5x+2xIn(-x) _
Toxt
—5+2In(-x)

x3
Para x < 0:
-5+ 2In(—x)

g'x)=0s e =0 -5+2In(-x)=0 A x3#0
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S —x = ez
5
S x = —ez
x =< _e§ 0
—5+ 2In(—x) + 0 — n.d.
x3 — - - n.d.
Sinal de g"” - 0 + n.d.
Sentido das concavidades n.d.
» n P.l. V]
do grafico de g

Calculos auxiliares
—5+42In(—(—e®))=-5+2x3=1(>0)
—5+42In(—(-e?))=-5+2%x2=-1(<0)

5
O gréfico de g tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo, —eE] e tem a concavidade

5
voltada para cima em [—eE, 0[

g (_e%) ) In <— (—&)) —1 ) 5_

—e

N

2e2
5
<—e5, —%) sao as coordenadas do ponto de inflexdo do gréfico de g.

2ez

10.
10.1. Opcao (A)
f é continua em x = 0 se e s6 se existir }Ci_r}g f(x),, ou seja, se e so se:
Jim £(x) = lim f(x) = £(0)
xli_)rr(}_(Zsen(x) cos(x)) =2sen0cos0 =0 = f(0)

0
sen (3x? @) sen (3x?
111‘% % + k g 111’% ﬁ + k=
X207\ cos? (5 —x =0
2

s sen (3x2) 3x2 _

- xll»n(}— ( 3x2 X senz(x)) th=

o sen (3x2) x x _
- xlgr(}— ( 3x2 X sen(x) X sen(x) X 3) th=
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sen (3x2) 1 1

N 3leiglo+ 3x2 li_ 20000 iy sen0 % 3tk=
x50~ x  xs0- «x
=1x1x1x3+k=
=3+k
Como 3+ k =0 < k = —3, conclui-se que o valor de k para o qual f é continuaem x =0
é -3.
10.2. Em ]O, rt[: f(x) = 2senx cos x = sen(2x)
f'(x) = 2cos(2x)
f"(x) = —4sen(2x)
f"(x) =0 —4sen(2x) = 0 © sen(2x) =0
©2x=knk€ZL
S x = kz—n,k S/
Em]0,n[: x = g
x 0 g T
Sinal de "' n.d. - 0 + n.d
Variagao de f’ n.d. — min. 7 n.d.

Calculo auxiliar

f' (g) = 2cos (2 X g) = 2cosTt = —2

—2 é o minimo da fungao f' no intervalo considerado; portanto, —2 é o declive da reta r.
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