TESTE N.2 4 — Proposta de resolucao

Caderno 1
1. Opcao (B)
O termo geral deste desenvolvimento é da forma:
senay ¥
*C, (2xcosa)*=* x (— " ) = *C, x 2%7F x x* 7% x (cosa)* ¢ x (—=1)* x (sena)* x x 7k =

= *C, x2*7F x (=1)F x x*72¥ x (cosa)** x (sena)* =
A expressdo *C), x 2*7% x (=1)k x x*72k x (cosa)* ¥ x (sena)* ndo depende da variavel x se e
s6se4—-2k=0ek=2.
O termo independente de x é, portanto:
*C, x 2472 x (=1)% X (cosa)? x (sena)? = 6 X 4 X cos?a X sen®a =
= 6 X (2senacosa)? =

= 6sen?(2a)
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3. Opcao (A)
A(2cosq, 2sena)), com 2cosa < 0 e 2sena > 0

OC+AB

Alocga) = = X ordenada de A
« 0C=2
e AB =2 X |2cosa| = —4cosa

» Ordenada de 4 = 2sena

Logo:

_ 2—4cosa

A[OCBA] = X Zsena =

= (1 — 2cosa) X 2sena =
= 2sena — 2 X 2senacosa =

= 2sena — 2sen(2a)

41.d(t) =5 <%cos Gt) + \/Z—gsen Gt)) =
=5 (cos (g) cos G t) + sen G) sen G t)) =
= 5cos Gt —g) =
= SCOSGt —g+ 21'[) =
= 5cos Gt + 5?“)
Como d(t) = 5cos Gt +5?“) e 5>0, %> 0 e 5?“ € [0,2n[, entdo d(t) é um oscilador

harmonico.

2T

. s . Lo ~ . ;o 1 A
A amplitude € igual a 5, o periodo € igual a = = 8, a frequéncia ¢ igual a ;€0 angulo de
4
;. 5T
fase é igual a 5

4.2. Sabemosque b—a=8< b =a+ 8 e 8¢ o periodo de d, logo d(a) = d(b).
Tal como a figura abaixo ilustra, para qualquer posicdo do ponto A, a altura do tridangulo

[0AB] relativa a base [AB] é dada, em funcdo da abcissa a do ponto A, por d(a).
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’ AA Teste N.? 4 de Matematica A_12.° Ano Expoente’® | Daniela Raposo e Luzia Gomes

y




Entdo, a area do tridngulo [0AB] € dada por:

AB x d(a)
—————=4xd(a)

2
Daqui vem:
4><d(a)=9<:)d(a)=z,com0<a<n
Na figura estao representados o grafico de fungao definida por y = d(x) e a reta de equacao
y = z, bem como o ponto de intersecao destas duas linhas no intervalo ]0, m[:

A
y

—

ol »lv

A abcissa do ponto 4, para o qual a area do tridngulo [0AB] € 9 é, aproximadamente, 2,74.

5. Opcao (D)
e*+cos(2018x)+f(x) _
—2x -

S — l X limx_)—oo (e_ + COS(2018x) + @) = 2
2 X X X

lim,_,_ 2

o lim &+ lim <SCU80 4 iy SO _ _y

Xx—>—o00 X X——00 X xXxX—>—00 X
&=+ lim (cos(2018x) x ) + lim [ = —4
—o0 X——00 X xXx—>—o0o X

& 0+0+ lim %") = —4, pois —1 < cos(2018x) < 1,vx € Re lim = = 0.

X——00 X—>—00 X
. X
o lim 2= _4
X—>—0o X

Logo, se o grafico de f admitir assintota ndo vertical, o seu declive é igual a —4.

P(t+1) _ 1500e%30+D)
P(t) ~  1500e%3t

6.1.

. eO,3t‘+O,3 _

—eost
— @03t+03-03t —
= 03

~ 1,35
Observe-se que P(t + 1) = 1,35P(t), ou seja, P(t + 1) = P(t) + 0,35P(t), o que significa
gue a cada dia que passa 0 numero de individuos desta coldnia esta a crescer a taxa de,

aproximadamente, 35%.
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6.2. f(—=1) = 1500e & P(—1 + k) = 1500e
& 1500e%3C1+K) = 1500¢

o 0314k — ,

©03(-1+k) =1

10

©-1+k=—

3

o k=—

Caderno 2

7.

y

Opcéo (D)

A proposicao (1) é falsa:

Como uyg1g = €0s(2018m) = 1,uy019 = c0s(20191) = —1 € uyp,o = cos(2020m) = 1, a sucessao

(u,) na@o é mondtona.

A proposigao (ll) é verdadeira:

* sen <2018, u; <u, < Uy, isto €, 2 <u, < 2018;

e sen=>2018,-1<u, <1.

Assim, -1 < u, < 2018,vn € N.

8.1. limf(x) >0
x—0"

lim (sen(ex) _ kz)

x—0— \ x3+3x

> -7 < lim

sen(6x) _ k2 > _7
x50~ x(x2+43)
. 6. . 1
& lim 22 o Jim — — k%> -7
x—0" x x—-0~ xX4“+3

& lim (%f”x6)x¢3—k2>—7

6x—0~ 02+

. sen
o 6x limEY
y-0 Y

xz—k?> =7

limite notavel
©2x1-k?>-7
©9—-k2>0

Assim,9—k? >0 -3 <k <3.

Os valores reais de k pretendidos séo, entao, os valores

do intervalo ]—3,3].

8.2. EmM 0, +oof, f(x) = Y¥¥2

X

» Assintotas verticais

Calculo auxiliar
9—k?:=0ok’=9

© k=3Vvk=-3

Como f é continua em R*, a reta de equagédo x = 0 é a Unica candidata a assintota

vertical ao grafico de f.
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J}i_)r(l)rlJrf(x) = lim <M> = lim <ﬂ+ 2) =

x—0% X x—0t \ X

_ Vaxx X
=l E s g2 s
= lim 2——+2—

x—0% \/_+
=400 +2=
= 400

A reta de equagdo x = 0 é assintota vertical ao grafico de f e é Unica.

» Assintotas horizontais

Vx + 2x W
T = lim — 4+ 2=

xX—+00 xX—>+00 x>+ X

lim f(x) = lim <

= lim =4+2=—+2=
X—>+o0o VX + oo

=0+2=+2

A reta de equacao y = 2 € assintota horizontal ao grafico de f.

9. Pretende-se formar um codigo pin com quatro algarismos diferentes, escolhidos entre os
algarismos de 0 a 9, tal que o pin represente um namero maior que 2000.
A Joana resolveu o problema determinando o numero de codigos com quatro algarismos
diferentes que é possivel formar, e, a estes, subtraiu 0 numero de cédigos pin que iniciam com 0
e 0 nimero de codigos pin que iniciam com 1. Assim, °4, é o nimero de maneiras distintas de
escolher, ordenadamente, 4 algarismos diferentes dos 10 algarismos existentes, isto é, existem
104, pin’s com 4 algarismos diferentes. Por outro lado, 2 x °A; é o nimero de maneiras
diferentes de contabilizar todos os pins que, nas condicoes referidas, iniciam pelo algarismo 0 ou
1. Assim, 2 é 0 numero de opg¢des que existem para colocar na posi¢cao do primeiro algarismo e,
para cada uma destas opcdes, existem °4; maneiras distintas de escolher ordenadamente 3
algarismos distintos, dos 9 algarismos restantes. Portanto, o nimero de pins nas condicbes
referidas pode ser dado pela expressao'®4, —2 x %A, .
O Joéao pensou que, para o pin representar um namero maior que 2000, pode iniciar com 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 ou 9. Assim, existem 8 hipdteses para o primeiro algarismo do pin. Para cada uma
destas hipoteses, existem °C; maneiras de escolher 3 algarismos distintos, dos 9 algarismos
restantes, sendo que um ja foi utilizado. Para cada uma destas maneiras e por cada hip6tese
para o primeiro algarismo, existem 3! maneiras de permutar os trés ultimos algarismos. Assim,
8 x °C; x 3! é o nimero de maneiras de determinar o nimero de pins superiores a 2000 com 4

algarismos distintos.
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10.
(T
10.1.y=mx+b,ondem=g (E)

g )= (g +(1 - cosx)z)’ =
= %+ 2(1 —cosx) X (1 — cosx)' =

= %+ 2(1 — cosx) X senx

= () =221 -os3) xson ) -
+2x(1-0)x1=

Nl N

Como P (gg (g)) = GE + 1) pertence a reta, vem que:

Tt1=x24peob="4+1-Lcb=1-1
4 2 2 4 4
Assim, a equacao reduzida da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa g é

y=§x+1—1‘r.

10.2. g"'(x) = (% + 2senx(1 — cosx)) =

=0+ 2[(senx)’ X (1 — cosx) + senx(1 — cosx)'] =
= 2(cosx(1 — cosx) + senx X senx) =
= 2(cosx — cos?x + sen’x) =
= 2(cosx — cos(2x)) =
Determinagéo dos zeros de g'":
9"(x)=0
2(cosx — cos(2x)) = 0 & cosx = cos(2x)
S x=2x+2kn Vx=-2x+2knk€Z

© —x=2kn V3x=2knk€Z

o x =2k Vx=2an,k€Z

~ 2
Em ]—g,n[, os zeros de g'' sdo 0 e ?“

m 21 y1
X 5 0 )
Sinal de g"” n.d. + 0 + 0 — n.d.
Sentido das Pl
concavidades | n.d. V] g(0) U 2m N n.d.
do grafico de g 9 (?)
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)=o) () =2 -0) = >0

4 2
ge ]0,2?“[ eg" G =2 (cos G) — cos (27“)) =20—-(-1)=2>0

3—ne]z—n,n[eg”(3—n)=2<cos(%n)—cos(2x%n)>=2( ﬁ—0)=—\/§<0

4 T2
o . . 2 .
O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em ]—g?“] e a concavidade voltada

. 2 . ~ . 2
para baixo em [?“n[ apresenta um ponto de inflexdo de abcissa ?“

11. Opcao (C)
Sabe-se que a fungao f é crescente em |—oo,—1] e em [1, +o[ e € decrescente em [—1,1].
Sabe-se também que o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—,0] e a

concavidade voltada para cima em [0, + .

Assim:
X —00 -1 1 +0o0
Sinal de f' + 0 - 0 +
Variagéo de f —7 M —~— m —7

x —0 0 400
Sinal de "' - 0 +
Sentido das
concavidades n P.I. U
do gréfico de f

Como se pretende os valores de x tais que f'(x) x f''(x) < 0, vem que:
F')<0 A f"x)=0) V(f'(x)=0 A f'"(x) <0) = x€[0,1] U]—oo,—1]
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