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1. Prova por inducao matemaética a conhecida férmula S, = r% para a soma Sy dos primei-
ros k termos da progressao geométrica (r"),en de razao r # 1.

2. Tira partido do exercicio anterior para mostrares que a série geométrica y -, r™ de razao
r € R converge se e s6 se |r| < 1. E que no caso de convergéncia a soma da série é .
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3. Mostra que se as séries » >, an e Y -~ b, forem convergentes entdo também » > (cva,+
Bby) é convergente, onde « e 3 sdo dois quaisquer nimeros reais dados, verificando-se, além

disso, que
Z(aan + Bb,) = aZan + Ban.
n=1 n=1 n=1

4. Para cada uma das seguintes séries numéricas, determina a sucessao das somas parciais
associada, calcula alguns dos primeiros termos dessa sucessao e, se possivel, determina a
soma da série:
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5. Mostra que os termos de uma qualquer série convergente constituem uma sucessao que
converge sempre para zero.

6. O reciproco da afirmagao contida no exercicio anterior é falso, isto é, existem séries (até de
termos positivos) divergentes cujo termo geral converge para zero. O objetivo do presente
exercicio é mostrar que a série harmoénica, Y 7, %, ¢ um exemplo disso: designando por
Sox a soma parcial de ordem 2% dessa série, mostra que Sor > 1+ %, que diverge para +o0.

7. Dada uma qualquer série > > | a, e um qualquer m € N, mostra que tal série converge se
e s0 se o seu resto de ordem m converge e que, no caso de convergéncia,
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8. Designando por S o conjunto dos simbolos *cg, cicacs ... tais que cg € Ng e, Vn € N, ¢; €
{0,...,9}, associa a cada z € R(T o elemento +cg, c1cac3 . .. (que também convencionamos
poder escrever sem a indicagao de sinal) de S construido através da seguinte regra:

(i) co € o tnico elemento de Ny tal que ¢y < z < ¢p + 1;

(ii) Vn € N, ¢, é definido indutivamente como o tnico elemento de {0,...,9} tal que
n—1
107" <z =) ;1077 <, 107" 41077
j=0
E depois associa a cada x € R™ o simbolo —cg, cicacs . . ., onde ¢g, cicacs . .. é€ o simbolo que

se associou a —x. Mostra que esta associagao de +cg,cicocs... de S a x de R estabelece
uma aplicagdo r : R — S tal que z = £ 2 1¢,107" (com o sinal escolhido de acordo
com o sinal de z). Em particular, tal aplicagdo ¢é injetiva (verifical) e portanto R pode
ser representado por elementos de S sem qualquer ambiguidade (o que é que a injetividade
tem a ver com isto?). Como deves estar a reconhecer, trata-se da conhecida representag¢do
decimal dos nimeros reais.



