Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro

ANALISE MATEMATICA I Folha 18 2011/12

1. Sejam |a, b[ um intervalo de niimeros reais (podendo a ser —oo ou b ser +0) e f : Ja,b[— R
uma funcao integravel em qualquer intervalo limitado e fechado contido em |a, b]. Mostra
que se para algum c € Ja, b[ os integrais (eventualmente impréprios)

/acf(ac)d:c e /cbf(x)dx

existirem entao também existem para qualquer outra escolha de ¢ € ]a, b[. Mostra também

que o valor da soma
c b
/ f(z)dx + / f(z)dx

é independente de tais escolhas de ¢, o que justifica designar-se esse valor por fab f(z)dx
mesmo quando f nao é integravel (& Riemann) em [a, b] (ver também a questao de compre-
ensao 2 da meta 18).

2. Verifica se os seguintes integrais improprios convergem e, em caso de convergéncia, indica
o seu valor numérico.
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3. Considera o integral indefinido F(z) := [ ﬁ dt, x €]0,1[.

(a) Mostra que F' é uma fungao crescente e que

z 1
F(x)g/o =t Ve elo1]

(b) Conclui, com a ajuda da alinea anterior e do exercicio 2.(d) acima, que o integral
impréprio fol \/1%7 dt é convergente.

Informacao: Do ponto de vista da questao 8 da meta 17, é o resultado acima que permite
dar um sentido a arcsin em 1 e definir, naturalmente, m por

1
1
m:=2arcsinl := 2/ — dt.
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4. Usa o critério do integral para provares que qualquer série de Dirichlet > >, n% com o > 1

é convergente.

Nota: Embora o critério do integral também permita provar a divergéncia das séries de
Dirichlet quando a € ]0,1], na verdade esta é uma conclusdo que sai também facilmente
por comparacao com a série harmonica, a qual provamos, no exercicio 6 da Folha 4, ser
divergente (observa, por outro lado, que a divergéncia no caso de @ < 0 é uma simples
consequéncia do facto de o termo geral da série entdo nao convergir para 0).

5. Determina os valores de s € R para os quais a série

o

1
nz:; n(Inn)s

é convergente.



