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1. Seja f : [a,b] — R, com a < b, uma fungao que assume sempre um mesmo valor constante
ceR.
(a) Mostra, usando a defini¢ao, que f é integravel e que f; f@x)de =c(b—a).
(b) Exprime a drea da superficie delimitada pela retas y =0, y = ¢, xt =a e x = b em

termos do integral de f.

2. Seja f : [a,b] = R, com a < b, uma func¢do que assume sempre um mesmo valor constante
¢ € R em |a, b[ mas que pode assumir outros valores em a ou em b.

(a) Mostra que f é integrével e que fab f(z)dx =c(b—a).

(b) Supoe que os valores de f sao todos positivos e exprime a &rea da superficie acima do
eixo dos xzx e abaixo do gréfico de f e delimitada pelas retas * = a e z = b em termos
do integral de f.

3. Sejam P := {zo,x1,...,%n_1,Tn} uma particdo de um intervalo [a,b], com a < b, e
C1y...,¢n € R. Defina-se f : [a,b] — R por f(a) =c1, f(b) = cn, f(x) =¢ se x € |zi—1, 2],
i=1,...,n,e f(x;) igual a ¢; ou a ¢;41, 2 = 1,...,n — 1. Uma tal funcao designa-se por

funcdo em escada. Mostra que f é integravel e que
b n
/ f(z)dz = Zci (z; — xi-1).
a i=1

4. Mostra que a funcao f definida por f(z) = 0sex € Qe f(z) = 1sex € R\ Q nao é
integravel em nenhum intervalo [a,b] com a < b.

5. Sejam f uma fungdo mondtona em [a, b], com a < b, e, paracadan € N, P,, := {xg,x1,...,Zn}
a particao de [a,b] formada por pontos em progressao aritmética. Mostra que Vn €
N, S(f,Pn) — S(f, Pn) = |f(b) — f(a)|b*Ta e conclui que f é integravel.

6. Estuda quanto a integrabilidade, nos respectivos dominios, as seguintes fungoes:

=2, wel-1,2\ {0} boOsesd
flay=4 © g(x) =
1, =0 3, l<z=3
nz, 0<z<l1 tan x, r €0, 5]
h(.’E): ™
0, =0 i(r) =42, r=73
sinx + cos(2x), xz€|Z,w
e, z€[1,5]\ Z (22) 5.

x, x#1
7. Seja g(x) = . Mostra que g ¢ integréavel em [—1,2] e calcula ffl g(z)dz com
2, x=1
base na interpretagao geométrica do integral.



8. Sejam f,g : [a,b] = R, com a < b, duas fungoes integraveis.

(a) Considera um qualquer £ > 0 e mostra que da hipdtese acima sai a existéncia de
01,92 > 0 tais que V particao P := {zg,...,z,} de [a,b] com amplitude A(P) < 1, 02,
V¢ = (&1,...,&,) compativel com P,

st~ [rwar<§ A [sro- [ owa] <

(b) Conclui que f + g é integravel (em [a,b]) e que

[ 1w+ owae= [ s@as [ gwa

9. Sejam f : [a,b] — R, com a < b, uma funcao integravel e ¢ € R. Tira ideias da estrutura do
exercicio anterior e mostra que a fungao ¢ f também é integravel (em [a, b]) e que

/abcf(x)dx:c/abf(:c)dx.

Informagao: As propriedades expressas nestes dois ultimos exercicios designam-se, em con-
junto, por linearidade do integral.

10. Seja f : [a,b] — R, com a < b, uma funcao integravel nao negativa. Mostra que
b b
/ f(z)de = / f(z)dx > 0.
a Ja_

11. Sejam f, g : [a,b] — R, com a < b, duas fungoes integréveis tais que f(z) < g(x), Vz € [a, b].
Tira partido dos resultados dos trés exercicios anteriores e mostra que

[ @ s [ o

Informacao: A propriedade expressa neste ultimo exercicio é por vezes referida como a
monotonicidade do integral.

12. Convencionando que qualquer funcao definida pelo menos no ponto a € R é integravel no in-
tervalo degenerado [a, al, e que faa f(x)dx =0, e convencionando também que fba f(x)dx =
— f; f(z) dx para qualquer funcao integravel em [a, b], mostra que é possivel estender a pro-
priedade da aditividade do integral (relativamente ao intervalo de integracao) da seguinte
maneira;

Se f € integrdvel em dois dos intervalos formados pelos pontos a,b,c, entdo também é
integravel no terceiro intervalo e tem-se, além disso, que

/acf(a:)dx:/abf(a:)dx+/bcf(a:)da:.



