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1. Seja f : [a, b] → R, com a < b, uma função que assume sempre um mesmo valor constante
c ∈ R.

(a) Mostra, usando a definição, que f é integrável e que
∫ b
a f(x) dx = c (b− a).

(b) Exprime a área da superf́ıcie delimitada pela retas y = 0, y = c, x = a e x = b em
termos do integral de f .

2. Seja f : [a, b] → R, com a < b, uma função que assume sempre um mesmo valor constante
c ∈ R em ]a, b[ mas que pode assumir outros valores em a ou em b.

(a) Mostra que f é integrável e que
∫ b
a f(x) dx = c (b− a).

(b) Supõe que os valores de f são todos positivos e exprime a área da superf́ıcie acima do
eixo dos xx e abaixo do gráfico de f e delimitada pelas retas x = a e x = b em termos
do integral de f .

3. Sejam P := {x0, x1, . . . , xn−1, xn} uma partição de um intervalo [a, b], com a < b, e
c1, . . . , cn ∈ R. Defina-se f : [a, b]→ R por f(a) = c1, f(b) = cn, f(x) = ci se x ∈ ]xi−1, xi[,
i = 1, . . . , n, e f(xi) igual a ci ou a ci+1, i = 1, . . . , n − 1. Uma tal função designa-se por
função em escada. Mostra que f é integrável e que∫ b

a
f(x) dx =

n∑
i=1

ci (xi − xi−1).

4. Mostra que a função f definida por f(x) = 0 se x ∈ Q e f(x) = 1 se x ∈ R \ Q não é
integrável em nenhum intervalo [a, b] com a < b.

5. Sejam f uma função monótona em [a, b], com a < b, e, para cada n ∈ N, Pn := {x0, x1, . . . , xn}
a partição de [a, b] formada por pontos em progressão aritmética. Mostra que ∀n ∈
N, S(f, Pn)− S(f, Pn) = |f(b)− f(a)| b−an e conclui que f é integrável.

6. Estuda quanto à integrabilidade, nos respectivos domı́nios, as seguintes funções:

f(x) =


sinx

x
, x ∈ [−1, 2] \ {0}

1, x = 0

h(x) =

lnx, 0 < x ≤ 1

0, x = 0

j(x) =

e
x, x ∈ [1, 5] \ Z

x3 + lnx, x ∈ [1, 5] ∩ Z

g(x) =

1, 0 ≤ x < 1

3, 1 ≤ x ≤ 3

i(x) =


tanx, x ∈ [0, π2 [

2, x = π
2

sinx+ cos(2x), x ∈]π2 , π]

7. Seja g(x) =

x, x 6= 1

2, x = 1
. Mostra que g é integrável em [−1, 2] e calcula

∫ 2
−1 g(x) dx com

base na interpretação geométrica do integral.



8. Sejam f, g : [a, b]→ R, com a < b, duas funções integráveis.

(a) Considera um qualquer ε > 0 e mostra que da hipótese acima sai a existência de
δ1, δ2 > 0 tais que ∀ partição P := {x0, . . . , xn} de [a, b] com amplitude ∆(P ) < δ1, δ2,
∀ξ := (ξ1, . . . , ξn) compat́ıvel com P ,∣∣∣S(f, P, ξ)−

∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣ < ε

2
∧

∣∣∣S(g, P, ξ)−
∫ b

a
g(x) dx

∣∣∣ < ε

2
.

(b) Conclui que f + g é integrável (em [a, b]) e que∫ b

a
f(x) + g(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ b

a
g(x) dx.

9. Sejam f : [a, b]→ R, com a < b, uma função integrável e c ∈ R. Tira ideias da estrutura do
exerćıcio anterior e mostra que a função c f também é integrável (em [a, b]) e que∫ b

a
c f(x) dx = c

∫ b

a
f(x) dx.

Informação: As propriedades expressas nestes dois últimos exerćıcios designam-se, em con-
junto, por linearidade do integral.

10. Seja f : [a, b]→ R, com a < b, uma função integrável não negativa. Mostra que∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx ≥ 0.

11. Sejam f, g : [a, b]→ R, com a < b, duas funções integráveis tais que f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ [a, b].
Tira partido dos resultados dos três exerćıcios anteriores e mostra que∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

Informação: A propriedade expressa neste último exerćıcio é por vezes referida como a
monotonicidade do integral.

12. Convencionando que qualquer função definida pelo menos no ponto a ∈ R é integrável no in-
tervalo degenerado [a, a], e que

∫ a
a f(x) dx = 0, e convencionando também que

∫ a
b f(x) dx =

−
∫ b
a f(x) dx para qualquer função integrável em [a, b], mostra que é posśıvel estender a pro-

priedade da aditividade do integral (relativamente ao intervalo de integração) da seguinte
maneira:

Se f é integrável em dois dos intervalos formados pelos pontos a, b, c, então também é
integrável no terceiro intervalo e tem-se, além disso, que∫ c

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx+

∫ c

b
f(x) dx.


