Teste de Matematica A

2017 /2018
Teste N.2 4
Matematica A
Duracéo do Teste (Caderno 1+ Caderno 2): 90 minutos
11.2 Ano de Escolaridade
Nome do aluno: N.2: Turma:

Este teste é constituido por dois cadernos:

e (Caderno 1 —com recurso a calculadora;

e (Caderno 2 — sem recurso a calculadora.
Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta.
Nao é permitido o uso de corretor. Em caso de engano, deve riscar de forma inequivoca
aquilo que pretende que nao seja classificado.
Escreva de forma legivel a numeracao dos itens, bem como as respetivas respostas. As
respostas ilegiveis ou que ndo possam ser claramente identificadas séo classificadas com
zero pontos.
Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a
um mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.

As cotagbes encontram-se no final do enunciado da prova.

Para responder aos itens de escolha multipla, ndo apresente calculos nem justificacées e

escreva, na folha de respostas:

e 0 numero do item;

e aletra que identifica a Unica opgéo escolhida.

Na resposta aos itens de resposta aberta, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e

todas as justificacdes necessarias.

Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1: 45 MINUTOS
E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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1. Seja f uma funcao periddica de periodo .
Qual das seguintes expressdes pode definir a fungéo f?
(A) sen x
(B)tg ()
(C) cos (2x)

(D) arcsen x

2. Na figura esté representada, num referencial o0.n. Oxy, a circunferéncia de centro na origem e raio 2.
Sabe-se que:
e 0 ponto A estd no segundo quadrante e pertence a circunferéncia;
e 0 ponto B pertence a circunferéncia e é tal que o segmento de reta [AB] é paralelo ao eixo
Oy;
e 0 ponto C tem coordenadas (2,0);

e o é a amplitude, em radianos, do angulo COA, com a € ET[[

A
¥

\(1

R /

2.1. Mostre que a area da regiao a sombreado é dada por:
f(a) = 2a — m— 4 sen(a)cos(a)

2.2. Determine, recorrendo a calculadora gréfica, o valor de a para o qual a area da regido a
sombreado € maxima.
Reproduza, num referencial, o grafico da fungcéo que visualizar na calculadora e que permite
resolver o problema.

Apresente o valor de a arredondado as milésimas.

3. Considere, num referencial 0.n. Oxy, dois pontos distintos A e B.
Seja S o conjunto dos pontos P do plano que verificam a condigdo AP - 4B = 0.
Qual das seguintes afirmacdes € verdadeira?
(A) O conjunto S é a circunferéncia de diametro [AB].
(B) O conjunto S é a mediatriz do segmento de reta [AB].
(C) O conjunto S é a reta tangente a circunferéncia de diametro [AB] em B.

(D) O conjunto S é a reta perpendicular a reta AB em A.
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4. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, o ponto A(—1,0,2) e o plano a de equagéo 3x —y + 2z = 4.

4.1. Escreva uma equacgao de um plano que passa no ponto A e é perpendicular ao plano a.

4.2. Escreva a equacao reduzida da superficie esférica de centro A tangente ao plano a.

3n+2
n+4’

5. Considere a sucessao (u,,) definida por u,, =

Qual das seguintes afirmagbes é verdadeira?
(A) 3 € maximo do conjunto de termos da sucessao (u,,).
(B) 1 é minimo do conjunto de termos da sucessao (u,,).

(C) o conjunto de termos da sucessao (u,) € majorado mas ndo minorado.
(D) o conjunto de termos da sucessao (u,) € minorado mas nao majorado.

6. Considere a sucessao (v,,) que verifica vn € IN,v,,1 =5 + v,,.

Sabe-se que a soma dos n primeiros termos desta sucessao € igual a 1085 e que o seu décimo

termo é igual a 5.

Determine, por processos analiticos, o valor de n.

FIM DO CADERNO 1

COTACOES (Caderno 1)

Item

Cotacao (em pontos)

1. 2.1. 2.2, 3. 4.1. 4.2. 5.

8 15 15 8 15 20 8

15

104
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CADERNO 2: 45 MINUTOS
NAO E PERMITIDO O USO DA CALCULADORA.
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7. Considere num referencial o.n. Oxy:
e uma reta r de inclinagdo 150°;

e uma reta s de inclinagao «;
. . . ;. 2
Sabe-se que o quociente entre o declive da reta r e o declive da reta s € igual a -3

O valor de sen®a é:

(A) 7 (B) 2 ©) = (D) 2

8. Considere, num referencial 0.n. Oxyz, o plano « definido por:
(x,y,z) =(1,1,-1) + k,(2,1,2) + k,(—1,0,1), kq, k, ER
Seja B um plano paralelo a a.
Qual das condi¢des seguintes pode ser uma equagéao do plano ?
(A)2x+y+2z=-1
(B)—x+z=4
C)x—4y+z=2
D)yx+y—z=1

9. Considere o quadrado [ABCD] e as suas diagonais [AC] e [BD], cujo comprimento é igual a 4
unidades de comprimento.

Considere também a espiral de vértices A = A,, A;, 4,, A3, ... coOmo na figura e que distam do

. 11
ponto O, centro do quadrado, respetivamente, 2, L35
D C
A, A,
A, OAs
A
A=A, B

Seja C,, 0 comprimento da espiral Ap4; ... A,.
9.1. Determine o valor de Cs.

9.2. Mostre que o comprimento da espiral C,, pode ser definido por 2v5 — /5 x 217",

9.3. Suponhamos que continuamos indefinidamente a espiral.

Determine o seu comprimento total.
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10. Seja (a,) a sucessdo de numeros reais definida por:
a1 = _1
2a,

a =— n€EN
n+1 2—3a,

2
1-3n’

10.1. Mostre, por indugéo, que vn € N, a,, =

10.2. Calcule lim (g, x “=01=1),

2

FIM DO CADERNO 2

COTACOES (Caderno 2)

Item

Cotacao (em pontos)
7. 8. 9.1. 9.2 9.3. 10.1. 10.2.
8 8 15 15 15 20 15 96
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TESTE N.2 4 — Proposta de resolucao

Caderno 1
1. Opcao (C)
cos(Z(x + 11)) = cos(2x + 2m) = cos(2x),Vx € R
Note-se que nenhuma das outras fungdes definidas nas restantes opg¢des admite periodo m:

sen (x +m) = —senx,Vx € R

1 _ X i _sen(£+E)_ COS(E) _ 1 . _1-[
tg (E(X_HT)) =tg (E+E) = cosé+§) = _Sen&)— —tg(g),VxE ]R{\{x.x =S +km, k€ Z}

A fungéao definida por x ~ arcsen x nao é periédica, pois 0 seu dominio € um conjunto limitado.

2.
2.1. Sabe-se que:
A(2cosa, 2sena), com 2cosa < 0 e 2sena > 0
B(2cosa, —2sena)
A area a sombreado é igual a soma da area do triangulo [0AB] com a area do setor circular de
amplitude o — .
A B AB X |abcissa de A| _4sena X (—2cosa)
[0AB] = 2 = 2 =
= —4senacosa
amplitude area
Asetor circular = (O( - g) X2=2a—m 21 4m
Logo: a-— g x
f(a) = 2a — ™ — 4senacosa, COMO Se queria demonstrar.
2.2. Recorrendo as capacidades gréficas da calculadora e a uma janela de visualizagao adequada,
obtém-se:
N
V1 = 200 — T — 4senacosa, > <a<Tm
yA
Seja P(a, b) o ponto de ordenada maxima.
a= 2,618
(0] ,\‘=
3. Opcao (D)
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4.
4.1. Sabe-se que 7,(3,—1,2) é um vetor normal ao plano a.
Procura-se um vetor (a, b, ¢) tal que:
(a,b,c).(3,-1,2) =0, isto é:
3a—b+2c=0<=3a+2c=0b
Assim,sea=1ec=1,entdo b =5.
O vetor de coordenadas (1,5,1) é um vetor perpendicular ao vetor 7,. Assim, um plano
perpendicular a a que contém o ponto A pode ser definido por:
1x+1D)+5@-0)+1z-2)=0x+1+5y+2z—-2=0
©x+5+z—-1=0

4.2. Considere-se a reta perpendicular ao plano o que contém o ponto A e uma sua equagao vetorial:
(x,y,2z) =(-102)+k(3,-1,2),keR
Entdo, (—1 + 3k, —k,2 + 2k),com k € R sao as coordenadas de um ponto genérico dessa reta.
Determine-se as coordenadas do ponto T, ponto de intersecao dessa reta com o plano a:
3(-14+3k)—(-k)+2Q2+2k)=4 -3+9% +k+4+4k=4
< 14k =3

3
Sk=—
14

Logo, T (—1 +2,-22+4 1‘;4) isto &, T (—% —%%)

5 3 34\ . ;. 7 . ,
T (— vl ﬁ’ﬁ) € o ponto onde a superficie esférica é tangente ao plano a.

Logo:
r= T = (-2 1)+ (-2) + (2-2)° -

81 9 9
196 196 49

Assim, (x + 1)2 +y2+ (z—-2)% = % € a equacao reduzida da superficie esférica pedida.

5. Opcao (B)

-10
3n+2 n+4 U, = 3+m
—-3n-12 3

—10
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Por um lado:
n=1,vneN
n+4>=>5vneN

20 <2 vneN
n+4

2<--= vwvneN
n+4
~10
1<3+——,vneN
n+4

10 . 10
Por outro lado, 3 —— < 3,¥n € N, pois — > 0,vn € N.
n+4 n+4
Provou-se assimque 1 < u, < 3,vn € N.
Concluimos que 1 é o minimo do conjunto de termos da sucessao (u,), 3 ndo é maximo do

conjunto de termos da sucessao (u,), pois 3 nao é termo da sucessao e o conjunto de termos da

sucessao (u,) é minorado e majorado.

6. (v,) € uma progressao aritmética de razao 5.
Entdo, v, = v, + (n — 10) X 5, isto é:
v, =5+4+5n-50 v, =5n—-45
Assim, v; =5 — 45 = —40 e tem-se que:
Vit q08s o 20T OIS q0ss
2 2
& (=85 +5n) xn = 2170
© 512 —-85n—2170=0
on?—17n—434=0

174,/172-4x(—434)
en=

2

on=-14 Vv n=31
Comon € N, entdo n = 31.

Caderno 2
7. Opcao (B)
V3
Sabe-se que m, = tg150° = —5 em; = tga.

Sabe-se, também, que:

_V , -8B V3
3 _-_Zz 3 — = —
e ;O T etgaetga =

3
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9.

1

2N — .

L+tgia = —, logo:

3 1 7 1
1+42=" ol
4 cos2a 4 cosZa

2 4
© cos’a =
sen’?a = 1 — cos?a, logo:

4 3
sen®a =1 —-e sen2a=;

. Opcéo (C)

Como a e B sao paralelos, entdo os vetores normais a a € § sao colineares.
Comece-se por determinar um vetor normal a a.
Seja 74(a, b,c) é um vetor normal a a:

{ (a,b,0).(212) =0 {Za +b+2c=0
(a,b,c).(-1,0,1) =0 —a+c=0
e{ a=c¢

@{26+b+2C=0
a=c

Os vetores de coordenadas do tipo (¢, —4c, ¢), com ¢ € R sdo normais ao plano a.

Se ¢ = 1, por exemplo, 7i(1, —4,1).

Assim, o plano definido por x — 4y + z = 2 é (estritamente) paralelo a « ou coincidente.

Vamos averiguar se o ponto de coordenadas (1,1, —1) pertence ao plano definido por x — 4y + z = 2:
1-4—-1=2¢& —4 =2, gue é uma proposigao falsa, logo o ponto de coordenadas (1,1,—1) nao
pertence ao plano definido por x — 4y + z = 2.

O plano B pode ser definido por esta condigao.

Nas restantes opcoes as equacgdes apresentadas definem planos nao paralelos a a.

9.1. C3 = AOAl + AlAZ + A2A3 =

y

VT [+ () 4 (@) Q) =

2 4
V5 V5

_ 7

T4

A
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9.2. Seja (a,) a sucessao cujos termos sao os comprimentos AyA;, A1A,, AAs, ..., Ap_14,, ..

an = An-14n

a1=\/§;a2=§;a3=\/r§;...

, ~ s4e . . . ~ 1
(a,,) é uma progressdo geométrica de primeiro termo igual a V5 e razéo >

Assim, C, representa a soma de n termos de uma progressao geométrica:

1
=3
_ it
=2V5(1-2"") =
=2v5—-/5x 21"

9.3.lim C, = lim(2V5 — V5 x 2'7") =

= lim (2v5 - 222 =

=245 — ‘/E:OZ =
=2/5-0=
=215
10.
10.1. P(n):a, = 1_23n

(i) P(1) é verdadeira:

a == -1 :_iz@ —1 = -1, 0 que é verdade.

1-3

(ii) vn € N,P(n) > P(n + 1) é verdadeira:

P(n):a, = 2 (hipétese de inducao)

1-3n

P(n+ 1):an+1 :Tn‘*'l)

2a, 2X

an+1 = 734

il

4 4
— _1-3n _ _1-3n _
- ,__6 — 2-6n-6
1-3n 1-3n
4 2
—4-6n —-2-3n
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_ 2
1-3(n+1)

Por (i) e (ii), pelo principio de indugdo matematica, provou-se que Vn € N, a,, = ﬁ € uma

proposicao verdadeira.

10.2. lim (@, x V20 = Jim (2 x E00ET)

. n—(4n-1)

= lim (1-3n)(vVn+/4n-1) =

-3n+1

= lim (1-3n)(Vnivan-1)

. 1 _
= lim Vn+van—-1
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