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Torcao de Barras Prismaticas

Neste capitulo considera-se a tor¢do de barras prismdticas para deformagOes infinitesimais e

materiais lineares eldsticos homogéneos e isotrépicos.

1 - Torg¢ao de barras prismaéticas a partir de hipéteses cinematicas.

Seja a barra prismatica de secc¢do constante Q representada na figura 1, com eixo x3 alinhado com

a geratriz da barra, e eixos x| e xo passando pelo centro de rotagdo das secgoes.

4 Xy

Fig. 3.1 - Barra prismatica de secgao €2

Admite-se que a barra torce apenas segundo o €ixo X3 ,i.e., s6 existe momento torsor aplicado
segundo este eixo, M, ndo existe qualquer outro tipo de carregamento nas superficies laterais, ndo
existem forgas volimicas aplicadas, nem forgas normais nos topos da barra prismética. Assim,

considera-se o seguinte campo de deslocamentos:

u,=-0x,; x,
u,= 0 x; x,

u,= 0¢(x,,x,) (1)

onde @€ o angulo de rotagdo por unidade de comprimento, e @x;,x2) € a funcdo de empeno da

seccio. Esta func¢do ¢ traduz apenas o facto de que a secgdo da barra pode empenar, i.e., pode ter
deslocamentos fora do plano x; x».
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O tensor das extensdes infinitesimais associado a este campo de deslocamentos € dado por:

-

(_. 99
0 0 2( x2+axJ
[]=| o 0 9, .92 @)
v 217 ox,
6 . ,9¢) 6[ ,9¢
_2( x2+ax,j 2(x1+8x2) 0 |

Exercicio 1: Mostre que para extensdes infinitesimais, (6 x3) corresponde a uma rotacio de corpo

rigido em torno do eixo x3 (Sugestdo: utilizar o tensor das rotacOes infinitesimais e o vector polar
associado).

O campo de tensdes associado a este campo de extensOes, para materiais lineares elésticos
isotrépicos, com constantes eldsticas A e G, € obtido através da lei de Hooke:

0 0 G9(—x2+a—¢]
ox,
[0,]= 0 0 Ge(x, +a—¢] 3)
X2
422 99
cof-ae2t) o) 0

Para satisfazer as equacOes de equilibrio estético

9% 4 £ -0 o
dx,

J

que na auséncia de forcas volimicas f se reduzem a:

G9(82—¢+82—¢J=0 em £2

2 2
ox; ox,

ou equivalentemente,

Ap=0 em 2 (5)
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2 2
onde 4 € o operador laplaciano a duas dimensdes( i.e., 4= —a—2+ 8_2 )
dx, ox,

Exercicio 2 - Mostre que as equagdes de equilibrio (4) se reduzem a (5).

As condicGes de fronteira na superficie lateral da barra prismaética sdo por hipdtese nulas, i.e.,

T=0oT =0, =0 (©6)

v

onde n € a normal unitéria a superficie lateral, como mostra a figura 2, e ¢ € o tensor das tensdes.

Figura 3.2 - Seccéo da barra

Obtém-se entdo:

0 0 GH(—x2+a—¢J ,
ox,
3 n, 0 0
0 0 Gﬁ(x,+a—¢J n, o =GO+ 0 t=20¢(7)
E 0 é)Q—xn +x,n 0
GB(—x2+%j G0(x,+—a—2J 0 on TN
i ox, ox, |
onde %=%n1+a—¢n2 € n,=cosq, n,=sinx
on ox, ox,

Assim, um problema de tor¢do de barras prismaticas passa pela resoluciio do seguinte problema
apenas na sec¢do da barra £2com fronteira /'

Determinar a fung¢do de empeno ¢, tal que:

Ap=0 em {2
d¢ (8)

Fo XN, = X,n, em I’

Nota 1: A funcio ¢ depende apenas da geometria da secgio.
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Nota 2: A fungdo ¢ que satisfaz (8) garante que as equagdes de equilibrio (4) sdo satisfeitas bem

como as condi¢des de fronteira na superficie lateral da barra.

Uma vez resolvido o problema (8) € entdo possivel caracterizar completamente o estado de
tensdo. Contudo surge a seguinte questdo: Existe alguma relagdo entre a funcdo ¢ e o momento
torsor aplicado? E se existe qual € essa relagdo?

Para responder a estas questdes, note que, até este momento, s6 se considerou o que se passava no
interior da barra e na sua superficie lateral. Vamos entdo analisar o que se passa nas sec¢des dos
topos. Nestas sec¢des a normal exterior € n= + e3 e, consequentemente, 0 vector tensdo nessas

superficies € dado por:

[ ¢
GH[—xz 3 J

X
[T)== G&(x, +a_¢j > ©)
ox,
0

\

Como se pode constatar, ndo existem tensdes normais a sec¢io, consequentemente ndo existem
nem esfor¢os normais nem momentos flectores aplicados nessa sec¢do, mas apenas um momento

torsor dado por:

M, = IQ(—O'Hx2+O'23x,)d.Q

t

substituindo (9) na expressao anterior obtém-se,

M,=GD@ (10)

onde D € chamada de rigidez torsional da sec¢do, dada por:

D= (x+x) dg+j( aaf )d.(z I+ J‘Q(—gxz 9 ]d (11)

onde I,= L (2 +x; })d£2 ¢ o momento polar da secgdio.

Exercicio 3 - Mostre a partir de (9) como obter a expressdo (11) para a rigidez torsional da
secgao.
Exercicio 4 - Mostre ainda que as seguintes expressdes para D sdo equivalentes a (11):
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(12)

D=11,—jr(¢¥ FZI"_L[@_E) +[§7¢j }d.@

Que conclusdo pode retirar acerca do valor méximo possivel da constante de rigidez?

Note-se que a constante de rigidez D € s fungdo da geometria da sec¢do e € independente do
momento torsor aplicado. O parametro que vai depender do momento torsor M; € o angulo de

tor¢do por unidade de comprimento 6, i.e., dado um momento torsor aplicado M;, tem-se

. (13)

Assim, para podermos calcular o estado de tens@o numa barra prismaética sujeita a um momento
torsor M;, € necessdrio: primeiro, resolver o problema (8) de modo a determinar a fungdo de

empeno ¢, segundo calcular a rigidez torsional da seccdo, D. Obtém-se entdo o seguinte estado de

tensao

M, (  d¢
0 0 ?( X, + axl j
M d
[0,]= 0 0 F’[x, +aT¢] (14)
2
M, —X, +a—¢ M, X, +a—¢ 0
D ox, D ox, ]
o campo de extensdes,
_ y y
0 0 o —
2GD [ £ ax,)
M d¢
= . _— 15
L] ’ ’ 2GD (x’+axzj (1>
—| —-x, +% M X, + of 0
| 2GD ox, ) 2GD ox,

e o campo de deslocamentos

— '
u,=——=x; x,

" GD
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Mf
u, = G—Dx3 Xy
M
Lt3 = GD, ¢(x1,x2) (16)

Nota 3 - Embora a funcdo de empeno ¢ dependa apenas da geometria da sec¢do (e ndo dependa

do momento torsor aplicado), a distribuicdo de tensdes, extensdes, € campo de deslocamentos

dependem de ¢ e do momento torsor, como mostram as expressoes (14-16).

Exemplo:

Para uma barra prismatica de seccdo circular (um veio) de raio R, a fun¢io de empeno solugdo do

problema (8) € a fungdo constante, pois satisfaz identicamente
¢ 0J¢ d¢ X x
Ap=0 e —=—Tn+—tn,=xn,—xn,=x,—+—x,-%=0
¢ on 8x,18x22 R S

Assim, D reduz-se a,

D=I,

o campo de tensoes a,

Lo, ]=

0 0 —%xz
I
4
0 0 -M—’xI
1
p
MM
L4 p i

o campo de extensoes a,

[%Jz

0 0 _ M, X,
2GlI,
0 0 M, X,
2GI,
Mf Mf
- X, X, 0
2GI, 2GI,

e 0 campo de deslocamentos vem,
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u,=——>x,x
1 GIP 3 2
—_ 4
T Gl, B
14 —_
“=5r 20

se o deslocamento axial uz for nulo para uma sec¢do dada, caso contrdrio, existe apenas um

deslocamento axial constante para toda a barra.

Nota 4: Este exemplo mostra que para barras circulares (veios) a tensdo de corte varia linearmente
com a distancia ao centro do veio, e € directamente proporcional ao momento torsor aplicado M,.
Além disso, e por comparacido com o estado de tensdo para uma barra de sec¢do arbitrdria (3), €
possivel constatar que o estado de tensdo numa barra qualquer, € idéntico ao da barra circular com

um termo correctivo que depende da funcdo de empeno ¢.

Exercicio 5: Mostre que a tensdo de corte resultante numa barra circular varia linearmente com a

distancia ao centro.

Nota 5: E possivel demonstrar que o veio circular é a barra de maior rigidez torsional. Contudo
isto s6 € verdade se a barra for feita de material isotrdpico. Se o material da barra ndo for
isotrépico, as equagdes que aqui se deduziram ja ndo sdo vélidas e € necessdrio a reformulacao
total do problema com uma reavaliagdo das hipéteses efectuadas quanto ao campo de

deslocamentos.

Nota 6: No caso de a sec¢do da barra ter buracos, € para materiais isotropicos, todas as equagoes

deduzidas sdo vélidas, sendo necessario adicionar a condicio de fronteira

= X,N, — X1,

n

em todos os contornos dos buracos, bem como no contorno exterior.
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1.1 Torgdo de barras prismaticas através do principio de energia potencial total minima

O principio de energia potencial minimo estabelece que o campo de deslocamentos admissiveis
que minimiza a energia potencial total da barra é o campo de deslocamentos devido as forcas

aplicadas (Ver capitulo dos principios energéticos, sec¢do 1.3).

Para o caso da barra prismdtica considera-se que o campos de deslocamentos devido as forgas

aplicadas € dado por (1), e considera-se um campo de deslocamentos admissivel w da forma:

w, =—(t9+é5‘§)x3x2
w, :(0+£§)x3x1

w3=(9+€§)(¢(x1,x2)+ﬂ5(x1,x2)) (17)

onde e ¢ sdo, respectivamente, a rotagdo por unidade de comprimento e a fun¢ido de empeno na

sec¢do reais, a sobrebarra identifica os campos virtuais correspondentes e € e 3 sdo niimeros reais.
Existe ainda um momento torsor M; aplicado na extremidade x3=L.

Entdo, atendendo as defini¢cdes dos campos de extensdes infinitesimais (2), a energia potencial

total para este caso fica:
I 2 2 ye)
a(w)=> L JQZG(ZeB(w) +2e2,(w))dS2dx,~ M, (6 +€8) L=

=2GLL?B(0+£§)(—x2 +§—¢+ﬂa—(—b—-ﬂ +B(9+e§)(x,+%)—+ﬂg—aﬂ dQ-M, (6+£0)L

X ox, 2 X,
(18)
onde (0 +£60 ) L € o angulo de rotagdo na extremidade x3=L.
As condigdes de estacionaridade da energia potencial total sdo dadas por:
o =0, V@ (19)
88 e=0.=0
o =0, V¢ (20)
aﬂ £=0,8=0

ou seja, atendendo ao factode @ ¢ @ serem constantes, (19) simplifica-se

ox, X,

2 2
2GLjQ[§0(—xZ +%J ]5+[é0(x, +%J ]§dQ—M,§L=0, 27
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@{Gﬁj l(—x2+§—¢j +( §¢]]d9 M}gL:O, Ve
«? X; X,

&M, =GD6 1)

) ) _Qib_ 2 _Qg 2
D= Ql( x2+ax,J +[x,+ax2j ]d[) (22)

onde D € a constante de rigidez torsional da barra.

com

Exercicio 6: Mostre que esta expressdo (22) para a constante torsional da barra € equivalente as
expressdes (11) e (12). Note que a expressio (22) permite concluir que D € sempre uma constante

positiva.

Agora, considerando a segunda condiggo de estacionarizag@o da energia potencial (20) obtém-se:

1, ,990)2 AP,
ZGL-[Q_Z( ? axJ ax,}-[Z( axzj axjdg 0, V¢

492199 . d¢ |d¢
Bt ax,jax, (x’ ox Jaxjdg 0, V¢

=],

1

que, apds integracao por partes, se pode escrever,
d9¢ g |= ¢ 9°¢
J;_|:(—X2 +a—XIJn1+(x,+£]n2:|¢df—J. (E‘Fg ¢d.Q 0, V¢

e utilizando o lema fundamental do cédlculo das variagdes, concluir que

Ap=0 em £2
d¢ 0
BZ a:i +%n2=x2n1—x1n2 em I’

Este € um método alternativo de estabelecer as equactes que traduzem a deformacao a tor¢do de
uma barra prismética. Repare que foram apenas deduzidas as mesmas equagdes que tinham sido
estabelecidas por um método mais “cldssico”. Note que uma vez calculada a fung@o de empeno ¢

através da equagdo (8), calculada a constante de rigidez torsional D através de (11) e o angulo de

10
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rotacdo por unidade de comprimento @ através de (10), ficam completamente definidos o campo

de deslocamentos, o campo de extensdes e campo de tensdes (14,15,16).

2 — Torcao de barras prismaticas a partir da fungiao tensio de Prandtl

Nesta sec¢@o introduz-se a tor¢do de barras prismdticas utilizando o conceito de fung¢do tensdo.
Esta maneira de introdug@o da teoria € um caso particular do método semi-inverso de St. Venant
para o estudo da extensdo, flexdo e tor¢do de barras prismaticas. Uma descricdo detalhada deste
método pode ser vista em B.M.F. Veubeke "A Course in Elasticity" cap. 6. As hip6teses para este
caso sdo as seguintes:

- Niao existe qualquer carregamento aplicado na superficie lateral da barra.

- Nos topos da barra, existe apenas um momento torsor aplicado M

- Nao existem forgas volimicas aplicadas.
Atendendo a estas hip6teses sobre o carregamento € possivel admitir que o estado de tensdao num

ponto da barra, admitindo o mesmo referencial utilizado na seccio 1, € da forma:

0 0 0;(x;5 %)
[o,]=| 0 0 ou(x.x) (24)
0,3(x;5 %) Op(x;,%,) 0

Admitindo que existe a funcdo tensdo Yx7,x2), normalmente designada de Funcdo Tensdo de

Prandtl, tal que:

d d
G, = GHaTW e  o,= —GQ% (25)
2 1

entdo as equag0es de equilibrio (4) sdo automaticamente satisfeitas.

Exercicio 7: Verifique que o estado de tensdo (24) dado por (25) satisfaz as equagOes de
equilibrio (4).

Alem disso, € necessdrio ainda satisfazer as condi¢es de fronteira na superficie lateral da barra,

i.e., as tensOes sdo nulas nessa superficie:
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0 0 Gag—"’
52 n, 0
0 0 -6eZ¥|int=10 (26)
ox, 0 0
Go%% _Ge%%Y o
| ox, ox, ]

onde n € a normal exterior unitaria a superficie lateral da barra. Esta condi¢@o implica que

6020 —Go¥n =0 emT 27)

ox, X,

como mostra a figura abaixo,

X9 ds o

dX2

dxl

>
X

Figura 3.3 - Normal exterior unitria

dx, : dx,
n,=cosa=——~- (< n,=sino¢=——+-
ds ds
e a equacdo (27) fica
oy ox oy ox e174
GO——2+GO0———L=G—==0 28
ox, ds dx, Os 0s (28)

Isto €, a fung@o tensdo de Prandtl y € constante ao longo da fronteira I'. Pareceria que, uma vez
que o equilibrio é garantido e as condi¢des de fronteira sdo satisfeitas, que a funcdo y poderia ser
arbitraria, contudo tal ndo sucede pois se atendermos ao estudo feito na secgdo 1, as tensGes eram

dadas por (3) e igualando as definicdes das tensdes, obtém-se que:

9¢ _ oy 99 __oy

X, == e X, +
ox,  ox,

pelo que,

12
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2 2
M-a_vua_v'-a(-x,-a—“’}i(—xﬁa—"’}—z em Q @)

T2 ox)  ox,

~

Nota 7: Na definicdo do estado de tensfo, admitiu-se logo a partida que as tensdes vinham
multiplicadas por G, onde 6 € o angulo de tor¢do por unidade de comprimento, o que ndo € de
todo evidente, contudo, se definisse o estado de tensdo por:

0¥ . o <9 Y
7 ox,

23T
ox,

como seria mais natural, repetindo os célculos anteriores para ¥¢€ fécil verificar que

g,

¥ =const.em I
AP =-2G6 em Q.

O que, atendendo a linearidade da equag@o diferencial, permitiria definir imediatamente
¥ =GOy .

Nota 8: A condigdo (29) nio € mais do que uma condicdo de compatibilidade, i.e., uma condicdo
de que o campo de extensdes resultante € integravel de modo a obter um campo de deslocamentos
fisicamente admissivel. Na realidade esta condicdo € dedutivel directamente das condigdes de

compatibilidade:

2 2 2 2
de,, = Jdey, _86,2 _ ey

oxdx,  aox, avar, andr o

d’e, . d, _J%,,  d’ey _0

ox;0x, 0x,0x, 0x,0x; 0x,0x,
que neste caso se simplificam em

resultando que

13
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Y7 201/
%—20—-2—3 = Const = 8_5;_*_222’_ = Const
ox, ox, ox,  ox;

e, atendendo a linearidade da equag@o diferencial, e as defini¢des anteriores, conclui-se que
¥ =GOy

Nota 9 — A condigdo de que ¥ seja constante na fronteira /7, pode, sem perda de generalidade ser
substituido por =0 na fronteira. Note que nem o estado de tensdo, nem a constante de rigidez

torsional abaixo definida sofre alterag@o.

A partir da condi¢do de fronteira nos topos (10) € possivel mais uma vez estabelecer a relagéo

entre 0 momento torsor aplicado M;, e o angulo de rotagio por unidade de comprimento 6, i.e.,
M = G 9 D
onde a constante de rigidez torsional D € agora dada por:

d d dy d
D=-| x,a)‘f’+x28”’dg 2[ wd-yl, [ xm +xndl = ja)'i’ ;”dg (30)

Exercicio 8: Mostre, a partir de (10) e (25) que a rigidez torsional pode ser dada pelas expressoes
em (30).

Resumindo, para resolver um problema de tor¢do de barras prisméticas utilizando o método da
fungdo tensdo de Prandtl ; temos que resolver o seguinte problema para a sec¢@o da barra:

Encontrar a funcio ytal que :

Ay =-2 em
y=0 em I’ 3D

Uma vez determinada a fungdo tensdo ¥, determina-se a constante de rigidez torsional D através

de (30) e finalmente determina-se o estado de tensdo existente na secgdo por:

0 0o M
D ox,
M, oy
[o,]=| 0 o -5 ™
Moy My
| D ox, D ox, ]

14
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Nota 10 - O método aqui apresentado aplica-se apenas a barras de sec¢io cheia. Contudo este

método pode ser generalizado ao caso de sec¢Ges com buracos, como adiante se verd.

Exercicio 9:

Considere a tor¢ao de uma barra circular de raio R. Mostre que a funcao

v =R -5 -x3)

¢ uma func¢@o tensdo de Prandtl. Calcule a rigidez torsional da barra, € mostre que D=I,. Calcule o

estado de tensdo associado e mostre que a tenséo de corte resultante nos topos da barra € radial.

Exemplo:
Considere a tor¢do de uma barra de seccio eliptica de semi-eixos a e b , como mostra a figura

A seguinte func¢ao tensdo de Prandtl para este caso é:
W= a’b’ I_xf_xzz
a’ +b’ a’ b
¢ facil verificar que satisfaz a condigao:
Ay =-2 em £2

y=0 emI
A constante de rigidez torsional D € calculada através de (30) obtendo-se:

31.3
a +b

consequentemente, a distribuicio de tensdes de corte é:

2 2

a‘x bx
0',3=—ZGI9—2—22- e 0,, =2G0— ’2

a +b a +b

ou em termos do momento torsor aplicado M,

M. a’x M. b’x
O, =—2— 2 22 ¢ O,y =2—+ 2 12

D a +b D a +b
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A tensao de corte total na seccio € dada por:
2M, X2 X2
=40, +0l, =L L+
rab Na® b
Note-se que o valor mdximo da tensdo de corte ocorre nos pontos(xj =0,x,= ib) , 1.e., de todos

pontos da periferia da sec¢do, aqueles que tem tensfo de corte maxima sdo os mais préximos do

centro!

Exercicio 10: Considere uma barra cuja sec¢io € um tridngulo equildtero de altura ¢, como mostra

a figura.

X2

X]

Verifique que a fungédo

v == (x, - c=3x,) (x, —c +43x, ) x,

2¢

¢ a fun¢@o tensdo de Prandtl para esta barra. Calcule a constante de rigidez torsional D, Determine

a distribui¢do de tensdes na barra. Que pontos da secgao terdo tensdo de corte maxima?

Nota 11: Analogia da membrana. Considere uma membrana eléstica fixa na fronteira exterior /-
€ sujeita a uma pressdo uniforme p no dominio 2. E possivel demonstrar que a deformacdo

vertical w da membrana devido a pressdo p € dada pela seguinte equacio diferencial:

EEEXEY:
p

Figura 3.4
Aw=-L em £

w=0 emT,

16
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onde T € a tracgdo constante por unidade de comprimento existente na membrana. De imediato se
verifica que o problema da tor¢do € idéntico a este problema se assumirmos, p=2 ¢ T=1, i.e.,
descobrir a funcdo de Prandtl da torcdo € o mesmo que descobrir qual a deformada de uma
membrana com pressao uniforme p=2 e sujeita a uma forca de trac¢do T=1. Repare-se ainda que
as tensdes de corte sdo proporcionais ao gradiente da funcdo ¥; pelo que quanto mais inclinada for
a deformada da membrana, maior seré a tensio de corte. E ainda possivel mostrar que as tensdes
de corte sdo tangentes as linhas de nivel (linhas W=constante) da fungdo y. Esta analogia da
membrana € muito Util pois podemos utilizar a nossa intui¢do a partir da deformacgio de
membranas quer para calcular a fungfo tensdo y; quer ter uma ideia qualitativa da distribuigio de
tensoes.

Exercicio 11 : Mostre que a tensdo de corte resultante num ponto da sec¢do € tangente as linhas

W=constante . (Sugestdo: note que ao longo de uma curva y=constante, se verifica que

d—l// = a—'// + a_l//g'x_z onde %- € o declive da curva).
dx, 0x, ox,dx, dx,

2.1 Torcao de barras prismaticas através do principio de energia complementar total
minima

O principio de energia complementar minimo estabelece que de todos os campos de tensdo que
satisfazem equilibrio, aquele que esta associado ao campo de deslocamento admissivel é aquele

que minimiza a energia complementar da estrutura. (ver capitulo dos principios energéticos)

Viu-se na sec¢@o anterior que € possivel gerar campos de tensdes que satisfazem as equacGes de

equilibrio para uma barra prismdtica sujeita a um momento torsor, utilizando uma funcéo tensdo A

tal que:
0 0 Gé?i/1
ox,
[o,]=| 0 0 —ce4
ox,
Gﬁa—A —Gﬁa—A— 0
ox, ox, ]
¢
A=constante em I’ (32)
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sendo esta segunda equacdo a condi¢do que garante que ndo existem tensdes na superficie lateral
da barra. Além desta condig@o existe ainda a condig¢do adicional que relaciona € com o momento

torsor aplicado M, que provém do equilibrio de momentos nas seccdes Xx3=constante:

M,=GDo (33)

Nota 12: Nesta definicao as condi¢des de equilibrio estdo garantidas a partida.

Q@ @

Figura 3.5

Esta situagdo pode ser generalizada para o caso onde a sec¢@o tem buracos, como aquela que se
mostra na figura:
Entdo, neste caso, temos de impor na parte da fronteira 7~ dos buracos que a fungdo A também €

constante, i.e., satisfaz:

A=, em I ,i=0,12,..n (34)

1

onde ¢; € constante. Sem perda de generalidade podemos admitir que ¢p=0, ficando os outros

valores de ¢ a determinar posteriormente.

Considerando entdo variagdes no campo de tensdes obtidos através de.
A=y+e Yy (35)

onde, nos contornos dos buracos, as fun¢desy =, e W =04, , com o, =, =0, sdo constantes.

Assim, aplicando as condic¢Oes de estacionaridade no funcional de energia complementar obtém-

se o principio das forgas virtuais, que no presente caso se reduzem a:

LL J‘Q%QG”EB +20,8,,)dQdx, — | &,00/(L) + Tpu,(L)d2 =0, ¥G admissivel

(36)

onde se admite que na superficie x3=0 a rotacio € nula, na superficie x3=L a rotacdo € 6L, onde

18
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—ced¥ o, =-Go2¥ 5,-G6od¥ 5, --Goo¥
ox, ox, ox, ox,

com G = %, e o campo de deslocamentos real na sec¢do x3=L € dado por:

u,=-6Lx,
u, = 6Lx,

entdo, substituindo na expressio (36) obtém-se

[ IQGQZ[a—Wa—VZ+a—WaWJdex +[ Ge L[al// 2+g—l/7x,)d_(2=0, Vi

ox, ox, ox, ox ox, X,

atendendo que ndo existe dependéncia em x3

o[ WOV VIV OV, OV Nia=0, Vi
ox, dx, ax, ox, 8x2 ox, ! ’

integrando por partes vem,

2 2
[(ay/+x2]n2 (3W+len,}ad1" I[a L J ‘2”+2}/7d.9=0, V.

ox, ox;  ox?

<:>ZJ.I'

i=0 !

Aplicando o lema fundamental do célculo das variagGes, conclui-se que:

Ay =-2 em Q (37)
X

uma vez que ¥ (e ¥) sdo constantes sobre os contornos /;. Sdo estas ultimas equagdes que

permitem calcular os valores 0; nos contornos. Convém notar que a normal unitdria n € exterior a

barra, e portanto aponta para o interior do buraco como se mostra na figura.
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Q@@

i

Figura 3.6

As expressOes (38) podem ser rescritas considerando n a normal exterior ao buraco (portanto

n=-n),

e174 d _ _ .
IE (£n2+a_;{n1jdr= J.,—,(x,n1+x2n2)d[2 ,em I ,i=12,.n

aplicando o teorema da divergéncia ao termo do lado direito, e designando £; como a érea

correspondente ao buraco cujo contorno € I'; obtém-se a condi¢do de compatibilidade :

e | W ir=20 . em I i=12.m. (39)
]—-' an { 1

Nota 13: O facto de y ser constante nos buracos, ndo implica que a sua derivada normal seja nula
(apenas a sua derivada tangencial € nula). De notar ainda que as equagdes (37) e (38) traduzem,
como seria de esperar do principio de energia potencial complementar minimo, condigdes de
compatibilidade. E possivel mostrar que as condicdes (38), ou (39) traduzem condigdes de
compatibilidade para a existéncia de um deslocamento uj fisicamente possivel (ver o livro acima
referido B.M.F. de Veubeke).

Exercicio 12: Mostre que para uma barra com buracos, a rigidez torsional D da barra pode ser

dada por:
D=2 yd2+ 22}: a2 . (40)

onde €; sdo as dreas dos buracos. (Sugestdo: Utilize (30) ¢ (39).)

3. Perfis Finos

Vamos agora aplicar os desenvolvimentos anteriores a barras sujeitas a tor¢do em cuja secgao

£6492
4

uma dimensdo ( geralmente designada por espessura “r’) é muito menor que a outra dimensao

(geralmente denominada comprimento “b”). Baseados nesta caracteristica geométrica, podemos
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simplificar a resolugdo do problema de tor¢iio de Prandtl e obter solugOes simples para uma

grande variedade de sec¢des.

~ . . ~ . o . b
As solugOes assim obtidas pressupde a hipotese que b>>t e sdo vélidas no limite em que — — oo.
t

. - b ~ o
Embora obtidos para condi¢des extremas em que — — oo, estes resultados sdo boas aproximagdes
t
no caso em que esta relacdo ndo é completamente satisfeita e em termos praticos sdo aplicaveis

para%ZZO.

3.1. Perfis Finos Abertos

Considere a secgdo fina rectangular apresentada na figura 3.7,

X2

Figura 3.7

No caso em que b>>t, podemos assumir que a Fung@o de Tensdo de Prandlt y € constante em x;
isto € ¥ (x1). De modo a visualizar esta hipdtese recorreremos a analogia da membrana. Nesta
analogia a Fungdo de Tensdo € igual a deformada de uma membrana esticada num furo

66 9%

rectangular fixa na fronteira do furo e sujeita a uma pressdo “p” uniforme.

Com base na aproximacio introduzida a equacdo de Prandtl (37) reduz-se a,

2
V_ 2 emq 41)
dx;
com condigoes de fronteira, i =0 para x= i% .
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Resolvendo obtemos,

tZ
Vix) ==+ 42)
Uma vez calculada a fungfo de tensdo podemos determinar a constante de tor¢ao da secgdo D.

Assim da defini¢do (40) obtem-se,

bl2 12 tz btj
D=2 | j(—x,%— dx,dx, =— . 43)
—b12-1/2 4 3

Nota: Como termo de comparagéo a constante de tor¢do exacta no caso em que b/t=10 &,

D=0.312 bt’o que dd um erro de 6.8% se utilizarmos a expressao (43).

Por sua vez, a partir da equagéo de equilibrio (33) a rotagdo €, por unidade de comprimento, €

dada por,

_MT_ 3MT
GD G b P

(44)

A partir da defini¢bes (25) e assumindo o sistema de eixos da figura 3.7, o campo de tensdes €

dado por,
o, =0 (45)
e
d oM
o, = —Ge% =27, (46)
1

Nota: Tendo em conta que s6 existe uma tensdo de corte vamos passar a designa-la por 7.

E de realgar que esta distribui¢do de tensdes € linear ao longo da espessura e o valor maximo da

tensao € atingido no bordo e vale,

o_3n;ax :,z.max ___i31‘42T .
bt
Esta distribuicio de tensdes € equivalente a um momento distribuido por unidade de comprimento

(figura 3.8)

(47)

[pe]
(3]
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b

t
Figura 3.8

Baseados na solucdo obtida para um perfil fino rectangular podemos obter a constante de torgio e
a distribuicdo de tensdes de corte para perfis finos abertos obtidos pela composi¢do de varios
perfis finos rectangulares.

Assim, recorrendo a defini¢@o de constante de tor¢do D (40) e no caso de um perfil composto por

“n” perfis finos rectangulares temos,

3 n bt3

D=)D,=% -, (48)
i=1 i=1 3

Em que b; e t; sdo as dimensdes da componente (rectangulo fino) “”.

Por sua vez a tensdo de corte médxima em cada rectdngulo fino que compde a secgdo €

determinada a partir do momento torsor associado a cada componente dado por,

[13+2 04

Assim a tensao de corte maxima do componente “i” €,

(49)

Por sua vez sendo 7, a espessura maxima na sec¢o a tensdo de corte maxima em toda a secc¢do

€,

<

i (50)

max °

o
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3.2. Perfis Finos Fechados Unicelulares

As férmulas desenvolvidas na sec¢@o anterior para perfis finos abertos ndo podem ser aplicadas a
perfis fechados. Este facto baseia-se na forma como cada uma destas sec¢des desenvolve estados
de tensdo que equilibram o momento torsor aplicado.

No caso dos perfis abertos vimos anteriormente que as tensdes de corte variavam linearmente ao
longo da espessura e originavam momentos torsores distribuidos “m” cuja resultante equilibra o
momento torsor aplicado M;, Como vamos ver no caso de perfis fechados o equilibrio €
conseguido com uma distribuiciio de esforgos internos completamente diferente.

Considere o perfil fino fechado apresentado na figura,

Figura 3.9

O perfil designa-se por unicelular pois sé tem um furo.

Dos resultados obtidos na seccdo 2 sabemos que a Funcfo de Tensdo de Prandtl € zero na
fronteira exterior e constante com valor ¢ (incégnita) na fronteira interior da sec¢do. Devido a
pequena espessura “t” vamos considerar que esta fungdo varia linearmente ao longo da espessura
entre O e o (ver figura 3.9).

Baseados nesta escolha a tensdo de corte 7€ constante na espessura € vale

T:GQ% (51)
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Designado por “g” a for¢a tangencial por unidade de comprimento e como ¢ € constante ao longo

da fronteira interior (condigdo de equilibrio de tensdes na fronteira - ver sec¢do 2) temos que,

q=Tt=GO0c (52)
ao longo de 7, isto &, a forga de corte por unidade de comprimento € constante ao longo da seccio.

Ao assumirmos uma varia¢@o para # no dominio s6 nos resta calcular a constante ¢ para a fungéo

de tensao ficar completamente definida.

A funcdo tensdo satisfaz o problema (37, 39). Assim ao assumirmos uma variacdo para ¥ no

dominio a equagio (37) no dominio fica automdticamente satisfeita (neste caso com um erro que

aceitamos, pois € facil de verificar que AY¥ # -2 ) pelo que a partir da condi¢@o de fronteira (39)

determinamos o

Assim, designando por 2; a drea do furo temos,
cf%%df: r%’df:Z.Q, = a:% . (53)

el
Nota: A relacio anterior obtida a partir da condigio necessdria de estacionaridade do Principio da

Energia Complementar Minima € uma condigio de compatibilidade do campo de deslocamentos.

Da defini¢do de rigidez de torg@o da sec¢do em termos da funcgéo tensdo temos,

D=2 jg wd Q2 + 22} o2 (54)

que no noOSsoO €aso veim,

D=qat dI'+2a 2,
r

No limite com t — 0 o primeiro termo pode ser desprezado (¢ um infinitésimo de 2% ordem em

“r’) pelo que,

_4

D =202 ===
cf—dr
rt

(35)

Exercicio: Calcule a constante de tor¢do recorrendo, a expressdo (40), para uma seccido com

t = const . E verifique a validade da expressao (55).

-2
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Do equilibrio entre as tensdes de corte € 0 momento torsor (33) temos,

M. =GD6 (56)
Substituindo a expressdo para D calculada anteriormente o angulo 6 vem,

M, I
6=——L_-dq=dr 57
4 QfG?gt C7

Podemos agora calcular o valor da tensao de corte 7.
Como sabemos ao impormos que a fungfo tensdo varia linearmente (entre o valor 0 na fronteira

exterior e ana fronteira do furo), ao longo da espessura do perfil temos,

r= Ge%. (58)

Substituindo fe apelas expressdes respectivas (58) vem,

T= M, (59)

201

Isto é no caso de perfis finos unicelulares, a tensdo de corte e mdxima ocorre nos pontos de menor

espessura ¢. Exactamente o oposto dos perfis finos abertos.

3.3. Perfis Finos Multicelulares
O caso dos perfis finos multicelulares (multiplos furos) segue exactamente 0 mesmo raciocinio do

desenvolvimento anterior.

Assim considere os perfil multicelular apresentado na figura 3.10.
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A A
A A
o Q, Q, Q |
TS T T T T T T
e Qp Q Q|
Og
(0.4 o
o3
Figura 3.10

Como sabemos a funcgio de Prandtl ¥¢ nula na fronteira exterior do perfil, /o, € constante com

[T edd
1

valor ¢; na fronteira do furo “”, I;. Vamos agora impor a condi¢do de compatibilidade (39) em

66 9%

cada furo £2-;, Repare que se a nossa seccdo tiver “n” furos vamos ter “n” equacOes de

compatibilidade.

No nosso caso vamos impor esta condi¢do num furo genérico “i
Assim, seja ", a fronteira média (quando r—0) que envolve este furo (quando t—0 as

n

fronteiras interiores e exterior aproximam-se da fronteira média respectiva).

[1342]

Por sua vez seja “m” o nimero de furos adjacentes ao furo “i”. Sendo “/” um destes furos
adjacentes, identifica-se por I, a sua fronteira média e por /7, a sua fronteira comum com 0

furo “"ie., I, =1,,N T,

mi mj
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..t._...—....._..,.

D e s

Figura 3.11

[13e2]
l

A condigdo e compatibilidade (39) no furo “#” assumindo ¢t — 0 vem,

o174
—dl'=20.. 60
qr,m. on ! ( )

Ao assumirmos uma variacio linear de ¥ ao longo da espessura, a derivada normal na fronteira
comum [7; € dada por,

| -9 61)
on |,-U t

pelo que (60) pode ser rescrita como,

g, Sar- i J. %dr =20 62)
J

Como os s sdo constantes obtemos finalmente,

] m 1 .
ac}r P ;“f Lj —dl"=24, parai=l.2,...n. 63)
Isto €, obtemos um sistema de n equagdes lineares em .
Identificando,
1
C,=d, 2dr
e
C,‘,' =1 ldf
’ it

o sistema linear de equacgGes (63) pode ser escrito em notag¢do matricial como,
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[CH{e)=2{2] (64)
em que a matriz [C] € simétrica e denomina-se matriz das flexilibidades de empeno.

No caso da sec¢@o representada na figura 3.10, a matriz [C] tem dimensdo 12x12, com termos da

forma,
1
C66 chrmo?dr’
C16 - C6l _0
Cys=— . %d]" etc

Uma vez calculados os “n” s a partir da relacdo, {or} = 2[C] {42} determina-se a constante de

tor¢do da secc¢do D por,
D=2 a8 (65)
i=]

e a recorrendo a condig¢do de equilibrio (33) a rotagdo por unidade de comprimento vem dada por,

M,
GD

M, (66)

ZGiaiQi |

i=1

6=

Uma vez calculados os &'s e 8 podemos determinar a tensdo de corte 7 ao longo da fronteira [}
como,
o -,
T=0G6 L. (67)
t
Por exemplo na caso especifico da figura (3.12) a tens@o de corte na secgdo A-A €,

- o —-o
4 =GgoL—=2.
t
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3.4, Perfis Finos Hibridos

Entede-se por perfis finos hibridos secgdes obtidas pela composicdo de perfis finos abertos e

perfis uni ou multicelulares (fechados).

Considere que ao perfil multicelular da figura (3.10), com n furos, se adicionam k perfis

rectangulares finos e abertos como mostra a figura (3.12) com dimensdes b; e t; respectivamente.

No caso da figura n=12 e k=4.

\ ¥’=((a2—a,)§x, +(a2+a,)%)

b
/ T
/ ; 1
/ '
A A / '
/ '
A A / :
7/
[J—— B N P Aninin i B 1 ———|
: | .‘\/ :
: Ql\ IQ2 Q3 Q4 E
' N ' :
1 1 | :
] ]
E /":'_\-. :
: Qs Q¢ Q, ! QB\ : \__ !
' | i 7 Bt = >
1 Na L '
1 " )
i H i
: i i
]
1l €2 Qo Qu [} Qo | i
] 1 : :
] 1 1 .
RIS S b | ]
21T
| —— e
N -
—> X
2
t
V=—xl+—
4

~NJ

Figura 3.12

Para um perfil arbitrario a constante D € dada por (40),

D= 2Igl//d.(2+2;ai.(2i .

30
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Recorrendo aos desenvolvimentos feitos nas secgdes anteriores (3.1- 3) temos,

3 n
D=i%+220{i!2i (69)

j=1 i=1

em que, os &’s sdo exactamente os mesmos que foram calculados na sec¢do anterior utilizando o
sistema de equagdes (64) e £2; sdo as dreas dos furos circunscritas pelo perimetro médio (linha a
tracejado na figura).

Na realidade os ¢’s sdo determinados impondo a condigdo de compatibilidade dos deslocamentos
(60) em cada furo, condigio esta independente da existéncia ou ndo de perfis finos abertos.

Uma vez calculado D, podemos determinar a rotagdo #a partir da equacdo de equilibrio,
M,=GDO = =Mz _ M, (70)

3 n
b G(i%+220@.@}

j=1 i=1

Conhecida a rotacdo por unidade de comprimento 6, podemos calcular as tensdes de corte
(recorrendo mais uma vez as defini¢des (25)).
Assim as tensGes de corte nos perfis abertos e fechado sdo dadas respectivamente pelas expressoes

(46) e (67) mas com D dado pela expressdo (69).



